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摘 要

本文总结和改进了工程上广泛应用的录解二根平面渗流问题的不变流管近似方法
.

对其核心部

份即给定压差时一维变截面流管中的二相驱替问题作了全面的考察
,

证明了解的存 在 唯一性
,

给

出了准确解
、

数值解及其收敛性和稳定性分析
.

对油藏工程中极为重要的二相平面渗流问题
,

于五十年代末和六十年代初在苏
、

美 曾先

后提出不变流管近似解法
〔’〕, 〔“〕.

这种方法以后又被发展和改进为变动流管法
〔”’, 仁‘’.

尽管目

前已有了更完善的油藏数值模拟方法
,

但是在实用上不变流管方法仍居重要地位
〔匕’,

而且这

种做法还正在被推广到三次采油的计算方法
,

本文总结
、

改进和论证了这种方法
.

一
、

不变流管近似解法的基本思路

在忽略毛细管压力时
,

二种不互溶和不可压缩的液体的平面渗流由下列方程组描述
仁。’:
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w 。

分别是水和油的渗流速度
,

P是压力
, s是含水饱和度

,
k是地层的渗透率

,

k
, 。 、

岛
。

分别是水和油的相对渗透率
,

功是地层的孔隙度
, 拼, 、

拌。

分别是水和油的粘度
,

这一非线

性方程组一般只能利用电子计算机求数值解
.

不变流管近似解法的基本思路是
:

假设在初始

时刻
、

(油层 中饱和度的初始分布为已知) 在外压下形成的流线在整个开发过程中始终保持不
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变
,

即流场为许多形状不变的流管所分割
,

每一条形状不变的流管中的流动可以近似地看作

是一维的而可以应用熟知的B uc kl ey 一
e
ve

r et t理论 「’〕,

所有流管中的动态和开发指标的迭加

便组成了整个油层的动态和各开发指标
.

这样
,

在得到初始时刻的流场以后
,

问题便归结为
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题的解

设有一条一维刚性变截面多孔介质流管
,

初始时的含水饱和度
:
(二

,

0) 为 单 调下降函数

s 。
(劝

,

s0’ (劝成o
,

在 t = o 时起在注入端压力 P
。

(t) 和采出端压力P (t) 的作用下注水采油
.

这

时问题的数学模型为
t。’:
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其中 x 是沿着流管中心线的坐标

, 注入端的坐标为零
,

采出端的坐标为与 A (劝是流管的截

面积 , 口(t) 是流管的总流量 ; s 。 ,

是残余油饱和度
;
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.

令

(2
.

2 )

口

则式 (2
.

i b )
,

(2
.

i e
)

一

{;
Q“’“‘

一

和
二 , “‘戈 , ““

(2
.

3 )

,

(2
.

lf )可改写为

f’(
·
)
岛

十

弃
;
(口

,

0)=
s。
(口)

; (0
,

厂)== 1一 s 。 ,

这就是 B u e k ley一。v e r e tt 问题
.

方程 (2
.

4 a) 的特征线方程为
.

(2
.

4 a
)

(2
.

4 b )

(2
、
.

4仁)

笋
一产“)

(2
.

5)



二祖平面渗流问题的不变流管解法及其理论分析 G l仑

而沿着特征线有 d s/ d V 二 0
.

这样犷通过 (
a ,

0) 的特征线为
’ -

口一 a 二f
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。

(a )〕不
/
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在特征线上
: 〔口

。
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,
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于是
,

消去a ,
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一边值问题在 犷二 o 附近恒有古典解

.

对初
一
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,

由于假设
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非正 (这相当于相对渗透率曲线是对角线
,
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解将出现强l’ed 断
.

而当
s。

(a )二
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是束缚水饱和度 )
,

a

则由于s 。

< 1一 so
, ,

解从 t二 o开始就有强间断
.

设 口= 雪(犷)为间断线
,

由质量守恒原理可推

得间断条件为
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其中 : 十 、 : 一

分别表示间断前
、

后饱和度的值
.

间断强度
,

从而间断位置
,

也可由
“

面积法则
”
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,

它等价于对 s 一 , : +
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.

当 : 。
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.

事实上
,
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当s。
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14 b) 在间断线 口二亡(厂) 的 两 测适合嫡条件
,
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.

在饱和度产生间断的情况下
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易知B (犷)恒大于零
.
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,
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、
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,
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入式 (2
.

2 o a
)

,

便得到 Q(t)
. 5

(二
,

t) 和 Q (t) 既已知
,
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这样
,

我们得到了一维变截面流管中二相驱替问题的准确解
.

三
、

一维变截面流管中二相驱替问题的准确解的计算

由式(2
.
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·
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四
、

一维变截面流管中二相驱替问题的数值解

如果我们需要的不仅是某些特定时刻的解
,

而是整个时段的解
,

则必须在 t 的密集的离
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Q ( , )d ,

}一〔{:
, (X )A (X ) d 二

,

犷(‘)
」

(0《戈簇L ; o《 t簇T )

对饱和度函数
:
( x

,

t)
,

其近似解定义为

二 ( /
,

, )一l{:
。(

X
, A ‘

X
, d /

,

厂
”

“,」 ‘”(
戈 ( “ ; “《‘成 ‘1 ,

(4
.

2 e )

对于‘~ 1 ,

我们用下述公式来计算 U
:
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犷
:
二犷; + F (犷

: ,

t : )△t,

后23

F (犷
, ,

tl
) =

l:

P
。

(t
l
)一 P

:

(t
l
)

血
, (二 )、(, )f峰哩工巴丛里」+ k : ·妙

’

(“

、 拼. 召。

(4
.

3 a
)

飞坠f
J�‘J

、

,
才

,古

渗‘

当算出U
Z

后
,

同样利用节点才;
、

才2处的犷
1 、

犷
: ,

由线性插值决定厂
”

(t) ( tl《t成才
:

)上的函数值

( 4
.

3 b )

并 由此决定

:
·

( ,
卜厂! + ‘

厂

猛厂
1
(‘一‘

1 )

二 (劣
,

‘)一l}:功(
! ) A ( / ,“

,

犷
·

(‘,〕 (才
1
簇t簇 t: ) (4

.

3 e )

对一般情况
,

若犷‘已解出
,

我们利用下述公式

犷‘
+ 1二犷。+ F (犷

‘,

t‘)△t
‘

(4
.

4a )

来计算厂‘、 1 ,

其中

P 。
(才
‘
) 一P

。

(才
‘

)

dx
A( 琳 (x) 干丛皿望妞三。鲜

卜

互业 , 丛典
‘ 拼。 拌o J

石0r妞..J
一一

UF

同样利用线性插值法决定

厂
”

(才) 二 犷
‘
+

厂‘十 l一 V ‘

△t‘
( t一 t‘) (才

, ( t簇t‘十 : ) ( 4
.

4 b )

如此进行
。步

,

数的近似解

二 (、
,

矛
卜

·

〔f
, (二) A ( ! )“

,

犷
·

“,
〕

‘”、X《L ; ‘。( ‘碱“一 , “
·

‘·,

即 可算出初值问题 (2
.

2 oa)
、

(2
.

2 ob) 的近似解 F
“

(t) ( o ( t ( T ) 和饱和度函

二 ( !
,

‘) 一l{:, (
二) A (X )“

,

犷
·

“,〕 ‘“( X簇L ; ”簇‘簇 T , “
·

5 ,

以及压力函数的近似表达式

,
·

(二
,

t) 一 ,
·

(、
,

t‘) + 〔。
·

( ,
,

t‘, ,
)一 ,

·

(二
,

, ‘)〕
一

全二t‘

Q ‘或

( t
‘
簇t ( t。十 : ; ‘二0

,

1
,

⋯
,

移一 1 ) ( 4
.

6 )

此处

,
·

( /
,

, ‘) 一 ,
。

( , ‘

卜F (厂
‘,

“)
丁:

-

五(
二

介向牙
“画〔州

“
子D 十互韭史丈丛二D下

‘ 户。 拼
o

J

,
·

(X
,

, ! ) 一 ,
:

( , ‘) + F (V
‘,

“)
{

( 0 ( 戈簇 ,
孚(亡

‘
) )

众

( 4
.

7 a )

二
“ (x)k (城恤 叹戈

声名。

,

t‘)〕
,

存
, 。

〔s
,

(%
,

t‘)〕
一 月- }

(劣下( t
‘
) ( % ( L ) ( 4

.

7b )
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此处F (犷
‘,

t‘)为上述已算出的数据
, 二了(t

‘

) = 口
一 ‘

{互〔犷
”

(t
‘

)〕}
.

、

在数值计算时
,

在这里所遇到的积分均采用高精度的高斯积分公式
.

我们指出
,

上述数值解与流行的 3 中poc 方法
f ’口和 H ig g in s一L e ig h to n 方法

〔“」在实质上是

相同的
·

一

五
、

数值解的收敛性和稳定性分析

首先讨论常微分方程式 (2
.

20 a) 的右端F (厂
,

t) 对厂
、

f满足 L IP sc hi t : 的连续条件
.

对 t 的

L IP s o hi t z 连续条件
,

实质上只要求 P
。

(t)
、

P
;

(t) 分别满足 L IP s c hi t z 连续条件
,

关于对 厂的

L IP sc hi t z 条件
,

只要注意到B (犷)的下述表达式

B ‘犷, 一

{。 A (二)、(二)「k一 (
S
) + 丛o(

L 拌沙 拼。

d x

, ,

A (、)、(二 )「鱼
: , (

S
) + 全

L 仔.

护 o

(s )
-

以 内 _

(5
.

1 )

�

l
‘

十�lwe
.J�

习

得知B (厂 )是正的
,

且存在正常数几
,

使得B (犷 ) ) 几> o一致成立
,

于是只要讨论 B (厂) 满足

L IPs c hi tz 连续条件就可以了
.

为了下面讨论简便起见
,

记

“’‘厂’一

I乳
: 。 〔f

“

(
s
)厂 + a ,

(
:
) ]d

s

K {口
一 ‘

〔j
,
(s) V + a (S) 〕}「丛互

‘
) + 掩:

·

(
‘

) 1
L 拼。 拼。 J

不1〔口( L )
,

「3
〔f

“

(
:
)厂 + a /

( : )」d 。

「寿一 (
“
) +

一

k一 (
“
) 1

L 拼。 拼口 J

(5
.

Za )
K 笼口

一 ‘[ j,
(
s
)厂 + a (S) 〕于

�

l
山

+

B
Z

‘厂, 一

)
s少〔口 (L )

,

犷〕
〔f

l,

(s )犷 + a , ( ,
)〕山

K ‘“
一 ‘

〔f“‘, 犷+ a @ 〕‘l
-

+ 乡
。

(
:
)

(5
.

Zb )
1一 s o r

此处 K 巧口
一 ’〔f‘( ; )犷 + a (

s
)」} = 功{口

一 ‘〔f
/
(
s
)犷 + a (

s
)〕}A

么

通口
一 ‘〔f

‘
(
s
)V

+ a (
S

)〕}k{口
一 ’〔f

‘(‘)V + a (
8
)〕}

若犷: 、

犷2〔口
一 ‘
叮

广
(
: 一

)犷 + a (
s 一

)〕( L ,

我们首先证明 (5
.

2 a ) 中的第一项满足 L ip s o hi t : 条

件
。

注意到

{
仁f

l,

(
s)犷: + a ‘(s )〕d s

1一 s o r K {口
一 ‘

〔f ,
(
; )犷: + a (

s
)〕}
「k

, 。
(
s
)

:

k , 口

(s) 〕
! 门一

-

一一丁
一

!
L 召。 仔。 」

〔f
“

(
s
)犷

:
+ a ,

(
s
)〕d

。

, 一 : 。,

K {口一〔z
‘
(
:
)。

:
+ 。(

:
) : }「全二(且+ 丛

夕<目1
;

L 升姆 拌
。 J 一

_

叮
,

勺望 [f, ( s) 犷
2

少可
“

冲}一g
o
K 笼。

一 l
〔jl

_

仕)U计匹
‘

》卫二Z竺(三迪
沙

‘

。_ 1 。 , , , _ 、 ; 二
. _ , _ 、 , 、

。
‘

。
_ : 。 , , , _ 、 : ,

, , _ 、 , 、

「k. ,,) rs)
.

k.
。

rs) 1
1 一 so

r l 、 飞。‘ L J
‘

、‘ ) 厂 1十 “气封 」全八 饭“
一

LJ 气习 犷 2 十 a 气习 」月 一一址
’

十
’

一万
、 一 ‘

l
L 拼叨 拜

o J

r...J

簇

门.加.J

l一 s o r

(K {口
一 ’[f ,

(
s
)犷

z
+ a (

s
)〕}一K {

一

口
一 ‘

[f
‘
(
:
)犷

, + a ( ; )〕})a ‘( s ) d s

K {口
一 ‘

〔j‘( : )犷 , + a (
:
) : }兀、日

一 , [ j广(。)。: 十 。
(
:
)〕}[“一 (

“
) + 乡

·

(
‘
)

L 拌少 拼
。

�‘..、J

+
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、M
{

+ M
{

{犷
;K {口

一 ’〔f
,
(
。
)配

。+ a (
;
)〕卜一 犷

Z

K {口
一 ’〔f

,
(
s
)犷

: + a (
:
)〕} }d

s

1 一入
。

S _

!K 笼g
一 ‘

〔f
/
(
s
)厂

:
+ a (

;
)〕卜一 K {口

一 ‘〔f
,
(
s
)厂

: + a (
s
)〕} {d

;
(5

.

3 )
1 一‘o r

此处M为正常数
.

若A (“)
、

功(“ )
、

壳恤 )均满足 L ip se h it ‘条件
,

则有

{K {口
一 ‘〔f

,
(
:
)犷

:
+ a (

;
)〕}一 K蔺口

一 ’[ f
,
(
:
)U

, + a (
s
)〕} 1

簇M !口
一 ‘[ f

,
(
:
)F

Z
+ a (

s
)〕一口

一 ’〔f
,
(
s
)犷

1 + a (
s
)引

为方便起见
,

在以后不同处
,

M表示不同意义的正常数
.

由关 系式 (2
.

3 )
,

我们可得

(5
.

4 )

干
“

一 ’

〔f
‘
(
‘)犷

2
十 “(

“
)〕

、

g
一 ‘

〔f
,

(
s )厂 1 + a (: )〕

功(x )A (x )d x 二f
l
(
:
)(厂

:
一厂 1

)

再由中值定理

“一〔,
产
(
·
)犷

2 + a (
·
)卜“一〔,

/
(
·
)V

l + a (
·
)〕一 、、玉招志、

(犷
2
一犷】

) (5
.

5 )

此处 , 铸是介于 口
一 ‘〔j’(

:
)犷

:
十 a (

:
)〕

、

口
一 ‘〔j, (

;
)犷

: + a (习〕中的某个值
.

于是有

}口
一 ’〔f

,
(
:
)厂

: + a (
:
)〕一口

一 ’〔f
,
(
s
)犷

: + a (
s
)引《C {犷

么一犷:
}

我们再来估计(5
.

3 )中诸项
、

对第二项
,

由(5
.

4 )
、

(5
.

6) 立即可得

(5
.

6 )

{ {K {口
一 ‘

[ f
‘
(
;
)犷

: + a (
s
)〕}一K {口

一 ‘[ f
,
(
。
)厂

: + a (
s
)j} }d

s簇M }犷
:
一 U ,

}
1一 s o r

对第一项则有

J 1犷
;K {口

一 ‘

仁f
‘
(
;
)犷

:
+ a (

:
)〕}一犷

z

K {习
一 ‘

[ f
,
(
;
)犷

: + a (
:
)〕} }d

;

1一 5 0 ,

、
{ {(犷

: 一犷
2

)K {口
一 ’[ f

‘
(
:
)V

: + a (
:
)〕}

1一 ‘o r

一 犷2
(K {口

一 ‘

〔f
‘
(
s
)厂

, + a (
:
)〕}一K {口

一 ’〔f
‘
(
:
)V

:
+ a (

s
)〕})1d

s

‘ M ‘厂
! 一犷

2

‘十 M
J }口

一 ’[ f
,

(‘)V
: + a (

s
)〕

1一 5 脚

一口
一 ‘〔f

‘

(
s
)犷

2 + a (
:
) ] }山《M {厂

: 一厂么
}

用类似的方法可证明(5
.

2a) 中的第二项亦满足 L ip sc hi tz 条件
。

这样我们证明了
,

若犷 1 、犷:〔口
一 ‘〔f

,

(
s 一

)犷 + a (
: 一

) ]( L
,

L ip se h it z 条件成立

}B I(犷
2

)一B ;
(犷

;
){( M }F

: 一犷:
}

若 犷1 、

犷
2

( g
一 ’〔l’(

s一
)犷+ a (

s 一

)〕> L
,

按上述类似的方法可证

}B
:
(犷

: 一B :
(V

:
) }簇 }犷

:
一犷 ,

l

对于 厂 :

翻
一 ‘〔j’(

“:

)犷
, + a (s

一

)〕簇L
,

犷
:

翻
一 ‘〔j’(s

一

)厂
2 + a (

‘一
)〕> L 的 情 况

,

犷, 、

V
:

之间选取犷
朴满足条件

:

口
一

生j’(
s

_
_

)厂
铃十 a (

s 一

)〕= L
一 ’

再注意到 B l
(F勺 = B

:

(犷勺
,

于是有

(5
.

7 )

(5
.

8 )

我 们 在
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}B (犷
,
)一 B (犷

2

) !簇 }B (厂
1
)一 B (犷

关
) !十 }B (犷

关
)一B (U

Z

) 1

二 }B
,
(F

l
)一B l

(犷
铸
) }+ }B

Z

(F
关
)一 B

:

(犷
:

) }( M l犷
; 一 丫朴 }

十 M l扩
开一 厂

2

{( M }犷
; 一 犷

2

}

这样
,

我们证明了方(厂)的 Li psc hi t z 连续性
.

若用L
、

K 表示F (厂
,

t) 的L IPs c hi tz 系数
,

亦即

}F (犷
2 ,

t )一F (厂
1 ,

t) }落L !犷
2
一厂1

}

}F (犷
,

t: )一F (犷
,

t ,
) {簇K !t

Z
一 t ,

}
.

由常微分方程的定性理胃
, 。’,

.

再次得知初值问题(2
·

2 0 “)
、

(2
·

20b )的解存在且唯一
题 (2

.

la )~ (2
.

lf) 的解存在且唯一
。

定义误差函数
“‘= U (t

‘
)一 厂

”

(t
‘
)

由常微分方程数值解法理论仁‘“’, 二可得下述误差估计式

(5
.

9 )

(5
.

1 0 a
)

(5
.

1 0 b )

从而问

(5
.

1 1 )

_

么t 八
,

K 、
, 二 二 _ 、

。
‘

!“‘I乓
一

厄一又jVj 十
一

万
一

少(
““ ‘

一 ‘) = 比
‘ 沙二‘

,
“

,

⋯
, ” (5

.

12 )

此处M二 n la X

0( ‘喊犷
{F〔V (t)

,

才〕}
,

C为正常数
.

对于连续变量的情况
,

考虑误羞函数
.

:
(t)二犷(才)一犷

”

(t) (0簇 t《T )

注意到对于任意的 才,

均存在区间口
, ,

才, 十 :〕
,

使得勺《 t簇 t , 十 1 ,

于是我们有下述估计

{
。
(才) }二 {配(t)一矿

。

(才)1簇 }U (t)一 厂(t
,
) {+ }V (t

,
)一犷

”

(t
,
)1

+ 1厂
”

(t
,

)一 扩
”

(矛) }

由于

{犷(t )一 犷(t
夕
) }簇M (才一 t ,

)簇M△t

{歹
尸

(t , )一 犷
”

(t
,
) }= }

。,
}( C△t

}厂
”

(t
J
)一 犷

”

(才) }( }犷
“

(t
,
)一 犷

”

(才
, 十 ,

) }簇 }犷
”

(才
,
)一 犷(t

,
){

+ 1犷(t
J
)一犷(t

, 十 ,
){+ }犷(t , + : )一厂

”

(t
, 十 ,

) !

= !
。,
!+ {

:

川 }+ }犷(t , )一配(t
, 十 ,

) }( ZC△t+ M△t

于是最后可得误差估计式

{
。
(t) !( 3C△t + ZM△t二 (3C + ZM)△t

稳定性分析是这样的
,

考虑

U ‘, : == U ‘+ F (U
‘,

t‘)△t‘

犷‘十 , “ V 。+ F (犷
‘,

t‘)△t‘

令自 = U ‘一 V ‘,

我们有
「

}
e ‘
1簇

e 乙r
!
e 。

}

当 i△才簇T
,

这 结果表明此格式是稳定的
.

下面是关于护 (二
,

t)
、

P
”

(“
,

t) 的收敛性分析
.

注意到 :
(x

,

t )
、

护(二
,

t) 的表达式
,

有

(5
、

1 3 )

(5
.

1 4 )

(5
.

1 5)

·
(X

,

‘)一(X
,

‘)一l{:
。(, )A (、)“

,

厂(‘)〕一 {{:
。(! )A (二)“

,

犷
·

(, )〕
当A to o你J

‘

,
厂

”

(t)一致收敛于犷(t ) (0簇 t簇T )
.

注意到 Bu e kle y一L e v e r ett问题解
s
(日

,

厂)的

表达式 (2
.

r 4 a )
、

(2
.

1 4 b )
、

(2
.

15 a )
、

(2
.

1 5 b )以及相应的性质
,

可得s “

(
, ,

才)均方收敛于
s
(二

,

t)
,
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亦即

}⋯
: ·

(x
,

, )一
:
(
二 ,

‘) -

一
> O

L Z
([0

,

L 〕) x L z(〔0
,

7
’

〕)
(A to o ) (5

.

1 6 )

注意到当△t , D时
,

F〔厂
,

(t)
,

才〕

一凡犷(t)
,

t〕= Q (t)(o戒 t成T ) ; x , ”

(t)= 口
一 ’

{亡〔犷
”

(t )〕卜
一致

一
, 了(t) = 见

一 ’{亡〔犷(t)〕} (0《 t ( T )
,

P
”

(二
,

t)
一

P (,
,

t)
一致

由P叹
二 ,

t)的表达式 (4
.

6 )
、

(4
.

7a )
、

(4
.

7 b )
,

立即了,

l
一

得

(o簇
戈簇L ; o《 t簇T )

�
汁+

, 。、 , )一九、, ) 一。、, )
买

、

弃洲斌
众

忘奋城叉幻〕

月口 了
’

儿
, 。

价〔二
,

、

分)〕
: 件 脚

。‘ 一

二

(0 ( 戈( 二 , ) (5
.

1 7 a )

, (%
,

, ) 一 ,
,

( , ) + o (‘) I‘ 边“, k (二){
d 劣

寿
r 。〔盆(劣

,

t )」

娜。

,

k
, 。
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结 论

1
. ’

本文总结了工程上广泛应角的求解二相二维渗流问题的不变流管近似方法
,

全面考

察了其核心部份即在给定两端的压力时一维刚性变截面 流管币的二相驱替问题
.

2
.

本文证明了上述一维流管问题的鲜的存在唯一性
,

并给出了准确解
,

从而对不变流

管近似解法作了改进
。

3
.

本文还给出了该一维流管问题的数值解及其收敛性和稳定性分析
.

由于这一数值解

法与流行的 3 小poc 方法和 H ig g ins
一L e i g h to n 方法在实质上是一致的

,

因而同时为它们提供

了理论基础
。
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