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摘 要

从广义 函数论出发
,

本文引入一特殊广义函数韶 , ,

通过它以及它的各阶导数建立了任一足够
光滑函数的各阶导数的边界积分方程

.

对于由线性偏微分算子定义的问题
,

只 要 存在着相应的基

本解
,

问题的偏微分方程总可转换成边界积分方程
.

近年来边界元法在工程中得到越来越广泛的重视
.

边界元法以边界积分方程为基础
,

因

此为了用边界元法求解物理问题
,

首先要将问题的偏微分方程转 化 为 积 分 方 程
。

在 这 方

面 Be tti 于 1 57 3 年建立了著名的 B e tti 互等定理
,

其 后 1 8 8 6 年 S o m ig lia n a
得 到了通 常 所

说的 S o m ig lia n a 恒等式
.

介绍它们的近代文献可见 〔1〕~ 〔3〕
.

1 9 0 6 年 F r e d h o lm ‘们 将势论

问题中的积分方程法应用到弹性理论的边值问题之中
,

有关 它的现代文 献 可 见 〔5〕~ 〔6〕
.

Mus khe lis hi vi h ’7 ’,

M ik hl in , 色’和其 它研究人员利用复变函数建立了平面弹性力学问题的奇

异积分方程
。

现在大部分边界元法研究人员用加权余量法和互等定理来建立边界积分方程
。

但是这些方法有时会导致物理上和数学上都无法正确解释的发散奇异积分
。

本文将从广义函

数论出发来建立边界积分方程
,

结果表明现行方法的缺点可以得到克服
.

一
、

广义函数 加
P

取 C尹(R
”

)为广义函数的试函数空间
〔。’,

(f
, ·

)代表一个 由广义函数 f 定义的泛函关系
.

对任一 甲〔C了(R 吟
,

(f
,

甲 )是一实或复数
.

在绝大多数边界元法的文献中
,

创劝 函 数被解释

为常义函数的极限
.

但若假定
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广义函数理论告诉我们

(口
“d (二 )

,

甲(x ))= (一 1 )
“口“甲(0 ) m 》 o

该方程仅当创 x) 函 数 为广义函数时方能得到合适的解释
.

(1
.

3 )

这就启发我们从广义函数论来建

苦 陈至达推荐
.

本文是研究生彭晓林博士论文的部分内容
,

指导教师为何广乾高级工程师
.
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立边界元法的边界积分方程
。

为此定义一个特殊的广义函数 占外
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尸〔口
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.
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,
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,
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,
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: ,
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,
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。
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。一 1 维单位球面的面积

本文中 ( )
, 。

= 创 )/口‘
,

并且采用了重复相乘指标求和的简写约定
。
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.

6) 中 a 从 1 到 n求

和
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的积分方程表达式
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。
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,
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,
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,
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.
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上式中 厂
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是将半径从
。
扩张到 1 时 厂

。

所占的相应点集
,

其面积为H
.
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夕== 夕(g
: ,

y : ,

⋯
,

g 。

)

户 g = %一尸

在(2
.

6 )中让
。, O 并代回到 (2

.

4 )式中
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.
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引理一得证
。

从引理一可从证明

定理一 设口是 R
”

中的一个区域
,

其边界 厂由逐段光滑的超曲面组成
.

对任一 由(1
.

7)

式定义的{N
。

}
。

和任一 甲〔C岁(R
”

)
,

广义函数 胡
,
有如下的积分表达式

(、
, ,
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.
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厂
,

是中心在P 点
,

半径为
￡的超球面在 厂 上截割出的部份

.

为了便于证明定理一
,

设G 是球心在尸点半径为
￡ 的小球域与口的交

,

厂。 是G 的边界并

令 厂
。 ,

= 厂。一厂
。 .

在二维时 (见图 1 ) 当P点位于边界上的

尸 产 时 -

厂
.

= 厂 , 。 , ; 厂。= 厂 , 。 , 。 , ; 厂 0 .

= 厂 B 。 ,
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,
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.
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.
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1 7 b )
、
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.
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,
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,
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.
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。
,

, 。
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J声 J 口
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定理一证毕
.

我们知道一个广义函数可以 有 多 种 积分表达式
,

它们每一形 式一般仅对某一问题很适

合
.

例如若设L 为一线性偏微分算子
,

对如下的定解方程

L [ 甲(x )J二 f(x ) (2
.

2 0 )

虽然可以从定理一构造出 甲(劝 的积分方程
,

但是 (2
.

的 式中存在的包含未知函 数的面积分却

使实际应用很不经济
.

但只要存在着适当的基本解
,

下面的定理可以克服这一困难
。

为此首

先定义 L的伴随算子 L奋和双线性形式L
产

〔
· ,
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上式中
“ , 。 是两个充分光滑的函数

,

定理二 设L是一线性偏微分算子
,
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, ,
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.
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。
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从定理二很容易得到(2
.

2 0) 式给定的待求函数 甲 的边界积分方程

e 。, (尸)== 一 (
。 :

‘

〔二, ,

* 〕Jr + { : ,

jd 。

J I J 口

(2
.

3 0 )

这时面积分项为已知积分
。

(2
.

3 0) 为单个微分算子定解问题的边界积分方程
,

现在让我们转而讨论 由偏微分方程组

L ‘,
(切, )== f

‘,

i= l
,

2
,

⋯
,

m ; j从 1~ m 重指标求和 (2
.

3 1)

定义的定解问题转化为积分方程组的问题
.

(2
.

3 1) 中 岛
,
(宕

,

j= 1
,

2
,

⋯
,

m )为 线性偏微分算

子
,

它们的伴随算子和双线性形式分别记为 L节, ,

L犷
, [.

,

门
,

我们定义 甲乳 (j
,

r 二 1
,

2
,

⋯
,

m )构成算子 L亨,
(

L萝
‘
(

,

j= 1
,

2
,

⋯
,

m )的基本解以致于

r == 1
,

2
户
⋯

,

m (2
.

3 2)
.江
护

诀走甲二

d f ,

)== 占
‘, ·

d (戈)

l
,

i== r

0
,

i年 r
(2

.

3 3 )

d‘
,

是所谓的 K r o n ee ke r
符号

.

类似于 (2
.

3 0) 的推导过程
,

容易得到

e 。*
,

(尸) = 一
_

【
_ : 了

*〔* ,
,
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,

, 。
(二 )〕、r (二 )

J J

+

I
。 * :

·
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(% ))d“(劣 ,
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.

3 4 )

三
、

广义函数 6e
P
的导数

为了叙述方便
,

在本小节中指标 m
,

m ‘
(‘= 1

,

2
,

⋯
, ”
)与求和约定无关

.

在很多问题中
,

仅有待求函数 自身的边界积分方程一般尚不足以实施边界元计算
,

因此

有必要研究待求函数的边界积分方程
,

在原则上

(。。
, ,

。·, )二 (
。 、

。”口。。州r 一 {、
。
。。 ,

, 。

、。

J I J 口
(3

.

1 )

建立了由(1
.

3 )式定义的导数的积分方程
,

但上式中引人了 m 十 l 阶导数 a “中
, 。 ,

而这对数值

计算十分不利
.

从另一方面
,

广义函数论告诉我们
,

任 一 广 义 函数的任意阶导数存在且对

dop
有
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丫
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.

5 )
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‘do , ,
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, ,
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。 :
))= (。
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二 (乃口
p ,

(一 l), a 价中 ,
)== (口

饥60 , ,

甲,

)

上式启发我们推测 d “韶 , 的可能泛函数形式为

(。
·。e, ,

, )一 {
_ a tn二

。n 。

币扩 一
{

_

。。、
。

币
, 。

、。

J I J 甘

(3
.

6 )

切= 甲一甲。 2

下面的定理三证实了(3
.

6 )
、

十几 x7l 护
’ ·

。

岔琳
(3

.

7 )的正确性并给出了马 与C。 之间的关系

(3
.

7 )

。

在叙述定理前首

先给出一极易用归纳法证明的公式

。仍S
。
= f森

: 二 : ⋯ ,
。

(
n , , n : ,

⋯
, n ,

)/ r
’ ‘ ’ 一 ‘,

a = l
,

2
,

⋯
, n

na = ‘ /r
,

a = 1
,

2
,

⋯
, n

(3
.

8 )

(3
.

9 )

定理三 广义函数 a“胡 ,
有(3

.

6 )
、

(3
.

7 )式给定的积分表达式
,

只要

几 一 (一 1 )
。

‘/[ 怒乡
‘。

丝

靛群硫
、

.
‘

,
。 ”

产〕 (3
.
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在(3
.

6) 中
,

N
。
= N

。

(x 一尸)
,

边果 厂上的积分与(2
.

10) 相似
.

区域积分蛛下式理解

{
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G 的意义同定理一
证 类似于定理一的证明易证

{
。·、冲

, 。
‘。 一 {

。 。 。。、
。n 。

币J厂 一
{

。。(、
。 , 。

)场d。

J 曰 一G J l 一 1 ‘ J 口 一 口

(3
.

1 2 )

N
。 , 。

= O 在口一G 内

厂一r G = r 一厂
。
一r G ,

在 (3
.

12 )式两边让
。, 0 可推出

} (3
.

1 3 )

(
_ 。·二

。 n 。

币二 一 (。
。、

。

币
, 。
。。一 lim {

。 。。、
。 , 。

币二
J I J 口 - - 》 0 泛 J C 去

(3
.

1 4 )

并且上式中的区域积分
、

边果积分分别由(3
.

1 1 )
、

(2
.

10) 式的形式定义
。

1im {
_ 。。、

。 n 。

场扩 = lim (
。 。。s

。

叻扩
: 一》 0 J I ‘ e a es ) OJ , G ‘

(3
.

1 5 )

则从(3
.

6) 式知 (3
.

血 )的右边必须等于 (一 1 )‘C
口。协以尸)

.

因此必须有

(一 1)
“

几口
仍甲(P )=

在 戈二尸点邻域将 中(幻展成泰勒级数
,

lim (
_ 。。s

。n 。

币扩
a we ) OJ I ( 召

贝}」

(3
.

1 6 )

厉= 场 登州畔
m I

口, 切(P )
口心

,
⋯ a畔

·
+ o

(
。” 十 ‘

) (3
.

1 7)

将 (3. 17 )代入式 (3
,

16) 中发现几 必须且只须为

D 。一 (一 1 )。汤 / flim 仁
”,

1

/ L 一争 0 J I G 。

⋯ n :
”

m !

f爪
: ⋯

r ”一 1
里工na d r (3

.

1 8 )

因此最终我们得到

汤口“甲(P )
一

乡
”。N

·

(二一 p ), ·

‘X , , ‘二
,

p , d r ‘X ,

一

I沪
。N

·

‘! 一 p , , “
,

p ,
, ·
d“‘

二
, (3

.

19 )

这就证明了定理三
。

另外类似于 (2
.

30 )式的证明
,

(。
‘60 , ,

甲)也可表达为如下的形式



广义 函数法边界积分方程的建立

(a
o j。, ,

, )一 f
。 : ‘〔a , 二二 ,

币〕二 +
‘

f
。。: 二(币)J。

J I J 口

50 3

(3
.

2 0 )

四
、

弯曲板的边界积分方程 (直接法 )

假定一板所占的区域为 口
,

其边界为 r
,

厂 是光滑的
。

由上面几节建立的理论可以得到

下面二个用于直接边界元法的边界积分方程

e 。 , (尸) 二T
。, . 、。 +

’

f
_ 〔叨. :

。

+ 。忿对
。
一
、 : 一 ,

。

。: 〕扩
J 口 J l

(4
.

1)

e 。。
,

(尸) =
’

{
。。: J。 +

’

仁〔材:
”
。 + 材 :

,

。
,
一 。: 犷

”
一。:

。

、
。

〕Jr

J 口 J l

场 = 切 (戈
,

夕)一叨 (P)

这里所有带星号函数是已知函数并且 犷言
,

当 r、 o 时具有 1 / r
“

的奇 异 性
.

口
” ,

M
, ,

界r 上的函数
, 脚 是定义在 口 + 厂 上

。

(4
.

2 )

(4
.

3 )

厂
。

是边

许多文献得到过类似于 (4
.

2) 的方程
,

但那儿的 汤 被 。 代替
,

这是不恰当的
,

因为在这

种情况下
,

犷竺
。

将会导致 1 / r
么
不可积的奇异积分

.
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