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摘 要

本文是文 【1〕的继续
.

在文 【l] 中我们应用 Di r ac
一Pau h 表象的复变函数理论并 引入 K al uz a

“

鬼
”

坐标
,

将不可压缩粘流动力学 的 N av ier
一Sto kes 方程化成只有一对复未知函数的非 线性方

程
.

在本文中
,

我们将除时间之外的复自变量进行重新组合
,

从而成对地减少了复自变量的数目
.

最后
,

我们将 N a v ie r一 S to k e s 方程化成经典的B u r g e r s 方程
.

联结B u r g e r s方程与扩散方程的C o le -

H oP f变换实际上是B如k lu nd 变换
,

而扩散方程众所周知是具有通解的
.

于是
,

我们利用B段ck lull d

变换求得 了 N a vi er
一Sto kes 方程的精确解

.

一
、

HlJ 舀

在文〔1〕中
,

我们摒弃了传统的四元数理论
,

建立了D ira 。~ Pa ul i表象的复变函数理论
,

从而使多元的N a vi e r
(1 82 2 )

一Sto k e s
(1 8 4 5 )方程成为只有一对复未知函数的非线性方程

.

实际

上
,

似乎是 S y lve
s te r 〔“’,

早就发现传统的四元数理论中的四个元
,

分别与Pa ul i矩阵和 2 x Z

单位矩阵有关
.

后来
,

A
.

S
.

E d di n g to n[
“’
(1 9 4e) 又发现这四个元可 以用四 个 4 x 4 矩阵来表

示
.

我们现在知道
,

E ddi n g to n 的这四个4 x 4矩阵
,

同样与D ira c矩阵
〔‘一”’

有关
.

S y lv e ste r 和 E d d in g to n 的发现并没有引起足够的重视
,

l匆而在 C a y le y 一K le in 〔。 一
7 〕以及

E Pa
H e 双 一

山
二。 : 二 e B c 二 二 鱼〔8 〕的工作中

,

只能取得有限的成果
,

现在
,

由于我们建立了D ira c -

P a ul i表象的复变函数理论
,

使得我们有可能用它来方便地解决实际的力学或物 理问题
。

求解不可压缩粘流动力学的 N a v ie卜St
o k es 方程是流体力学的中心问题

〔。’.

这组方程同

时又控制着湍流的瞬时运动
〔‘, “ ‘“’,

因而具有格外重要的意义
.

可惜的是
,

N a vi e
卜Sto ke s 方

程的通解至今没有被人找到
.

在通常的教科书中
,

只给出了某些具体流动问题的特解 (或简

单精确解)
·

本文试图在求解 N a vi e r一S to k es 方程的 (一般) 精确解的问题上作抛砖引玉之举
。

由于

我们 已经有了文〔1〕的基础
,

这种打算有可能实现
·

由文〔1〕
,

在引入K a luz
a “

鬼
”

坐标后
,

井

钱伟长推荐
.
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我们
一

可以写 出N a城 e r 一Sto ke s 方程在 D ir a 。一Pa u li 表象的复变函数理论中的形式为
:

念
+

毅
一 ”

留
+

(碟
。 + 。

蟾
。

)
、

一吞
a么

口z ‘口牙*

(1
.

1 )

(i
,

寿= 1
,

2 )

及其共扼方程
.

式中
,
为粘性系数 , : 。和 牙。 (k = 1

,

2) 为两对互为复共扼的空间坐标 ; 协和取

(k = 1
,

2 )为两对互为复共扼的流体速度分量
.

在 文〔1 〕中我们已将上述 N a vi e r一 S to k e s 方程化成只有一对互相共扼的复未知 函 数的非

线性方程
,

但是除时间 t 之外的复自变量的数 目却有两对
.

因此我们首先遇到的问 题是自变

量的数 目太多
.

在本文中
,

我们先将两对互相共扼的复自变量组合成一对复 自变量
,

然后依

此将方程化为只有一个实未知函数的非线性方程
.

接着
,

我们又将除时间 t 之 外的那一对互

相共扼的复自变量组合成一个实自变量
,

使方程呈最简形 式
.

这种将 自变量重新组合的方式

并非必要条件
,

因而由此得到的解仅仅是精确解
,

而不是通解
.

但是
,

本文得到的精确解由

于没有使用初
一边值条件

,

它具有广泛的适用性
.

本文将N a v ie r 一S to ke s方程最终简化为经典的Bu r g e r s方程
.

众所周知
,

M
.

J
.

L ig h th ill“们

曾将一维理想气体方程近似为B ur g e r s方程
.

他的结果是摄动解
,

而不是精确解
.

但是他的结

果可以与本文的结果互相映辉
.

由于 Bur g er s 方程经由 C ol e 一H o p f变换即实际上的 B勘k lu n d 变 换 可 以 化 为 扩 散 方

程 〔’5 一‘6 〕,

因此N a v ie r一S t o k e s方程的精确解可由扩散方程的通解经由B盆e k lu n d 变换得到
.

本文中对R ey
n ol ds 数没有作特别的限制

.

本文中凡重复指标按E ins te in 约定求和
.

二
、

N a v ie r
一
sto k e s方程的再次简化

在文〔1〕中
,

我们应用 D ira 。一Pa u li表象的复变函数理论并引入 K al u z a “

鬼
”

坐标
,

将

N a vi e r 一st o
ke

s 方程化归为只有一对复未知函数劝和证的非线性方程
,

即

/ 。 。 二 。2

\ a Z ‘

_ a f a势 /

、 沂 一
‘ “

。: 。a : 。 / 百牙i西牙
‘甲一 a , 、L

一

azl 、

口2

劝
a 之:口之* )

一

黝
一

。

裂
‘

)〕
+ 旦「

一

梦亡
一

旦馋
一

、一 严 (
0 2 ‘ L O之一 \ 口宫: 口z * / a z : \

口么劝
口汀id之血

(2
.

1 )
, .盈.J、矛、Z

式中劝为
“

流函数
” , “ ,

= 。功闰
: 2 , 。2

= 一 d吵闰
二: ;

乒是叻的复共扼
.

在方程(2
.

1) 式中
,

复未知函数
,

即劝和杯
,

只有一对
,

但是除时间 t之外的复 自变量 (即

舟和 几 伪= 1
,

2 ))的数 目却有两对
; 因此有条件将此两对复自变量组合成一对复 自变量

,

而

不失其一般性
.

重新组合复自变量的唯一原则
,

是保持方程 (2
.

1) 式的基本形式不变
.

这种将

自变量重新组合的方法
,

与波动方程的 d
‘
A le m be r t解具有某些相似之处

.

多维的波动方程和

扩散方程
,

都面临着同样的问题
.

这种自变量的重新组合
,

是充分的
,

但不必要
.

研究表明
,

要保持方程 (2
.

1) 式基本形式不变的这种重新组合是
:

, = “ :
+ ‘牙

:

(2
.

2 )

同时有
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歹= 万
:一 ‘礼

对照文〔1〕的 (2
.

1 7) 式
,

可知 (2
.

2 )式和 (2
.

3 )式不失一般性
.

由全微分条件
,

我们有

5 15

(2
.

3 )

髦
一 ‘

,

怨一
‘

(2
.

4 )

由此可得

口2

口之‘口牙‘

a
2

口夕口歹
(k = l

,

2 ) (2
.

5 )

将 (2
.

4 )式和(2
.

5 )式代入 (2
.

1 )式
,

我们有

2

(暴
一4v

)
口2

口夕口歹

[aa#
(, + 杯)

飘
一 ‘

晶 (沪+ 访)
a么

r

l
�

,夕a山
。

.一一夕

‘a
一如
、

,

‘�a

r...L
�

一夕
一a一

弓夕

一

, 且.皿」

一

十‘

晶
一

[
一

易
“十裤, 口

,
.

,
、

万万 (叻+ 势 )
。夕

〕 (2
.

6 )

将方程 (2
.

6) 式与其复共辆方程相加
,

并令

甲= 功+ 访

我们得到只有一个实未知函数甲的非线性方程
:

( 2
.

7 )

日2

一 4 V 二

一口g o y
)盅

一 ‘

(韶 、边/ 口封云 ( 2
.

8 )
a
一

叮鱼即一

日如夕毋

我们注意到
,

由于 (2
.

7) 式
,

切是实未知函数
.

方程 ( 2
.

8) 式与不可压 缩平面流动或轴对称流动

的流函数方程十分相似
。

如果方程 (2
.

8 )式的解已经求得
,

则由 (2
.

6) 式
,

即由

2

(二
一 4v

+ ‘

(

口么

d g a歹

口2 甲

口歹
2

)
aZ
叻 口甲

a g 口歹
2 才

a g

_

a _ a沪 a _ _

、护叻
_

口g 口以 口歹 / 口g 口g

d一a了毛、了
.

口2

ag

口2切

一雨
“

aZ

劝
a歹

2 ) ( 2
.

9 )

r

势忍

可以求得复未知函数砂
.

我们注意到
,

在甲成为已知函数的前提下
.

方程 ( 2
.

的式是线性方程
·

从而
,

我们有

定理 1 N a vi er 一 S to ke
s 方程的精确解

,

可 以 由线性方程 (2
,

的式求得
.

其中 切满足非线

性方程 ( 2
.

5) 式
,

并且复自变量 由 (2
.

2 )式和 ( 2
.

3 ) 式给 出
.

整个问题现在成为求解只有一个实未知函数甲的非线性方程 ( 2
.

5) 式
.

三
、

N a v i e r 一 s t o k e s方程的精确解

考察一下方程 ( 2
.

5) 式
,

我们发现它是由互相复共扼的两个方程相加而成的
.

这两个方程

中的一个是
:

气.1
‘

J2、.夕Z,
�

一y
口丫
�

口
广一夕a�卜从
‘,

(一口d一arseesL/ O
t 一
万

一 -

一 4 V

\ o r

- ,

里 、
口夕口歹 /

a
Z
沪

口夕a歹
2 ‘

甲
_

旦
_ _

( - 里望
-

歹 日夕 \ 口刀口歹
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, ‘

I
J、、君7/ a

砚 、
一 4 公

\ o r

0
z

口夕口歹 瓶
一 2 ‘

尔瓢
a Z切

a夕口歹
(3

.

1)

另一个是 (3
.

1) 式的复共辘方程
.

在将方程(2
.

5) 式拆成(3
.

1) 式和它的共辆方程的时候
,

我们

注意到了 (2
.

7 )式
,

即甲为实函数
.

(3
.

1) 式又可写成 (充分条件 )
:

/ a
I 。 ‘

一 4 V

\ o r

a艺

口夕口歹)穷
一 2 ‘

舞(
一

磊 ) (3
.

2 )

‘一

北 (
同时有 毋一

黔 (3
.

3 )

则(3
.

2 )式成为

(暴
一4 · 。

:;
,
)
。一

2“

爵 (3
.

4 )

在方程(3
.

4 )式中
,

复未知函数功只有一个
,

但是除时间 t 之外的复自变量 (即 , 和歹) 的

数目却有两个
.

因此有条件将此两个复自变量组合成一个实自变量
,

而不失其一般性
.

重新

组合复自变量的唯一原则
,

依然是保持方程 (3
.

4 ) 式的基本形式不变
.

这种自变量的重新组

合
,

同样是充分的
,

但不必要
.

研究表明
,

要保持方程 (3
.

4 )式基本形式不变的这种重新组合是
:

三= g + 歹

对照文〔1〕中的 (2
.

1 7)式
,

自变量
.

由全微分条件
,

我们有

a雪
a g

可知 (3
.

5 )式不失一般性
。

并且我们还应注意到

(3
.

5 )

君是一个实

(3
.

6 )

由此可得

a Z a Z

a夕a歹 = a护

将(3
.

6 )式和 (3
.

7 )代入 (3
.

4 )式
,

我们有经典的B u r g e r s 方程

(3
.

7 )

口功
功
一
屯

a场
一 4 V 一不王, ,

= U
O 自

- (3
.

8 )

由于 Bu r g e r s 方程 (2
.

5 )式可 以通过 C o le 一H o p f变换

,

二 1 口阴
毋= 4 即面

一

百占 (3
.

9 )

与扩散方程

(3
.

1 0 )
场

�

扩a口
V

J任

一一
田一扮h
一a日
�
户

‘

相联系
,

因此B ur g e r s方程 ( 3
.

5) 式是可以精确求解的
.

由于文〔1〕
、

〔1 7〕和本文的结果
,

我们

可将扩散方程 ( 3
.

1 0) 式称作为不可压缩粘流动力学的学科方程
,

实际上
, C O le 一H “Pf 变换 (3

.

9 )式也可写成
t‘”,
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D ir ac

一 Pau h 表象的复变函数理论及其在流体力学中的应用 (I) 5 2 1

口田 i
,

口阴 /
.

口功 1
,

八

雌 = 一 4 , 势切
,

丽 二、一
’ 。占一 4 , ,

一

)功
(3

.

1 1 )

而 (3
.

n )式可以认为是B注c k lu n d变换
。

从而
,

我们又有

定理 2 不可压缩粘流动力学N a vi e r一 Sto k e s方程的精确解
,

可以 由线性方程

_

旦
2

_

、
口夕口歹 /

aZ

劝

口夕a歹

一 2 ‘

(‘
一

晶
一‘

剔磊
a

2

哪如
一 ) (3

.

1 2 )丫犷

瓮
十 2 *。
翼

一 4l)

馨
一。

(3
.

1 3 )

及其共扼方程求得
。

其中

夕= : : + i牙
2 ,

歹= 牙
;
一‘:

: ,

舀= , + 歹 (3
.

1 4 )

由于 B u r g e r s 方程的精确解与扩散方程的通解由C ol e 一H o
Pf 变换相联系

,

因此N a vi e r一 S to ke s

方程的精确解可以由扩散方程

口田

击 =

的通解和 B且e k lu n d 变换

口舀
(3

.

1 5 )

口切 ‘
,

口功 /
,

口功 1
,

八
_

叱 “一 4示功叨
,

盯 ’火一
’ 一

百占一飞
, 毋

一

)功 (3
.

1 6)

而最终求得
。

定理 2 所提供的 B欲 kl u n d 变换暗示着可用逆散射变换来求 解 N a vi er 一 S to kes 方程
.

这

样一来
,

求解 N a vi e卜St o
ke

s 方程精确解的问题又与量子本征值问题联系起来
·
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