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摘 要

作者在文〔71中提出轴对称壳任意大挠度问题的一阶微分方程组和以载荷变量为尺度的变特征

无量纲化方法
.

在此基础上
,

本文选取挠角非线性偏差的加权均方根作摄动参数
,

给出该问题的

无量纲摄动微分方程组
.

从而把非线性问题转化为 n 个线性问题来解决
.

本文采用数值积分的初

参数方法对摄动后的各阶线性问题进行了计算
.

摄动结果与实验川相符合
.

一
、

引 言

以线性解析解为基础的摄动法曾经对解决非线性板壳问题发挥过积极作 用
『’~s ’.

随着电

子计算机的发展
,

涌现出很多有效的数值方法
。

例如对轴对称壳的线性问题
,

R
.

F
.

D re s sle r

等’‘’
(1 9 5 7 ) 用 R u n g e一K u tta 法计算了波纹膜片

,

作者 〔6 ’
(1 9 8 2 )用 G ill方 法 计 算了波 纹

管
.

本文试图把摄动法和数值积分的初参数法结合
,

解决轴对称壳任意大挠度问题
.

文中选

用整体坐标
,

以径向
、

轴向位移
“ , 功 ,

子午线切线转角 x ,

径向内力 H 和经向弯 矩 M
,
为

状态变量
,

取无量纲挠角非线性偏差的加权均方根作摄动参数
,

把文〔7 〕中提出的一阶非线

性微分方程组展开
,

得到几个线性方程组
.

进而在其子午线具有曲率突变和切向突变的旋转

壳上
,

用 G il l方法 【。’沿子午线连续进行数值积分
。

由 于 采用了以 载荷参数为尺度的变特征

无量纲化方法
,

扩大了摄 动解的有效范围
,

得到和实验相符合的结果
.

二
、

无量纲摄动微分方程

作者在 文〔7 〕给出轴对称壳任意大挠度问题的一阶微分方程组

支斋一
甲 + 。。 S甲一 c 。’甲。

(2
.

1 )

‘

钱伟长推荐
.

本文是在钱伟长教授的指导下完成的
.
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功 描述各变量沿旋转壳母线分布规律 M
,

经 向弯矩

的基本参数 E
, v
杨氏模量和泊松比

r 变形前壳体中面上一点的径向坐标 t 壳体厚度

甲。

变形前壳体中面法线与 旋 转 轴 夹
r : , r :

壳体中面主 曲率半径

角
,

也叫余纬度角 山 子午线微弧元

甲 变形后余纬度角 尸苦 壳体内缘或中心承受的轴向集中
“

,

切 径向
、

轴向位移 载荷

x 子午线切线转角
, x = 甲一甲

。 q 补 壳壁承受的法向均布压力

首先选取统一的载荷参数 可
,

使复合载荷依单一参数按比例变化
,

作为计算中 的加载途

径
,

丁= m a x
19气 P 价

/ 0
.

2 5兀D
Z

{ (2
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其中 D 为旋转壳外径
.

采用作者文 〔7 〕提出的以载荷参数为尺度的变特征无量纲化方法
,

引入下列无量 纲 变

量
:

尸二尸关
/ 2汀了D

么 ,

h== t/ t : ,

Z = x /刀
,

Q 二 g 关/ 2了
,

X = 可四
,

刀= 了D /E fl

Y = w /四
T = H /了刀eP

M = M刃
了代

12 (1 一
v 名

)
’

= 。,
/刀

,

= r
/D

,

d l= d :
/D

,

f = (
sin 卿一 s in 沪。)/刀

,

其中 t ; 为壳体的名义厚度或平均厚度
.

a = A / D

夕= (
。0 5甲一 e o s甲。

)/刀
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代入(2
.

1~ 2
.

5 )式
,

得到轴对称壳任意大挠度问题的无量纲微分方程组
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= 一M / hs 一
v
了/ p + , e

一

{
一T c o s* 一 ZQ o s‘n 沪 +

(2
.

8 )

(2
.

9 )

h

1 一 ,

(2
.

1 0 )

〔, ·+ (卜
。 )X / 。+ , ; 2

“
2

了/ p 〕}/
p ‘2川

= 一 {(1 一
v
)M + hs〔(1 一

v Z

)f/ p + ? (X / p + v e
)〕}

e o s切/ 户

dX即dY�即dz即叮{dM即
1al一a1a1ala

1一沪
_ ,

. ,

。
, .

。
、 -

一
一

二落
~

一Ll sl n 甲一 t厂 / p 十叼户 ) c o s甲J
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边界条件为

x = 戈
, Y = 夕

, z = 玄 在已知位移边界上

T = 全
,

M = 丽 在已知外力边界上

我们选取无量纲挠角非线性偏差的加权均方根作为摄动参数
〔’
一

I
。
‘Z 一Z 。

,
: p l
一“‘

其中 Z ”是当 刀。 0 时方程 (2
.

7 ~ 2
.

12 )线性简化解的无量纲挠角 (参看文〔7 〕)

1 im Z = 2 0

声- ) 0

无量纲状态变量和无量纲载荷参数可以依
‘ 的幂次展开

X 二丸 + 为。+ 凡 〔么+ ⋯

Y = 夕。+ , z‘+ 夕
2 。艺+ ⋯

Z = 2 。+ 介
‘
+ 几
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M == m o + m 一‘+ 伙
‘艺+ ⋯

口= 刀
。+ 刀

: 〔 + 几
‘2

+ ⋯

由 li rn 刀二 0 ,

可知 刀
。= 0

互今 0

变形后余纬度角的三角函数可以展开为
s i n 中二 s in (甲。+ 那) = : 。+ s , ‘+ s : 〔“+ ⋯

C o s甲 == c o s (甲。+ 朋 ) = c 。+ c , 、 + c : ‘2
+ ⋯

记 s = s i n 甲。, c == e o s甲。
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,

一

可把各微分方程摄动展开
.

按所含状态变量的阶次进行

分析
,

每一阶摄动展开式分解为三部分
:
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,
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,

除去 口
‘,

加顶标八
; 只 与 低阶载荷参数及

低阶状态变量有关的
,

加顶标一
;
零阶摄动展开式中不含状态变量的非齐次项

,

加顶标八和

下标
“
0
” 。

由 (2
.

7 ) 式
.

」
_

一
e = e 。+ e , ‘ + e : ‘2 + ⋯ (2

.

2 8 )

e0 = 苦
。
+ 氏

’

(2
.

2 9)
e : = 若: + 刀

:口 (2
.

3 0 )

e Z
== 若

2
+ 刀

2户+ ‘:

(2
.

3 1 )

其中

l一 v 么

h

c t‘一
v

(
义‘+ 丫娜Z

h
么e : ‘

)一
?拼2

仇‘

}/
。r之l

飞

一一
~e

‘Q
l

一
‘。, +

二
, 。2
”
’

一 / 2

}
‘。/ 。

1一 v Z 八

e0 = 一下一 叻s/ 。

。:
一 ,

,

{
1 一 v Z

h
‘。

1厂
2
一‘

。
犷 1

一
‘! , +

二邓
“”

’
一犷

3

}/
。

记 君= e c os 甲+ g

把方程 (2
.

8) 展开

(2
.

3 2 )

l d丸一

= 百
。+ 考

。

(2
.

3 3 )

= 歹
, + 刀

;
考

二歹
:
十几雪十石

:

(2
.

3 4 )

(2
.

3 5 )

一即鱼即匹即
一口1一仪l

�

口



摄动初参数法解轴对称壳几何非线性问题 537
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(! )

一歹
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顺序求解问题 ( 1 )
,

( I )
,

u ‘== {戈‘
, g ‘,

在 已知位移边界上

在已知外力边界上

( I )即可确定
z ‘, t‘, m . }, ‘== 0

,
1

, 2
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+ u l‘+ u : 。2
+ ⋯
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.

5 8 )
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在问题 ( 1 )
、

( I )
、

( I )中
,

顶标为~ 的项是同一阶次状态变量的线性齐次项
,

且各阶对应

项结构相同
。

顶标为八的项只含零阶状态变量
,

且问题 ( I )
、

( , )的对应项完全相同
.

下标

为 O 顶标为八的项不含状态变量
,

其意义为线性简化方程的无量纲载荷
.

由以上分析
,

知各阶状态变量 u ‘结构如下
:

u o
= u 。 (2

.

6 0 )

u , 一 ,
:

赞
。: 一风丫沐

。: 。

( 2
.

6 1 )

(2
.

6 2 )

其中丫
i
对于j一 1 , 2 结构相同

.

在了解各阶摄动解的结构以后
,

1
.

求解问题 ( I )
,

得 u 。

△口
i

2
.

求解下面问题 ( I 勺
,

得 u,

得到非线性问题的以下求解步骤
:

= 1
,

2

(2
.

6 5 )

( 1 .
)

蕊骥
一 :

, + 、

乙嵘
j
一。, + 。

去
一

“

篡
一 : , 十 :

含
一

蝶一
。

, 、。

(2
.

6 3 )

(2
.

6 4 )

(2
.

6 6 )

_

△夕
,

丝黑一于
, 十少

“W

( 2
.

6 7 )

胡
j △口

,

二 0
, 夕 = 0

, 2 = 0

△夕
,

== 0
, m == 0

在 已知位移边界上

在 已知外力边界上

(2
.

6 8 )

嘴2
.

6 , )

la峪
、

峪t

= 1
-



黄 黔

3
.

、一 1

/打o(约抽
一

d̂l
(2

.

7 0 )

4
.

求解下面问题 (I勺
,

得 叭
。

l d 戈
: 。

a d叻

l d 夕
2 。

a d劝

二百
: + 石

2

(2
.

7 1 )

= 厅2 + 叮 (2
.

7 2 )

= 若
: + 互

2

(2
.

7 3 )
,
2几幼丫偿

。

动a‘

(l
补
)

一

豁
一’

2 + 唇
2

赞
一梦

2
+ 梦

2

(2
.

7 4 )
lla

J .占a

戈2 0 = 0
, g : o == 0

, 之 2 0
= 0

t : o = 0
一 邢: o == 0

在已知位移边界上

在已知外力边界上

(2
.

7 5)

(2
.

7 6 )

(2
.

7 7 )

5
·

”
2

一J
。 ·,

一p ! 一d ,

汀
。 · ,

瞥
’ p !
一、‘

6
.

。一 。。+ 刀
,

丫
’ 。、 (几丫

’
+ 。2 。

)
〔2

+ ⋯

(2
.

7 8 )

(2
.

7 9 )

三
、

初 参 数 解 法

把线性问题 (1 )
,

(I勺
,

(工勺中的各阶状态变量统一记如
u ‘(势)= {x ‘,

, ‘, : ‘, t‘, m , }, i= 1 , 2 , 3

其一阶导数记为 。‘

(3
.

1 )

。‘(,
,
。‘)一{

d 义。 d 夕‘

d劝
’

d叻 努
,

一

踩
一

留
一

}
r ‘一 ‘

, 2
,3 (3

.

2 )

取旋转壳一侧边界作为数值积分的初始点
,

状态变量在具有曲率突变和切向突变的旋转

壳母线上处处连续
,

积分可以连贯地从一侧边界做到另一侧边界
.

状态变量在积分初始点的

值叫做初参数
,

记为 E , ,

在积分终点的值叫做终参数记为 T 。.

初参数中有一部分由给定的约束条件预先确定数值
,

可称之为确定初 参 数
,

记 为 E兮
,

、

其余的称为可变初参数记为 E了
。

可变初参数分三种情况
,

一种由整个问题 自然 确 定
,

没有

给出约束条件
。

第二种由弹性约束决定
,

约束与变形有关
.

第三种是连接条件决定
.

E 。= E夕+ E了 (3
.

3 )

E了= {a ‘: ,
a ‘2 ,

⋯
,
a ‘* } ,

(3
.

4 )

E甲二 {八
: ,

八
: ,

⋯
,

凤
: },

(3
.

5 )
* + l= 5 (3

.

6)
‘

在终参数中
,

一部分有约束条件
,

叫约束终参数
,

记为丫宁
,

其余的没有给出约束条件
,

由整个问题 自然确定
,

叫自然终参数记为 T仁 在约束终参数中也分三种情况
,

一种 的约 束

条件是给出具体确定值
,

第二种是弹性约束
,
第三种是连接条件试

几 。
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T ‘= T乍+ T下 (3
.

7)

T乍= {, ‘, ,

, ‘2
,

⋯
,

, ‘。 }r
(3

.

5 )

T誉= {占‘, ,

占‘
2 ,

⋯
,

d。
。

} ,
(3

.

9)

。 + n == 5 (3
.

1 0 )

边界条件全部给定了具体边界值的
,

我们称之为第一类问题
,

含弹性支承的
,

称为第二

类问题
,

有连接问题的称为第三类问题
。

下面以第一类问题为例
,

讨论问题的解法
。

第一类问题的提法是

D ‘二中
‘
(功

,
u ‘)

E ? = E于

T宁= 于乍

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

(3
.

1 3 )

其中中
‘可分解为线性齐次项币

‘ 和非齐次项币
,

若可变初参数的总数为 瓦
,

设定以下 寿+ 1 组初参数
:

犷

尸叶n
�-

0
,

⋯, ,l八U

�1�、卜,r才.、卜,r布
、

刀L1j.r‘矛��t矛.‘一-
.口�二嘴‘
‘二户J二眨

.B
·

。r.�Er,、
月

、

( 3
.

1 4 )

( 3
.

1 5 )

、..
夕、.户,上,自了

..、J产.、

1
,

O⋯ o }少
( 3

.

1 6 )
一一扬

D"犷‘EE
rZ
.

L
、

、.声‘
OJ

⋯
了.、

r E ? = { o}
(k + 1 ) 戈。f

““ = {o
,

o
,

⋯
,

l }, ( 3
.

1 7 )

取第

T乍
“ , T乍

S

取第

1 组初参数
,

对非齐次方程 (3
.

1 1) 做数值积分
,

可得 非齐次解 可 和 非齐次终参数

2一k + 1 组初参数
,

对下面齐次方程做数值积分
,

n卜币
‘
(功

,
u .
) ( 3

.

1 8 )

可得齐次解 组 岭
, ,

j= 1
,

2
,

⋯
,

汽和齐次终参数 T尹
了 ,

T扩
“ ,

j= 1
,

2
,

⋯
,

吞
.

则由

乙
。,

吓
“‘ + 钾

‘ = 补
了

(3
.

1 9 )

可以解出齐次解的系数
c , ,

j= 1
,

2
,

⋯
,

掩 各阶线性问题的解
,

也就是问题 ( I )
,

或 ( I ,)
,

或

( I ,) 的解
,

可由下式迭加得出
。

u ‘二乙
。, u
夕
‘
+ u拿

j

, 0
,

1
,

2 ( 3
.

2 0 )

对于第二
、

三类问题
,

只须把弹性约束
、

连接条件引入方程组 ( 3
.

19 )
,

即可确定各齐次

解的系数
,

而使线性问题得解
.

△月
,

以上解出 u 。, u (j== 1
,

2 ) , ”2 0 , 由 ( 2
.

6 0~ 2
.

6 2 )可给出 u 。, u : , u :
再由 (2

.

5 9 ) 式
,

把
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轴对称壳任意大挠度问题的全部状态变量解出
。

u = {X
,

Y
,

Z
,

T
,

M },

G 川 方法 ‘。’的积分公式为
u ‘(叻

。 十 :
)== 〔K : + (2 一斌 2

一

)K
: + (2 + 斌 玄)K

。+ K
‘

〕/ 6

其中 K , = △叻
·

D ,〔功
” ,

u ‘(劝
。

)〕

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )

K Z一。,
.

。‘「,
,

+
俘

一 ,
。‘(,

”

) +
吞

K :

1
L ‘ 白 J

, l

we
舀山K

、、.产
r

‘
3
一△,

·

叹
如 +

一

警
一

, 。。(,
。

卜必专
里K : +

(
斌落

1 一 二

K
‘
一△,

.

。‘「,
,
+ 八,

, 。‘(,
。

)一长乡
KZ +

(
1 +

个
一

)
K ,

1
L 乙 、 ‘ I -J

式中 △劝为积分步长
.

本文计算了美国国家标准局 N BS一 1 型波

纹膜片 (见图 l )
,

图 2 图 3 给出了计算结果

及与实验的比较
。

图 2中的虚线是实验曲线2肠

挠度点和原点连线的延长线
.

本文得到钱伟长教授的指导和关怀
,

作者

表示衷心的感谢
.
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r istie N o n d im e n sio n iz a tio n w ith a S e a le o f L o a d p a r a m e te r
.

O n this b a s is
,

by ta k in g the
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