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摘 要

本文建立 了随机区域
、

随机区域函数的一些基本理论
,

山这些概念出发
,

通过随机区域 的 随

机区域函数的随机稳定点的存在性
,

建立了任一随机区域的随机稳定中心存在的必要充分条件
.

引
一

言

本文以文 〔1 〕为基础同时参照了文皿〕~ 〔5〕与别的作者们的一些基本思想
,

并将他们建

立的随机不动点理论用于随机区域
,

从而建立了随机区域
、

随机区域函数
、

随机区域的随机

稳定中心以及定义在此随机区域上的随机区域函数的随机稳定点理论多 讨 沦了与这些理论有

关的引理
、

定理和推论
.

本文的随机区域理论是随机几何与随机集合
〔. ’理论的 一个重要发展

.

因此
,

在随机几何

与随机集合中一些复杂的和尚未解决的问题可用随机区域理论得到方便的解决
,

并将经典的

随机点 函数的随机微分和随机积分理论大大地向前推进一步
.

二
、

准 备

在某区域 B (R ) 中 的一个元素 (或 一个点 ) 是随机的
,

如果此元素 (或点 ) 代表该区域

中的一个可能基本事件
.

如果有F (劝 g B (卿
,

V 硬B (R )
,

并且有一 些随机点列x ‘(i二 1 (1)m < n)
,

使得 价〔F (劝

始终是真实的
,

则F 是随机区域B (R )的随机收缩
.

如果有 B (R ) g F (x )
,

V 二〔刀(R )
,

并有一些随机点列 二‘(‘二 i (1 )。<
n
)

,

使得 x ‘〔F (二)

始终是真实的
,

则F 是随机区域B (R )的随机扩张
.

如果 F (二)里B (R )
,

B (R ) g F (二)
,

V , 〔B (R )
,

并有一些随机点 gIJ 二‘(‘= 1 (一)。<
n )

,

使得二‘〔F (劝 始终是真实的
,

则F (x) 是定义在随机区域B (R) 上的随机区域函数
.

一 个区域B (R )(或R) 是随机的
,

如果有一随机区域函数F (劝在此区域上有定义
.

一个随机区域的稳定中心
,

是该随机区域的随机稳定中心
·

一个随机区域B (R )的随机子区域B (凡) (‘= 1 (l) m < n) (即
,

包含某些随机点的子区域)

通常称为此随机区域B (R )的随机元素 (或随机单元)
.

补

钱伟长推荐
.
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如果F (x) 二 B (R)
,

V 二〔B (R )
,

并有一确定的点 x0 位于此随机区域B (R) 的随机稳定中

心B (R O) (或R
。

)上
,

并且‘〔尸 (劝始终是真实的
,

则尸是随机区域 B (R )的随机保核收缩
.

如果B (R ) g 尸 (x)
,

V 杯丑(R )
、

,

并且凡口(x) 始终是真实的
, 则尸是随机区域 B (R) 的随

机保核扩张
.

如果F (x) 是有界均匀的
,

并且 丸〔F (劝 始终是真实的
,

则F 是随机区域 B (R )的有限均

匀随机保核扩张
.

如果F (x) 是无界非均匀的
,

并且x0 〔F (劝 始终是真实的
,

则F (劝是 B (R )的无限非均匀

随机保核扩张
。

如果F (习是有界非均匀的
,

并且 丸〔F (劝 始终是真实的
,

则F 是 B (R )的有界非均匀随

机保核扩张
。

如果 F (x) 二 B (R )
,

B (R )二F (劝
,

V 劣〔B (R )
,

并有某一确定的点孔
,

位于B (R )的随机

稳定中心B (R
。

) (或R
。

)上
,

并且有肠〔F (x) 始终是真实的
,

则 x 。是定义在随机区域B (R )上的

随机区域函数F (x) 的随机稳定点
.

一个随机区域B (R )是随机有界可分 的
,

当且仅 当
,

下式始终是真实的

B (R )
: = U B (R

‘
)是有界的

,

或者
云(N

B (R )
: 二 {B (R

‘
)} (f== i (i )m <

,
)

.

B (R0 ) (或R
。

)是 B (R ) 的随机渐近稳定中心
,

当且仅当
,

在此随机区域中
,

有任一非空

的随杭子区域序列B (凡)
,

使下式始终是真实的

lim B (R
‘
)二 B (R

。

)

有某一确定的点 x 。 ,

位于随机区域B (R )的随机渐近稳定中心 B (R
。

) (或风) 上
,

F (劝是

定义在此随机区域 B (R )上的随机区域函数
,

并且
,

凡〔F (劝 始终是真实的
,

则 x 。是随机区

域函数F (劝的随机渐近稳定点
.

如果B (R )是凸的
,

则此随机区域B (R )的随机稳定中心B (R
。
) (或渐近随机稳定中心)

,

必定在此随机区域 B (R ) 的内部 , 反之
,

则它不一定是真实的
。

因 为
,

如果某一随机稳定中

心 (或渐近随机稳定中心 ) 位于该随机区域的内部
,

但它并不一定是凸的
.

有两个或者一组随机有界非空的区域是彼此同伦的
,

当且仅当
,

在它们中间存在无任何

破损的任意随机变换 (或映射) 是有定义的
.

由此可见
,

一组非空的随机同伦区域之间的任

一变换 (或映射) 是保核的 , 反之
,

它不一定真实了
,

即
,

一组随机有界非空的随机区域之

间的任一随机变换 (或映射) 是保核的
,

但它们并不一定是同伦的
.

然而
,

有两个或一组随

机有界非空的区域是彼此同胚的
,

当且仅 当
,

它们之间的随机变换 (或映射) 是保核的
.

在这里
,

关建性条件是
:

只需随机变换是保核的
.

因此
,

在此情况下
,

可 以任意改变随机区

域的结构
.

、

所以
,

有两个或一组随机有界非空的区域的随机保核同胚变换 (或映射) 等价于

这些随机区域之间的保核同伦变换 (或映射)
.

但是
,

反过来是不真实的
.

如同一般区域一样
,

有两个或一组随机有界非空的区域是同胚的
,

当且仅当它们之间有

相同的随机稳定中心 (或渐近随机稳定中心)
.

定义在任一非空的随机区域 B (R ) 上的随机区域函数 F (劝 的 随 机 子 区 域 函数序列

{尸 (为 )}是完备的
,

当且仅当有任意两个有界非空的子区域函数序列 F (为)
,

F (众)
,

并且
,

丫F (x ,
)

,

F (、
*
)互 {F (x

‘
) }

,

(j笋左
,

{j ; 壳}二 {‘})
.

使得

}}F (二 , )一F (
二、
)}l* 0

.
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一个随机非空的可分区域B (R) 是稠密的
,

当且仅当下式始终是真实的

B (R )
: 二通B (R

‘
)} (‘二 1 (1 )m <

n
)

,

并且

功笋B (R
,
)门B (凡) g 通B (凡 ) }二

: B (R ) (j笋 k)

B (R
,
) UB (R

。
)是有界的 (i笋 k)

。

一个随机非空的可分区域B (R )是稀疏的
,

当且仅当下式始终是真实的

小辫B (R
,
)门B (凡)g {B (R

‘
)}二

: B (况) (了铸k
,

{i; 壳}g {了})

B (R
,
)U B (丛) (j笋吞

,

攫j;
朴 g {仆)是有界的

由此可见
,

一个非空的随机有界可分稀疏区域必定是一个弱连通随机区域
。

如果有某种事件
,

不可能在 随机有界非空的可分区域B (R )上发生
,

则该区域 B (R )的概

率尸(二〔B (R ))= 小(或尸(翔(B (R
‘
))= 句 , 反之

,

如果有某种事件肯定能在非空的随机有 界

可分区域 B (R )上发生
,

则该随机区域 (或 B (R )的随机子区域 B (R
‘
))的概率为 尸 (二〔B (R ))

铸小(或P (%
‘〔B (R

‘
))铸小)

.

一般说来
,

如果有某些彼此排斥的事件分别位于随机区域 B (R ) 的 任意两组非空的随机

子区域序列B (R 刀
,

B (几)中发生
,

则我们有

P (x
,〔刀 (R

,
) U 二

*〔B (R
。
))= P (x

, 〔刀(R
,
)) + P (, 。〔B (R

。
))

.

三
、

基 本 定 理

本部分将以上述基本概念为基础
,

并参照〔2~ 6〕的一些基本思想
,

从而建立了有关随机

区域理论的主要结果如下
.

引理 1 任一非空的随机区域
,

仅只存在一个随机稳定中心 (或渐近随机稳定中心)
.

本引理的证明方法
,

基本上与〔月的定理 1以及与其密切相关的引理 1 到 引理 4 的证明方

法相同
.

引理 2 任一非空的随机区域的值等于定义在该区域上随机区域函数在此随机区域的随

机稳定中心上的随机稳定点的值
。

此引理的证明方法
,

基本上与〔1〕的定理 2 的证明方法相同
。

引理 3 任意两个或一组非空的随机区域是彼此同伦的
,

则这些随机区域有相同的随机

稳定中心 (或渐近随机稳定中心)
。

证明 此证明可分成两种情形
,

第一种
,

区域是随机有界的情形
.

由于证明过程很长
,

故略去
。

第二种情形
,

对于无界随机同伦区域
,

可使用【1〕的引理 4 的 证 明方法
,

于是
,

引理得

证
。

注 1 任意两个或一组非空的随机同胚 (或随机渐近同胚) 区域
,

有相同的随机稳定 中 心 (或随机渐

近稳定中心)

可用证明引理 3 的方法证明此结果
.

注 2 如果在任一非空的随机区域中
,

存在可数个随机稳定中心 (或渐近随机稳定中心)
,

则在这些随

机稳定中心 (或渐近随机稳定中心 ) 中间
,

只有一个是主要的
.

此结果可用【1〕的引理3 的证明方法进行
.

引理 4 如果 B (R ) 是任一非空的随机区域
,
F (劝是定义在 B (R )上的随机区域函数

,

则 F (劝只存在一个随机稳定点
.
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证明 此引理容易由引理 1 和Bro u

概
r 不动点定理以及随机区域函 数的随机稳定点的定

义得到证明
. ‘

二
’ ‘

,

引理 5 任一非空的连续 (强连续或弱连续 ) 随机区域函数的随 机 子 区 域 函 数 序 列

F (价)( ‘= 1( 1)m < 的
,

只存在一个公共随机稳定点
. 1

’

证明 为简单起见
,

可将此引理的证明分两步进行
.

第一步
,

首先证明强连续随机区域函数F (劝的随机子区域函数序列F 卜
‘
) (i= 1 (l)。 < 心

,

只存在一个公共随机稳定点
.

_

为此
,

设 F (x )的随机子区域函数序列 F (为) (‘= 1 (1 )。< n) 的

相应随机子区域序列是刀(R
‘
)(泣二 l( 1)。< 的

,

设F (劝
:
= U F (x

‘
)

; B (R )
: 二 U B (尸

‘
)

,

已
‘(N f(N

知F (x. )是强连续的
,

所以其定义区域B (凡 )是强连通的
·

因此
,

总可以在B (凡)中找到任意

两个非空的随机子区域序列B (R
j
)

,

B (兄)(j笋 k )
,

使B (R
,
)自B (凡 )子小

,
B (R

,
)UB (兄 )是

有界的
.

所以根据引理 l有
,

在B(R )中
,

仅只存在一个随机稳定 中心 B( R
。

)
.

于是
,

我们有

B (R
。

)已 B (R )
: = U B R (小 又由于B (R ‘

)
,

B (R ,
)

,

B (R
一
)均为B (R )的

,

彼此不相同 r均
、

‘一 1

非空 rJ勺随机子区域
.

设B (R
‘。
)

,

B (R
, 。

)
,

B (R
。。

)分别是B (R
‘
)

,

B (R , )
,

B (R
。
)的随机稳定中

偏
·

心
.

因此
,

有 V B (R
‘。

)
,

B (R
j。

)
,

⋯
,

B (R
j。
)门B (R*

。

)c B (R )
: = U B(R

‘
)

.

根 据注2 ,

在它
弓一 1

们中间必定只有一个是主要的随机稳定中心
.

我们设 B (R
。

)是它们中间的主要随机稳定中心
.

另一方面
,

由于 B (R
。

)是随机区域 B (R )的唯一随机稳定中心
。

因此
,

它必定包含 在 B (R )

的某个随机子区域B (兄 )中
.

因此有B (R
。
)仁B (R

。
)

,

已知B (R* )的随机稳定中心是B (凤
。

)由

于随机区域的随机稳定中心的唯一性
,

所以B (R
。
)必定与B(凡

。
)重合

. ’

此外
,

由于 B (凡
。

)是

B (R
‘
)的 随 机 稳 定 中 心

.

因此
,

B (R
‘。

)c B (R
‘
)〔B (R )

.

已知
,
B (R

。

)c B (R )
.

又由于
。

B (R )的随机稳定中心的唯一性
,

所以B (R
。。

)必定与 B (R
。

)重合
.

所以
,
B (R

。

) 是随机子区

域叙列B (R
‘
)的公共随机稳定中心

.

由于随机区域B (R )与定义在区域 B (R )上的随机区域函数 F (劝 之间的彼此对应关系
,

根据随机区域的随机稳定中心和定义在此区域上的随机区域函 数的随机稳点的定定义
,

因此

在 B (R
。

)上必定有 一 汽为
,

使得 丸〔F (劝
,

V 二〔B (R )
.

又由于 F (劝
: = U F (二

‘
)

,

并且
,

I 一 1

F (二 , )自F (众 )沪小
,

F (% , )UF (叉
。
)是有 界的

.

因此由 二。(F (二 )
,

得 ylj x 。
〔F(

二‘
)(i二 1(x )

, ,

< n)
.

其中
,

F (戈
‘
)

,

F (为 )
,

F (翔 )是分别定义在 B (R )上的随 机非 空 的子 区 域 B (尸
‘
)

,

B (R
,
)

,

B (R* )上的随机子 区域函数
,

于是
,

引理的第一部分得证
·

至于引理的第二部分的证明可仿照【l〕的引理 3 的证明方法进行
.

于是
,

引理完全得证
.

定理 1 任一非空的随机区域
,

存在一个随机稳定中心
,

当且仅 当
,

定义在此随 机区域
_

1:. 的随机区域函数存在
,

一

个随机稳定点
.

证明 首先证明必要条件
,

为此
,

假定此区域为 B (R )
,

设 F (x) 是定义在 此 随 机 区域

B (R )
_

上的随机区域函数
.

根据引理 1 ,
B (R )存在

一

个随机 稳定中心 B (R
。
)

.

又 根 据 随

机区域的随机稳定中心 的唯一性 及其性质
.

因 此
,

有一 确 是的 点
x 。

,

属 于 B (R0 )
,

即
,

x0 创B0 )二B (R)
.

又根据随机区域B (R )的随机区域函数的定义
,

因此有
,

‘〔F (x)
.

于是
,

定理的必要条件得证
。

关于定理的充分条件
.

容易 由引理 l 和随机区域的随机稳定中心的定义与随机区域函数

的定义得到
.
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定理 2 如果定义在某一非空的随机区域 B (R )
_

七的随机区域函数 F (劝 的随机子区域函

数序列 {F (二
‘
) } 是完备的

,

则此随机区域函数F (劝 的定义区域 B (R )必定存在一个随机稳定

中心B (R
O
)

.

此定理的证明
,

可直接由经典的三角不等式和随机区域函数的随机子区域函数叙列的完

备性定义得到
。

定理 3 设 B (尸)是任一非空的可分随机 区域
,

设 F (劝 是定义在 B (R )
_ _

仁的随机区域函

数
,

F (劝 存在随机稳定点的必要充分条件是
,

F (劝 的随机子区域函数序列 {尸(为 ) } 是完备

的
。

此定理的主要部分与定理 2 的证明方法基本上是相同的
.

定理 4 设 B (R )是任一非空的随机区域
,

F是B (R )的随机保核收缩
,
G 是B (R )的随机

有限保核扩张
.

于是
,

F (劝 n ‘(x)
,

F (劝 U G (劝
,

丫二〔B (R )存在一个公共随机稳定点
.

证明 已知
,
B (尸) 是任一非空的随机区域

,

根据引 理 1 ,

B (R )存在一个随机稳定中心

B (R
。

)
,

又根据假定
,
F (x )二 B (R )

,

V 二〔B (R )
; G (二)卫 B (R )

,

V 二〔B (R )
,

并 且 它们都

是保核的
.

因此
,

在 B (R )的随机稳定中心B (R
。

)上
,

有一确定的点二。
,

使丸〔F (劝
,

丸〔G (劝
.

因此有
x 。
〔F (

二
)自G (

,
)

, x 。〔F (二) U G (二)
,

丫二〔B (R )

于是定理完全得证
.

推论 1 设 B (R )是任一非空的可分随机区域
,

B (凡 ) 是 B (R )的凸列紧随机子区域
,

G

是B (R )的随机保核收缩
,

F (劝是定义在B (R )上的随机区域函数
,

F (x
‘

) 是定义
’

在 B (R
‘

)上

的随机子区域函数序列
,

于是

F (x
‘
)门G (x )

,

F (二
‘
)门G (二)

,

V , 〔B (R )
,

V 二‘〔B (R
‘)

存在一个公共随机稳定点x 。.

此结果的证明
,

基本上与定理 4 相同
.

定理 5 设 B (R )是任一非空的可分随机区域
,

F (x) 是定义在B (R )上的随机区域函数
,

并且 {二。 : ‘〔F (劝
,

V 二〔B (R ) }手小
.

于是
,

B (R ) 必 定存在一个随机有限保核扩张了
,

使下

式是真实的

f(x ) = { , 。: x o〔F (二)
,

V 戈〔丑(R ) }
.

证明 根据假定
,

B (R ) 是任一非空的可分随机区域
,

根据 引理1
,

B (R ) 必 定存在一个

随机稳定中心B (R0 )
.

已知
,

F (x) 是定义在 B (R )上的随机区域 函数
.

又根据定理 l 有
,

F (劝

必定存在一个随机稳定点凡
,

即丸( F (劝
,

V 二〔B (R )
,

使得有

{‘。 , x 。
〔F (x )

,

V 戈〔B (R )}祷中

此外
,

我们取 G 为 B (R ) 的随机保核收缩 (或随机有限保核扩张)
,

即
,

G (x) g B (R )
,

V 二〔B (R )
,

于是同样有x 。〔G (二)
,

丫二〔B (R )
,

因此
,

集合 {二。 : x 。
〔G (二)

,

V %〔B (R ) }手功也

是真实的
.

由于了是B (R )的随机有限保核扩张
.

所以
,

介〔f(劝
,

V 二〔刀(R )
.

于是
,

可以令

f (x )二 {戈
。 : 二。G (x )

,

丫正B (R )}子小

由于凡〔G (对
,

V 二〔B (R )
,

根据 定理 4 有
,

礼〔口(劝 n F (劝
,

九〔G (劝 UF (劝
,

由此

可见
, 二。 是 F (劝 和 G (x) 的公共随机稳定点

.

又根据 〔1〕的定理 2 有
,

G (x) 几乎处处等于

F (劝
,

所以

f (x ) = {x
。 : 二 0

〔F (二)
,

丫x 〔B (R ) }

始终是真实的
。

定理证毕
。
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定理6
.

设 B (R ) 是 任一非空的可分l植机区域
,

B (R
‘

)
:

链B (R ) 的凸列紧随机子区域
,

F (x) 是定义在 B (R )上的随机区域函数
,
D ,

(劝是 F (x) 在 B (R ) 上的所有随机广义导数 F二

的集合
,

f(二
‘
) 是定义在B (R

‘
)上的随机子区域函数序列

,

并且如果 (3
.

1) 始终是真实的
,

即

P (戈
‘〔刀 (尸

‘
)

,

D , = 了(x
‘
))手小 (‘“ i(1 )m <

。
) (3

.

1 )

如果F (众)是广义随机微分方程 (3
.

幻的解列
,

即

F ,
(x )‘ D ,

(
二
)

,

V 戈〔B (尺) (3
.

2 )

并 民有 li m F (
: ,
)二 F (丸)始终是真实的

,

则 F (戈
。

)是 (3
.

2 ) 的随机最佳解
.

此定理的证 明
,

可直接由随机区域函数的概率的定义
、

定理 4 的推论 1 和定理 5 得到
。

注 3 D F (幻在随机区域理论中
,

是随机区域B (R )的凸列紧 (或稠密) 的子区域
.

四
、

应 用

本部分
,

将通过几个实际例子说明随机区域函数的应用
.

例1
、

设随机线性代数方程组 (4
.

1) 与某非空的随机区域B (R )相伴
,

即

H (二
‘
)二 乙

a ‘, 二j

j . l

(4
.

1 )

其中二 , 是随机区域B (R )的随机变元
, a ‘, 是随机线性代数方程组 (4

.

1) 的随机系数
.

我们可用

〔1〕的定理5
,

和推论4得到随机方程组 (4
.

1) 的解
。

例 2
、

我们给出随机区域函数 F (劝的广义随机微分方程 (4
.

2 )如下

F ,
(劣) g D ,

(二) (V x 〔B (R )) (4
.

2)

方程 (4
.

2 ) 可用 〔1 0〕的 某 些方法求解
.

随机区域理论将在控制论
、

系统工程
、

优化理

论
,

运等学等领域有广泛的应用
.

这里
,

我们不打算
- -

一列举
,

在将来的文章中
,

将进一步

宝羊细讨论
。
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