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摘 要

本文从广义梁微分方程出发
,

推导出三次样条梁函数
.

由于采用了广义函数
,

在集中荷载
,

集中弯矩等得到截断多项式的解
.

弹性薄板偏微分方程荷载项采用了广义函数 (占函数及。函数)
,

无论是集中荷载
、

集中弯矩
、

均布荷载
,

小方块荷载都可表示成为 “
、

”两个方向的截断争项式婆
形曲线

.

利用康托洛维奇法将偏微分方程转换成为常微分方程
,

再用伽辽金法可得良好的近似解
.

文内算例较为丰富
,

包括各种边界弹性薄板
,

各种荷载
、

变截面薄板以及悬臂板等
.

月lJ
一

茜

康托洛维奇
·

克雷洛夫提出了康托洛维奇法的近似变分法
,

用来处理多变量函数的泛函

变分问题
.

我国钱伟长
〔‘’对于康托洛维奇法很为注意

,

理论写算例 较
·

为 丰 富
,

叙述颇为详

细
.

在薄板算例中有
:

四边固定
,

兰近固定一边 自由
,

三边 自由一边固定
,

仅 限 于 均布荷

载
,

梁函数仅用二端固定
,

一端固定一端 自由
,

因此适用范围较窄
.

本文从广义梁微分方棍

出发
,

推导 出三次样条梁函数
,

得到截断多项式的解
.

以此样条梁函数为基础
,

将偏微分方

程转换成常微分方程问题
,

再用伽辽金法解算得近似解
.

弹性薄板泛函的荷载项
,

推导 占函

数与 a 函数及其他连续函数 f( 劝 乘积的积分问题
.

因此能够解决均布荷载
,

小方块荷载
,

集

中弯矩
,

线荷载以及任意边界条件矩形板弯 曲的近似解
.

‘

胡海昌
〔2 ‘
介绍宁康托洛维奇法

,

并

在平面应力问题
‘日’用康托洛维奇法推导了有限条的常微分方程组比’

解法与Y
.

K
.

Ch e v n g有

限条 仁“’
解法比较

,

方法是新颖的
.

康托洛维奇法在力学解法中占是重要地位
,

各国学者都很

注意它的演变与各种实际应用
,

因此本文作进一步发展
,

还是有意义的
.

算例较为丰富
, 一

可

以做为康托洛维奇法的补充
.

关于中厚板问题
,

可参考〔1 0〕〔1 1〕做类似的研究
.

二
、

样条梁函数的推导

我们从广义梁微分方程出发

钱伟长推荐
.
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此式与普通梁不凤
,

在于右端孤
、

而它函数
,

广义函数积分一次为
:
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乙 p od (x 一 x ‘
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.
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尸小= 1
,

2
,

⋯
,

N 一 1飞集中荷攀作思衣梁滚
,
·

粼
x 一为)为笛

它有明确的力学意义
,

为
:
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。
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,
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·
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:
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:
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于
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(兰二丝Q
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广义梁微分方程右端项创x 一 x ‘

) 的积分
,

引进
“

截断单项
”

概念
,

对于任一正整数 k 定

‘( x 一“ )
“

、x
,

一 x ‘) 军= 飞 。

(当x > 0 )

(当书< 0 )

当几二 0时定久

0十1
X内‘。X一卜,幻
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为简单起见
,

仅绘出劣‘为 x ; 一个图形
.

显然截断多项式 (‘一劣 ,

)早即为阶梯函数

当掩二 1时定义
伪

一苦 :
)
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当k = 2时定义 (x 嘴
:

)草
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图 3
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当k = 3时定义

(二一戈 :
)晕=

(当劣( x :
)

(当“> 二 :
)

卜一为一一叫

图 4

+ 称为截断符号
,

以上四式称为半截单项式或截断单项式
、

(二一二‘)华的图形 (鹿= O
,

1
,

2
,

3 )如

图l
、

2
、

3
、

4所示
.

这种截断单项式是样条函数的重要组成部分
,

而且可 以通过单位阶梯函

数欢来表示
,

即 (劣一气)拿
_

= 砂(丫一二 :
)卫

梁的微分方程右端项有集中弯矩M
‘
应写成

:

刀I一
d仙

由
4
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习 M
‘占, (x 一二‘)

‘一 立
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.
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二次积分

构乙问。
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,
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它有明确的力学意义
,

即弯矩图发生突变
.

三次积分

万 一 1
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专
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一“。
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四次积分

E l叨=
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C 。十“ , x 一 “ , 一

丁一 ““ 并一蓉
M

‘

(工一劣‘)呈
2 !

(2
.
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式(2
.

6)与式 (2
.

7 )比较
,

右端项低了一阶
.

用一个算例来说明广义梁微分方程
,

推导梁 的 变 形 曲

线
。

简支梁中点作用一个集中弯中弯矩M
。

犷一当补一几
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~
.
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图 5

戈 = 0 叨 = O
d
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d 戈
“ = 伪 % =

d Z山

d x “

求出四个积分常数
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得税度日线为
: 乙 l叨 = 石 j李(I’x 一 4丫少 (0乓%簇下 )

‘ 任‘
.

,

‘

答案与铁摩辛柯
‘5

几
一

《材料力学》 p
.

6 40 完全相同
.
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二
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左端铰支
,

右端固定梁有集中弯矩M与集中荷载尸的作用
.

广义梁的微分方程
:
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十 (2
.

12 )
尹
一
句

+

两端自由梁的挠度表达式须用五次样条梁函数推导
,

但也可用普通方法推导
:

多项式 x o/l
。一3x s/l

‘
+ 5二丫2I’已满足梁两端弯施及剪力等于零的条件

.

因此
,

可写成

切一

群
一 3

笋
+

号井
+ ,

手
+ 。

会
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笋
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一
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满足梁左端挠度
、

弯矩为零的条件
,

又满足梁右端弯矩与剪力为零的条件
·

梁右端满足位移

为指定的常数即可
.

以上两种梁静定都是不平衡的
,

因此不可能求出绝对位移
.

于是
,

位移

只能指定为任何常数称为相对位移
.

在弯曲板的计算中
,

利用泛函变分
,

只需要知道 , ,

夕两

方向的梁函数 (相对位移 )
,

通过变分可以得到板的实在位移
. ‘

广义函数占(二一 二‘)的积分与分部积分法
· 、 _

.
‘

、 勺
、 : :

对 创x 一戈‘)积分一次
,

便得
:

.

1
·

再积分一次
,

不计积分常数

{
“/

一 , d “一 ‘/ 一 , 旦
、

、

Jl
“‘二一 , d X d 劣一‘二一’冬
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,
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分部积分法的公式为
:
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设f(劝为足够光滑的连续函数
,

斌劝广义函数
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·
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俪
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而
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因此我们可以把a (二一二 1

)的广义导数创二一气)定义为使下列积分式恒成立
,

f(x) 在 二 = x ,

处

连续

二 创二一 戈 ,

)f(x )d % ‘八二刁
,

协< 气< b) (2
、
1 4 )

此公式有明显的力学意义
,

集中荷载所做的功
.

经常用在集中荷载项乘了(x) 的积分
.

式(2
.

14 )右端可解释为单位

对于广义函数d (二一 二 ,

)还可以再求导
,
夕(x 一 交

1

)也是一个广义函数
.
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,

否则式 ( 2
.

16 )右端就没有意义
。

因此我们可以借助上式去定

义上式的左端积分
,

故改幻 (二一州 )也是一个广义函数
‘

.

设 a( 比二为 ) 为 〔a 幻 上的价梯 函数
,

其间断点二‘(‘== 1
,
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,

⋯
, 。
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。
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,
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/
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,
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‘
)〕= a ( , ‘+ 0) 一 a (二

‘一 0) 为a (城)在 x ‘的跳跃量
.

证明分因为在 [a 句上a( 二一 二‘
)可

表为单位跳跃函数的线性组合
、

_ - 一

l

a( 二一二‘) * 兄 仁。俩)〕以 二, 动 + 州沁平的

对a
又
义一二‘)求广义导数

,

注意到
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a ‘

(x 一 , ‘
)= 占(、一二‘)二 习 〔f(二

。
)〕占(卜
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.
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因此
,

由分部积分法可得
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.
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因为
:

芡
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· )、 ,
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一

分
‘一、 ,f(x ,、

l:a,< 一
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。
)
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.
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因此把上式代入式 (2
.

19 )可得式 (2
.

1 7)定理得证
.

公式(2
.

15 )有明显的力学意父
,

集中弯矩

乘上广义函数沙 (x 一二‘)乘了(x) 函数的积分
,

式 (2
.

1 5 )右方可解释为单位弯矩所做的功
.

式(2
.

1钓阶梯函数乘连续函数f( 劝的积分
,

通常用在板的截面发生突变之处
。

三
、

康托洛维奇
一

伽辽金近似解法

康托洛维奇
·

克雷洛夫提出了康托洛维奇法近似变分法
,

用来处理多变量函数的泛函变

分问题
.

康托洛维奇法是选用满足边界条件的函数系列叭 (, : ,

劣 : ,

⋯
,

对。 一 ,
) (k = 1

,

2
,

⋯
,

m )
,

而把变分问题的近似解写成
:
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: ,

x Z ,

⋯
,
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(x

”

)甲
*
(x
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, : ,

⋯
,
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)
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其中A 。
(x

。

)为二
,

的待定函数
,

把 砰 (x
, ,

二: ,

⋯
,

x ”

)代入泛函后原来是函数 W (“
; ,

二 2 ,

⋯
,
x
”

)的

泛函汀(研)
,

变为以A
l

(二
。

)
,

A
Z

恤
,

)
,

⋯
,

A .
(二

。

)为函数的泛函 H 代A
: ,

A
: ,

⋯
,

A . 〕它是 m 个

A 、
(x

,

)的泛函
,

问题成为选取A
、,

A
: ,

⋯
,

A武x 。

)使H 气A
: ,

A
: ,

⋯
,

滩动达到极截
.

求H 气A , ,

A
: ,

⋯
,

A司极值的程序是
:

通过变分求得A
:

(戈
。

)
,

A
Z

(二
。

)
,

⋯
,

A 袱‘。)的欧拉

方栓和有关的边界条件
. ‘

这些欧拉方程一般都是常微分方程
,

原来是以多变量的偏微分方程

为欧拉方程的问题
,
变成了单变量的常微分方程的问题

,

这就是康托洛维奇方法的实质
.

如

果娜”, 而取极限
, 则在某些条件下可以得到准确解

·

如果 脚 取有限数
,

则用这种方法将得

到近似解
, 矩形板有固支或筒支旗界的弹性板的泛函用下式

-

二一 {
“

f
’

不冬
。(二

,

。)(v
, 叨 )

2
一 。w 飞、

x 、。

J 0 J 0 ‘ 奋 少
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.
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矩形板有自由边边界的弹性薄板的泛函为
:

“一
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一 。,

{漂
+
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‘
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嚼
一
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‘

〕}
“xd 。一
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。, “·“。

口
2叨

而
2--
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.

2 )

抗弯刚度为D (%
,

妇
,

1
、

集中荷载
:

变刚度D 为,
,

夕的函数
,

均布荷载为q
.

一

J:I:
p w“二

一’“
“一 ”’‘“d“

(3
.

3 )
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r玲七

l
‘j丫.11

‘
ayll.‘

卜

—
b

—
一一川

图 9

2
、

小方块荷载
:

丫x , 犷
t夕2

一 1 1 , d耐“
, 劣 1 甘 U l

(3
.

4 )

一梦厂
一

二蕊
“

一气
为
司
牛 2 11

三

丁‘盆。11

卜一一一一一 b
一

一一一一~ 司

图 10

3
、

长条均布荷载
:

r a r口留

一 }
.

}
q o d , d。

r U , 甘t

(3
.

5 )

尸尸

- 一一 一一 — —
一 111

助助,,

万万

」」亘亘亘亘亘一一
甘 !

一一一一
竺竺竺旦. 旦旦 少尹巴巴旦吧, 里竺竺竺竺竺

了.

l
a|

.

1
1

卜一一

一
b

一
~ 叫

图 1 1

4
、

线荷载
: 一

{:{:
, ? “‘“一”’““d “

(3
.

6 )

式
_

1遭试
算例 l

、

三边简支一边固支矩形板

建议用近似梁函数

在均布荷载作用下
,
求板中点浇度

.
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、一 “
(二) (

2

爵一 5

(V

‘3
·

7 ,

卜司 !

一

犷�护
磊+3

3一3

一gfo

~ f
a f 乡 f D

1 1 = 1 1 左一二
J o j o 气 艺

2 , ,
“一 q‘

}
““d“ “3

·

8 ,

卜一一一一一 b一一一一~ 州

(3
.

7) 代入 ( 3
.

8) 式并积分 图 13
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.
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会
·
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1
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·
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u 气戈)

一

J一 ”
·

l ”o q “L戈 )少
“x

山少变分后利用简支边界条件 x 0 戈= a 功 = 0

代入欧拉方程
:

aF d

口“ d 戈
aF

日u ,
d 戈

2

aF
.

二
~
; 二 = U

口“ ,,

0
_

0 3 0 1 5 b“U 一 2 x o
_

.
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.

1
, .

_

J 4 艺谷勺[ 4 万尸 U
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十 (
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_
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·

·
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1
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_
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。
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。

6 U 0 吕片
一
函“一 4

。

U ‘合 1 乙 n 二二二V
O 一 O ’ 一

」少
(3

.

9 )

利用伽辽金法解常微分方程
:

了 砂
夜 “ Lx ) = 气

a 4
一 2

不
+

一

普) ‘
“1

+ 一x + 一“’十
‘

”

待定系数取首项 c : ,

代入伽辽金方程
:

{: 介一
2 2

.

7 4 3 4 4

赤
二 + 2 3 8

.

8 0 5 0 7

吞一
4

.

0 7 5 12

号)(
一

J卜
2

言:
+

一

奋)
“X 一 。

积分后并整理得
:

。 1

「
4

.

8

争
一 + “

.

”‘5 0 4

添
一

+ “
.

7 5 0 5。

参」
一 0

.

9”5”2‘

等
-

方板 a = b
。,
一 。

.

。3 6 0 5 6 1
盟

‘

��J

一
少J妒一护

‘Q自

一二
方板的挠度方程式为

: 二
一

,

(
一

子 + 戈
U )(

2

爹
+ 3

::)
方板中点 ( 二二要

,

, == 竺) 挠度

“功一。
.

0 3 6 “3 6‘

晋苍晶
x

;
一 ”

.

“。2 8‘7

罢
‘

与经典解 。
.

0 02 8。
盟

4

比较
,

误差极微
·

以上需要一端固定一端简支及二端简支梁的梁函数有下列类型积分

{:
‘

·
d ! ,

l:
‘ 。Zd ! ,

{:
‘

·

尤 d ! ,

{:
‘ , Z d X ,

{:
X d “
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一厂一一俨
z

m 卫工若
刁/ “

这些都无需计算
,

可查文末附表
.

算例 2
、

同上题
,

但均布荷载改为线均布荷载泛函

方程与上相同
,

但荷载项应改写成
:

a / 2 , 以 * (x
一

劲
尤Yd ‘

。一尸

买Yd
“
xx

一
:

卜一一- 一 ~一一 6一

一一叫

图 14

(3
.

1 0 )

方程仍可用 (3
.

5) 但叮x) 必需改为与荷载及边界相适应

的梁函数

·
(
二

卜(
3

尝
一 4

丁)
(
· : + ·: : + ·3二 2

+ ⋯ ) (3川
有下列积分

:
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, , , , _ _ _ _
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「鲁二
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_

愕
一
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2 1 ‘
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“
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_

5 2 1 4 艺匕6 口
,
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’‘ 一Q x =
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艺 l ‘
人

“

人 a x =
J O
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J o a 一
’

J O

4
.

8

够项需用该点的函数值 ”·

嵘
一 ‘

翔
二

一夕

2

二尸 又 1 于是变分后积分得
:

0
.

0 3 0 15 6 X
b

4 吕一万
,

U ~

+ : x 。
.

3 4 2 8 5 7 4 又 ;
.

8 一
1,
a口

+ 7
.

2 X 0
.

5 2 14 2 8 6
a

b
3

_ 。
.

, 5 6

名

方板
a = b

。: 一。
.

。1 7 6 6

夸

方板中点挠度 0
.

0 1 7 6 6 Pa
D

1
_ _ _ 二

‘ _

X I X
一二

-

= U
。

U U 4 4 1 勺
4

P a 3

D

算例3
、

两邻边简支
,

两邻边固支矩形板
,

承受均布荷载q ,

求板中点挠度
.

设 切一“
(二)(

2

子
一 5 一

多
一
+

祥
一

) (3
.

1 2 )

于是推导和算例 1 一样可得欧拉方程
,

利用伽辽金法解常微分方

程
。
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卜甲- - 一
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一
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图 15

了
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砂
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乙

了
一 5对

一
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~
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.

1 3)

待定系数取首项
c ‘,

代入伽辽金方程
:
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.
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基
二 + 2 3 8

.
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.

0 7 5 1 2

弓
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一 5

子
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d 二一。

积分无需计算
,

可查附录表
。
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卜
.

8 x o
.

1 5

多
一 2 2

.

7 4 3 4 4 x (一 。
.

3 4 2 8 5 7 4 )告争
.

, 。 。 、 。 , , ,
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晋 X
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算 例 4
、

二对边简支
,

一边固定
,

一边自由的弹性薄板
.

泊

松比 拼= 0
.

3 ,

变分后通过分部积分简化得
:

。 _ “
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价
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荞
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+ 1 8 。(l一。,
f l

二’

卜 2 ‘
一

咎一 }dx
卜一一一- 一- b一-

一一 . 司

图 1 6

O白一n6一0口1上一

+

617
一

晶《
.

枷
4

多
一 6 。(6一、 丫

十

擎
, 卜

2 1

爵ha
+

矗
D

I
‘

;
2 二 + 1 5 。。

〕
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廿
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1 5 )

。的端点条件为
: 1 8 2

一

毕
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鑫
-
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U

二 0 (二 = O及 x 二 a)
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.
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(二卜(手

一 2
一

二
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烈
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算例5
、

变截面薄板的计算
.

补抒留爷

由于薄板的截面是变化的 D (x
,

, )必须在积分号内与位移函

数一并进行积分
。

四边简支弹性薄板
,

设厚度在 刀方向为直线变化
,

荷载q亦在 y 方向按直线变化
.

位移函数写成
:

。一“(二 )(
一

价
一 2

爷
+

韵
(3

.

1 6 )
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a一邢朴j卜
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v
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, + ‘
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。

}
d xd “

代入时需用到下列几个积分
,

设

卜(子
一 2

子十约
图 17
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苦)
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·
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苦)
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一
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韵
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将各积分值代入
,

并变分得
:

“
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一
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·
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孟
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瓮
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算例 6 、 一边固定
,

三边自由悬臂板
,

承受均布荷载q
,

泊松比拼= 0
.

3
,

求板的中点挠度
。

这是一个难题
,

用最小势能原理来做比较方便
,

因为只需要满足位移边界条件
,

在变分

过程中
,

应力边界条件可 自动满足
.

泛函可写成
: 。 = C X Y
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斌
·
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·
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两端自由梁函数可取为
:
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D

与正确解。
.
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晋
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,

误差 1 7
.

8 ,
.

如果采用康托洛维奇一伽辽金法
,

误差降到5、以下
.

算例7
、

三边简支
,

一边自由弹性薄板
.

承受均布荷载q
,

泊松比 拼= 0
.

3
,

求方板中点挠

度
。

一端简支
,

一端自由梁函数可取为
:
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一

一
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一一X

五种类型积分
,
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