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摘 要

用一维模型
,

数值模拟了可形变陶瓷中线性和非线性波的传布
.

给出了试件内应力 (或应变)

和电场之间的响应
,

以及它们和电压之间的响应
.

并在不同荷载下
,

图示了 电
一

机械波 的 传 布 特

征
.

发现在线性区域
,

电压响应与实验符合很好
,

非线性区域
,

电
一

机械波变陡
,

出现所谓激波现

象
.

一
、

引 言

压电陶瓷是一类有用的电磁可变形材料
〔‘’,

其特点是有很高的压 电祸合系数
,

高的介 电

常数
,

好的时间稳定性
,

宽的温度范围和低的损耗等等
,

在制造诸如转换器
、

滤波器
、

共振

器
、

延迟线
、

声元件和激波激励电源等器件中有着广泛的应 用
fZ”’.

特别是
,

利用激波压缩

效应来制造 电能一
机械能转换器具有独特之处

.

近十年来
,

人们在固体非线性波的形 成 和传

布方面 的研究取得了很大的进展
〔““”’,

本文也将对此进行讨论
.

人们对可形变固体中的非线性运动如此感兴趣
,

主要是因为激波可用来确定一些结晶固体的非线性程

度很高的状态方程
.

对弹性介质和铁电陶瓷等电磁材

料
,

线性和非线性波都同时具有力学和电学两方面的

特征〔‘“’ “ ’.

这种电一
机械祸合效应直接反映了样品的

瞬时行为
,

用一个经典装置就可进行说明
〔“’.

把一个

压 电材料
‘

做成的圆盘放在两个 电极之间
,

并将这两个

电极同电阻为 R 的外电路连接 (图 1)
,

动力 学 荷载

(冲 力
,

应 力) 加在圆盘的一端 (所谓发射端)
,

信

号穿过样品被另一端 (接收端 ) 反射
,

记录瞬时 电压

犷(t)
,

即可从 犷(t) 的变化看出电
一
机械藕合产生的电

性能的变化
.

下面即可看出
,

电压 犷(t) 与电 阻大小

有关
。

本文试图对这个实验进行数 值 模 拟
,

具 体些

X i 义
,

一斗 一一 卜
、

一

_ 三

保 4户环负库又

图 1 电介质圆盘和外电路示意图

芬

本文原文为英文
,

由邵明珠
、

罗诗裕译为中文
.
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说
,

就是利用我们曾经使用过的模型和某些结果
,

进
J

步研究不同荷载
、

不同电限以及线性

和非线性响应情况下陶瓷中的信号传布
.

对后一种情况而言
,

数值模拟表明
,

对于某些非线

性响应
,

陶瓷中出现了激波
,

这正是非线性双曲型系统常见的现象
.

模拟
_

卜述实验的模型是

非线性连续介质力学中所用过的一维模型
,

只须再引入一些与力学和电学有关的内 变 数〔‘2 -

‘”’,

就可描述机械损耗
,

电损耗
,

粘滞 性 和驰豫过程等
,

其结果与实验定性符合
.

二
、

数 学 模 型

由于存在非线性效应
,

我们必须区分拉格朗日位形和欧拉位形
.

设X 是沿样品厚度方向

的拉格朗 日坐标 (图 1)
.

对一维运动 (即圆盘振动的轴向模式 ) 有

二 = 笼 (X
, t) == X + u

(X
, t) (2

.

1 )

典中 “ 是位移场
,

记号。x = 到 aX
,

。。二a/毋
; 由此可将形变梯度 F 和连度场

v 定义为

F 一嘿 一 1 + 。x 。
,

。 一 “
罗一 。,

O J飞 O 丁
(2

.

2 )

相容性运动学条件

口‘F = a x v
(2

.

3 )

由式(2
.

1)
,

形变梯度F 的逆F
一 ’,

形变雅可比J和它的逆J
一 ‘

由公式

F
一 ,
二 (F )

一 ’,

J= F
,

J
一 ’

= F
一 ‘

(2
.

4)

给出
,

而拉格朗 日应变

S = F 一 1 = 口x 。
(2

.

5 )

在拉格朗 日位形中
,

设任一时刻 t ,

沿 X 方向的电场分量
,

电位移分量和单位质量的电极化

分量为E
,

D 和尸
,

则在参考位形中有

E 二尸E
,

D = JF
一 I
D (2

.

6 )

它们互为热力学对偶元素
,

正如非线性弹性形变中
,

Pi ol a 一K irc hhof f应力 T 和梯度 F 也互

为热力学对偶元素一样
.

在我们的情况下
,

由式 (2
.

4 ) 和 (2
.

5 )
,

可将方程 (2
.

6 )化为下列简

单形式

E = (1 + S )E
,

D = D (2
.

7 )

在准静 电近似下
,

对图 1 所示的圆盘样品
,

有如下的全局平衡定律 (在拉格朗 日 位 形 中
,

p 。

是样品密度)
〔” ’.

线动盆平衡

_

X
,

;
,

}
_ _

。vd X 一 犷(X
Z ,

,
卜 犷(X

, ,

, )
一

尤 1

(2
.

8 )

高斯定律

0 = D (X
: ,

t )一 D (X
, ,

t) (2
.

9 )

同外电路连接

犷(,

卜l众
”·、尤一{众

““尤 一““‘,
(2

.

1 0 )
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其中 它= 一口x
功

,

而 功是准静电势
,

R 是外电路电阻
,

I( t) 是 流过外 电路的电流强度
.

定律

(2
.

5) 和 (2
.

的隐含着如下局部定律

p 。日
.刀== 口x T

,

X l < X < X
:

(2
.

1 1 )

口x D == 0
,

X l< X < X
:

(2
.

1 2 )

式(2
.

12 )表明
,

刀只与时间有关
,

且 方= 氏力
,

这一点很容易从式 (2
.

9) 看出
.

设A 是接收端面积
,

则电流强度可表示为

I (才)= A a‘D (2
.

1 3 )

方程 (2
.

10 )一 (2
.

1 3) 用本构方程

丁= 全(g (x
,

t))
,

万== 首(夕(万
,

t)) (2
.

14 )

一起构成了一组完闭的方程组
,

其中夕是一组独立变量
.

由热力学第二原理 (即Cla u s iu s 一D u h e m 不等式 ) 一得“ 4 ’〔‘“1

(o。
‘

万一。
。
刃 ) + T 。

‘
F + 它a ‘

乃》o (2
.

1 5 )

其中热传导没有考虑
,

万是参考位形中单位体积的嫡
,

0是热力学温度
.

对于无耗散情况
,

在 晶体的拉格朗日位形中
,

内能刃可表示为

(2
.

1 6 )

(2
.

1 7 )

(2
.

1 8 )

一D万一田
厂口
一

口
S
二

万
.

E
一一g艺S.

日
�

口
))=

L

,l程T汗方
.

伪耗万刀万本口一口=得=万可。

号等取
�勺Q�

式

口T 口E

口刀 一 口S

对于 PZT 6 5 / 35 型陶瓷材料
,

在绝热近似下
,

内能可表示为

~ 1 / 。
。

.

2 。 ,
.

1 。八
, ,

认 。
.

讯
, 。 、 .

1 。 / 云
。 .

1
,
讯

,

\
‘ “百队

。 一

十了cl 。
一

十厄
一

““。
’

/ 一
“ 又刀。 十 q刀

一
。 ) 十万 户又刀

一

十 Z J刀
一

尹 ( 乙
·

土”)

b)个

其中 c 是经典弹性系数
, c L

和几是高阶弹性系数
,

h是压电系数
,

刀是介电常数的倒数
,

写非线性 电特征的系数
, q 是高阶电

一
机械祸合系数

.

由方程 ( 2
.

1 7 )和 ( 2
.

1的可得
丁 = 。

(s + 。:
5

2 + 。:
5

3

) 一人(乃+ a乃
“

)
,

百二刀(乃+ f乃
3

)一 人(s + 2 0 5 力) (2
.

考虑到机械 损耗和电损耗
,

还必须引入一组内变数
,

其中一个 F ’” 毛描写滞弹性
,

Pi
” 七
描写电弛豫过程 (内电极化 )

.

这时
,

一般式 ( 2
.

1 5) 仍然不变
,

而 g 的维数变大
,

示为

夕二 {万
,

S
,

D
,

F ‘” ‘,

P ‘” ‘}

方程 ( 2
.

17 )也仍然成立
,

只是附加了一个耗散不等式

丁、n ‘
才+ 百‘n ‘

户》 o

f是描

2 0 a ,

另一

且可表

( 2
.

2 1 )

其中

(2
.

2 2 )

(2
.

2 3 )

和一个演化过程

: i ·、

一爵
,

一 ,

: 元· 、

一黔
、

”‘F ’n ‘一

了
‘“‘尤

,

‘,’
,

尸 ‘n

“‘
!
’一尸“

n ‘

飞
。。P ‘n t = B ( g (X

,

t ) )
,

P
‘n 七

(t
: ) = 尸占

”t 护

( 2
.

2 4 )

由式 (2
.

2 2) 给出的 才和 斤可用热力学对偶元素表示 (例如线性形 式 )
,

这些元素本 身 由式

(2
.

23 ) 给出
.

如果 万和 内变数之间的函数关系已知
,

则这组方程也是完闭的
.
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上述方程一直是某些数学研究的重要课题〔’‘ ’‘“〕. 在这些工作中
,

读者可找到加 速 波的

传布和演化
,

激波的形成
,

还可找到单波及调制单波在有限振幅脉冲传布中的应用
,

以及高

频小振幅脉冲的传布等等
.

显然
,

一旦激波形成
,

突变关系必然满足 (对于无耗散情形)
,

而

所谓 H u g o ni ot 方程将起着决定作用
.

鉴于我们主要根据数值分析来研究电
一
机械波的形成

,

只需考虑偏微分方程 (2
.

1 0) ~ (2
.

1 3 )即可
.

三
、

数 值 分 析

我们求解的是包含三个变数 T (或S )
,

万 和 V 的方程组
.

对于无耗散过程
,

可利用线性

化方程或完整形式的本构方程 (2
.

20 )
; 数值方法用线性方程 进 行 了 检 验

。

由式 (2
.

20 b )
,

(2
.

1 0 )和 (2
.

1 3 )可得变数D 的常微分方程 (因为口x D = O)

A R 。
。
D + a

(才)D (才) + bD 3
(才) =

c
(t) (3

.

1 )

其中
_

X
, _

X
,

X
,

u (t) = l (口一 Zo hs )d尤
.

b = l 刀厂d X = 口f(X
。

一 X
,

)
.

c (t)二 1 hs d X (3
.

2 )
‘

X z ‘

X i “

X i

而S 由解给出
.

注意到 R 。二时
,

I (t)
一 , o ,

得到所谓 电压模式 (开路 )
,

而当 R 、 o 时
,

厂 (t)

。 0
,

得到所谓 电流模式 (闭路)
.

对于无耗散情形
,

偏微分方程通常是一组非线性双曲型方程
,

数值结果的好坏与所选择

的方法有关
,

我们采用的数值方法是具有二阶精度的
“

P r e d ie t o r一C o r r e e t o : M a c C o r m a c k
”

方法〔’6 〕,

积分 (3
.

2) 用梯形法计算
,

而方程 (3
.

1) 显然是可积的
.

全部计算都在 C D C 1 7 o / 7 5 0

型计算机
_

L进行
,

所有图形都从计算机直接输出
,

我们只选择了几张典型结果放在文中
.

A
.

线性区域

我们对样品内部的应力和电场之间的响应 以及 电极之间的电压响应进行了试验
,

样品厚

度 o
.

2 5c m
,

电极面积 A 二 Ic m 飞 当波阵面开始传布到样品内部时 (初态 )
,

相应 的边界条件

为

T (X
: ,

t) 一 0 任意时间 (自由端)

D (0 ) = 0

v (X
,

0 )
,

S (尤
,

o)二 0
,

尤
l

( X 《 X
Z } (3

.

3 )

受初态约束的波前由第一列波阵面决定
,

以此类推
.

外电阻可调
,

先后取 了 R = 25 9
, 1护Q

和 1 0
5
9

.

发射端的输入信号一速度或者是阶跃的

v
(尤

, ,

t)二
v l

万(t )
, 。 ; 二 0

.

o ol e m / 件
s

(3
.

4 )

(其中万是海维赛 (H ea vi sid e
) 函数)

,

或者是斜
一

坡加
.

上一个平台

(
v l

/ t
。

)t
,

口 1 ,

O< t< t。

t> t。二 0
.

1 5 6件s

(3
.

5 )
!
丈

l
一一

、户、
产

‘

寸‘

X
Z‘、

V

选择的最大时间间隔为 才ma
x

一 1
.

0 09 卜5 ,

足以保证信号从 X = X
Z

的 自由端反射
,

并 回到发射

端
.

图 2 和图 3 给出了应力和电场之间的响应
,

选择的荷载 为 (3
.

4 )
,

电阻 R = 2 5Q 和 R =

10
5
Q

,

分别对应于电流模式和电压模式
.

显然
,

对于电流模 式
,

当 波 阵 面 在 自 由 端 X ~

尤 : 反射时
,

样品内部的电场 已发生了明显的变化 ; 但是
,

电压模式却不 是 这 样
.

如果选择
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荷载为 (3
.

5 )
,

则可得到准 电压模式
,

如图 4 所示
.

与图 2
,

3 和 4 相应的最大 电压分别为
,

犷ma
x

= 6
.

25 V
,

3
.

03 7 x 10
3
V 和 2

.

8 x 10
3
V

.

为了同电场响应 比较
,

将 电压归一 化
,

单 位为

犷m ax
,

结果如图 5 所示
,

其中荷载为 (3
.

4)
,

电阻选择与上面相同
.

显然
,

当R o o 时 (电流

模式)
,

电压呈难谍形
,

当R 0 00 时 (电压模式 )
,

呈锯齿 形
.

事实上
,

当 R = 1 0 6
9 时

,

电压

响应已呈锯齿状了
.

图 6给出了输入为 (3
.

4) 和 (3
.

5) 的归一化 电压响应曲线
,

电阻 R 二 1沪 9
.

图7描写的是 电压模式
,

并同 Lys ne 和 B ar tel 的实验结果
t”’进行了比较

.

我们的工作描写了

无耗散过程的瞬态响应
,

说 明在实验曲线上观察到的延迟是瞬时发生的
.

在线性区域
,

波阵

面传布的特点是它的分布保持不变
.

B
.

非线性区域

预期样品内部波阵面分布不再保持不变
.

为了研究这种情况
,

我们 取 X = X
;

端的输入

应变为如下的正弦函数形式

厂厂厂

一E一卜|1共

图 2 在尤二 万
,

处呈阶梯形速度输入情况下的线性响应
,

R 二 259
.

(a) 应力
,

(b)电场
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卢
一
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/
_

_

( b )

/
_ _ (a )

104 9

了望乙

/
/

产

才/11
护J

广

、、、
、

(a )一

V 八佗
. 、

图 5 在 X = 尤
1
处呈阶梯形输入情况下归一化

电压响应

(a) R = 25口
,

(b) R = 10 39
,

(e ) R = 1059

图6 阶梯形和斜坡形速度输入的归一化电压

响应
,

R 二 1沪。

(a )阶梯形
,

(b)斜坡形

- ,

—一

一——
一

PZ T 6 5 / 3 5

〔3 〕

一L
‘
任nJ,妇,1

乒吕公

|

—
t一 p s

图了 对于Pz T 6 5 / 35 型陶瓷材料的电压模式
,

实验结果
〔, }和数值计算的比较

(a) 实验结果
,

(b )瞬时响应的数值结果

S
: 5 in (2二t/ t。)

,

O
,

O< t< t。/ 2

t> t。/ 2
(3

.

6 )

‘..声、It

一一
‘了.

尤
了

子.、

S

其中 S
;
二 0

.

0 0 3 2 , t。一 0
.

1 56 畔
,

R 二 8 x l护9 (工作状态与电压模式接近)
; 当波阵面开始传

布到样品内部时 (初态)
,

相应的边界条件为

(3
.

7 )
l

,

!
X簇X簇X

u( X
2 ,

t) 二 0 任意时间

D (0 ) = 0

v
(X

,

o)二 o
,

S (X
,

o ) ~ o
,

时间间隔仍 为 1
.

0 09 娜
.

样品内应变和电场响应如图 8 所示
.

从图 8 可 以看出
,

波阵面逐渐

变陡
,

以致出现激波
,

这实际上是从 固定端X = X
Z

反射到 X = X , 这一过程中完成的
,

所需

时间大约是 1陌
.

这一结果与非线性双典型方程理论所给 出的一致 (见文献〔洲附录 I
·

A
·

2或

文献 「1 7 〕第 8 章)
.

显然
,

要想补偿非线性效应引起的陡峭效应
,

就必须考查系统的色散
,

这在一些弹性铁电材料中和非线性是同时存在 的
,

因而孤子和孤子波概念就自然会出现
〔‘” 3 .
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;
一

至攀共奎鑫幸理旦了/

~

三

三
鑫是二丢户尸

三
毛东乡户一 一

二撞可兰参
;

之贡多行了)
、士

图 8 PZ T 6 5/ 3 5型陶瓷材料应变和电场的非线性响应以及电
一

机械激波的形成
,

R = 1沪9

四
、

结 论

在陶瓷样品的线性区域检验了我们的数值方法
,

结果很好
,

给出的电压响应与实验相当

当符合
.

在非线性区域
,

从波阵面分布可 以发现激波存在
,

但它并没有呈现出明 显 的 锯 齿

状
.

计算表 明
,

粘滞性不太重要
.

对 (2
.

24 )所描写的实际耗散系统进行了非线性分析
,

发现

第三节中所描述的非线性双曲型系统将同时受到机械损耗和电损耗的影响
,

我们对此进行了

数值模拟
.

致谢 本工作是在
“

电磁弹性材料的非线性波
”

一文基础上完成的
,

这篇文章发表在杂

志 (法 )
“

M a th亡m a tiq u e s A p p liq u ‘e s e t M 亡th o d e s N u m o r iq u e s P e r fo r m a n te s
”

上
.

附 录

方程 (2
.

1的中所用PZ T 6 5/ 35型材料的系数表

密度 p = 7
.

82 x IO3k g / m
,
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e 二 17 7 X 1 0
9P a

值
、

下估

、J、‘J

二阶弹性系数

三阶弹性系数

四阶弹性系数

电压系数

介电常数倒数

非线性电系数

电致伸缩反压电系数

巴 一 1
.

5

= 3
.

0

h~ 4
.

77 又 10 8 V / m

刀二 4
.

4 5 只 108 V / F

f” 1sm ‘

/ C
Z

Q二 一 3Om Z

/ C
}
估计值
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