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摘要:  微分求积方法( DQM)已成功地应用于数值求解流体力学中的许多问题# 但是已有的工作

大多限于正规区域的流动问题,同时缺少用迎风机制来描述流体流动的对流特性# 该文对一个不

规则区域中的不可压缩层流和热迁移的耦合问题给出了一种具有迎风机制的局部微分求积方法,

对通过边界和坐标不平行的收缩管道中的流体,只用少数网格点得到了比较好的数值解# 和有限

差分方法( FDM )相比较, 这一方法具有计算工作量少、存储量小和收敛性好等优点# 

关  键  词:  迎风局部微分求积方法;  N_S 方程;  热方程

中图分类号:  O357. 1; O241. 82   文献标识码:  A

引   言

在许多工程和物理学中, 非线性偏微分方程的数值解起着重要的作用# 有限差分方法

(FDM)和有限单元方法是最常见的两种有效的数值方法# 但是,为了得到适当精度的解, 在使

用这些方法时需要使用大量的网格点, 因此,需要比较大的工作量和存储量# Bellman[ 1, 2]等人

在1971年提出了一种微分求积方法( DQM) ,因为在这种方法中, 所有网格点上的信息都被使

用来拟合在各网格点处的导数,所以只要使用很少的网格点就能得到较高精度的数值解# 此

外,由于 DQM具有使用方便,网格步长选取灵活等优点, 近年来这一方法广泛受到了人们的重

视# 早期, DQM 方法仅局限于求解正规区域的问题, 如矩形、平行四边形或者圆形区域、同心

圆形区域等,最近使用单元和映射的技巧, DQM 已被推广到求解复杂区域的问题[ 3~ 8]# 但是

为了使用这种技巧, 需要一些额外的计算量# 

在文献[ 9]、[ 10]和[ 11]中使用 DQM 方法, 同时在[ 12]、[ 13]和[ 14]中使用了其他数值方

法,对不同情形下的和热迁移耦合的不可压层流问题进行了讨论# 本文考查不可压的流场在
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无势且与温度有关的外力场作用下的流动问题# 因为我们的求解区域是由和坐标轴不平行的

收缩直线围成的不规则区域,所以使用 DQM来求解这个问题将会遇到一些困难# 为了克服这

一困难,本文提出了一种不需要增加工作量的局部化方法# 此外,在 DQM中,我们还引入了迎

风机制来有效地模拟流体和温度中的对流效应, 经过这种改进后的 DQM 方法, 我们称为

ULDQM# 利用ULDQM本文求解了不规则区域中的不可压层流和热迁移的耦合问题, 得到了

很好的数值解# 结果表明,ULDQM比传统的差分格式具有工作量少、存储量小及较好的收敛

性等优点# 

1  局部迎风微分求积法( ULDQM)

1. 1  微分求积方法

DQM 的本质,在于用整个区域上所有网格点处的函数值的线性组合,来近似表示在网格

点处函数的各阶导数# 对区域 0 [ x [ a, 0 [ y [ b ( a和b是固定的) 上的光滑函数f ( x , y ) ,

f 在点( x i , yj ) 上对 x 的 r 阶偏导数以及f 对 y 的 s 阶偏导数近似表示如下:

  
5 r

f ( x i , yj )

5x
r = 6

N

k= 1
A

( r)
ik f ( x k , yj )   ( i = 1, 2, ,, N ; r = 1, 2, ,, N - 1) , ( 1a)

  
5 s

f ( xi , yj )

5y
s = 6

M

l = 1

�A ( s)
jl f ( xi , yl )   ( j = 1, 2, ,, M; s = 1, 2, ,, M - 1) , ( 1b)

其中 N、M 分别是 x 方向和 y 方向网格点的个数, A
( r)
ik 和�A

( s)
jl 分别是加权的系数,由下式确定

  A
(1)
ik =

C
(1)

( xi )

( xi - x k) C
( 1)

( x k)
  ( i , k = 1, 2, ,, N; k X i ) , ( 2a)

  �A (1)
jl =

C
(1)

( yj )

( yj - y l ) C
(1)

( yl )
  ( j , l = 1, 2, ,, M ; l X j ) , ( 2b)

其中   C
(1)

( x i ) = 7
N

L= 1, LX i

( x i - xL) , C
( 1)

( yj ) = 7
M

L= 1, LX l

( y l - yL)# 

当 r = 2, ,, N - 1; s = 2, ,, M - 1时,有

  A
(r)
ik = r A

( r- 1)
ii A

(1)
ik -

A
( r- 1)
ik

x i - xk
  ( i , k = 1, 2, ,, N ; k X i ) , ( 3a)

  �A (s)
jl = s �A

( s- 1)
jj �A

(1)
jl -

A
( s- 1)
jl

yj - yl
  ( j , l = 1, 2, ,, M ; l X j ) ; ( 3b)

当 i = k , j = l 时,有

  A
(r)
ii = - 6

N

L= 1, LX i

A
( r)
iL   ( i = 1, 2, ,, N ; 1 [ r [ ( N - 1) ) ,

  �A (s)
jj = - 6

M

L= 1, LX j

�A ( s)
jL   ( j = 1, 2, ,, M; 1 [ s [ ( M - 1) )# 

当网格点为均匀分布时, 公式( 2)简化为

  A
(1)
ik = (- 1)

i+ k ( i - 1) ! ( N - i) !
$x ( i - k ) ( k - 1) ! ( N - k ) !

  ( i , k = 1, 2, ,, N ; k X i ) ,

( 4a)

  �A (1)
jl = (- 1)

j+ l ( j - 1) !( M - j ) !
$y ( j - l ) ( l - 1) !( M - l) !

  ( j , l = 1, 2, ,, M ; l X j ) ; ( 4b)

其中   $x = x i - xi- 1, $y = yj - yj- 1# 
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1. 2  具有迎风机制的局部 DQM方法

显然,当区域不规则时上述传统的微分求积法则很难实现# 此外, 对流体流动问题, 迎风

机制是十分重要的, 但在传统的 DQM中缺少这种机制# 下面我们引进一种适用于不正规区域

的具有迎风机制的局部 DQM方法# 考察一个不规则区域 8 ,用 $x = $y = $的均匀网格点

剖分 8# 这时在一个坐标方向上的两个内部节点间的距离为 $, 而边界结点到相邻的内部结

点的距离将可能小于 $# 和传统的 DQM 方法不同, 现在不是用全部沿 x 轴或y 轴方向上的结

点处的函数值, 而只是用部分结点上函数值的加权线性组合来近似表示沿 x 方向或 y 方向的

结点处的导数# 即f ( x , y ) 在结点( i , j ) 处沿 x 方向或y 方向的导数,近似地表示成结点( i , j )

附近的 p 个结点沿 x 方向或 y 方向处函数值的线性组合

  5 r
f

5x
r

ij
= 6

p

k= 1

A
( r)
R

1
k f ( i - R1 + k , j )   ( i = 1, 2, ,, N; r = 1, 2, ,, N - 1) , ( 5a)

  5 s
f

5x
s

ij
= 6

p

l= 1

�A ( s)
R

2
l f ( i , j - R2 + l)   ( j = 1, 2, ,, M ; s = 1, 2, ,, M - 1) , ( 5b)

其中, Rn( n = 1, 2) 是一个正整数, Rn I [ 1, p ]# 

为了引进迎风机制, 按 ( i , j ) 处流体的水平速度 uij 和垂直速度v ij 的正负号, Rn 将由下面

公式确定# 即,当 p 是偶数时,有

  R1( R2) =

p
2

+ 1,   当 u ij \ 0( vij \ 0) 时,

p
2

,    当 uij < 0( v ij < 0) 时;

当 p 是奇数时,有

  R1( R2) =

p + 1
2

+ 1,   当 uij \ 0( v ij \ 0) 时,

p + 1
2 - 1,   当 uij < 0( v ij < 0) 时;

(参看图 1)# 

( Ñ ) R = 4,且 uij \ 0, v ij \ 0     ( Ò ) R = 3, 且 uij < 0, v ij < 0

图 1 ULDQM的网格点模型( p = 6 )

式( 5)中的加权系数 A
( 1)
R

1
k、A

( r)
R

1
k、�A

(1)
R

2
l 和�A

( s)
R

2
l 可由p 个结点的坐标确定, 它们的计算公式类

似于( 2)和( 3) ,有

  A
(1)
Rk =

C
(1)

( xR)

( xR- x k) C
( 1)

( x k)
  ( k = 1, 2, ,, p ) , ( 6a)
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  �A (1)
Rl =

C
(1)

( yR)

( yR- yl ) C
(1)

( y l )
  ( l = 1, 2, ,, p ) , ( 6b)

  A
(r)
Rk = r A

( r- 1)
RR A

(1)
Rk -

A
( r- 1)
Rk

x R- xk
  ( k = 1, 2, ,, p ; r \ 2) , ( 6c)

  �A (s)
Rl = s �A ( s- 1)

RR �A (1)
Rl -

�A ( s- 1)
Rl

y R- yl
  ( l = 1, 2, ,, p ; s \ 2) ; ( 6d)

其中, r = 1, 2, ,, N - 1; s = 1, 2, ,, M - 1, 并且

  A
(r)
RR = - 6

p

L= 1, LX R
A

( r)
RL ,   1 [ r [ ( N - 1) ,

  A
(s)
RR = - 6

p

L= 1, LX R
�A ( s)
RL ,   1 [ s [ ( M - 1) ,

  C
(1)

( xR) = 7
p

L= 1, LX R
( x R- xL) , C

(1)
( y R) = 7

p

L= 1, LX R
( y R- yL)   ( R = 1, ,, p )# 

显然,当结点 ( i , j ) 的位置接近边界点时,可能没有足够的结点来引进迎风机制, 所以将

会遇到一些困难# 为了克服这一困难,下面校正 Rn使得( 5) 中的 p个结点不超出流动区域,修

正后的 Rn 有如下公式:

  R1 =
R1 - 1,   当( i - R1 + 1, j ) /I �8 ,

R1 + 1,   当( i - R1 + p , j ) /I �8;

  R2 =
R2 - 1,   当( i , j - R2 + 1) /I �8 ,

R2 + 1,   当( i , j - R2 + p ) /I �8# 

这种离散方法称为具有迎风机制的局部 DQ方法,记为/ ULDQM0# 

2  数 学模 型

考察一个不可压层流和热迁移的耦合问题# 在无量纲形式下, 用涡函数 X( x , y ) 和流函

数 W( x , y ) 表示的 N_S方程和温度的 T( x , y ) 的控制方程为

  5 X
5 t

+ u
5 X
5x

+ v
5 X
5y

-
1

Re
52
X

5x
2 +

52
X

5y
2 = F( W, X, T , x , y ) , ( 7)

  52
W

5x
2 +

52
W

5 y
2 + X = 0, ( 8)

  u =
5W
5y

, v = -
5 W
5x

, ( 9)

  5T
5 t

+ u
5T
5x

+ v
5T
5y

-
52

T

5x
2 +

52
T

5 y
2 = 0, ( 10)

图 2  流场的示意图

其中, u 和 v 是速度分量, F 是由于力场无势而引

起的与温度有关的函数, Re是雷诺数# 

本文所讨论的流场 8 如图 2所示# 假定在

管子入口 FA 处,流体的温度和速度分别是 T ( x ,

y ) = 1, v = 0, u = 3( 4- y
2
) / 16# 在出口 DE 处,

流体的温度 T ( x , y ) = 0, 并且流体是充分发展

的,在管壁 AB , BC, CD 处流体是绝热的, 并且速

度没有滑移# 由于问题关于 y = 0是对称的, 所以我们只需对 y \0的区域求解问题,于是我

们有如下边界条件:
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W= 0, u = 0, v = 0,
5T
5y

= 0, X = -
5 u
5y

,   在 AB 和CD 处,

W= 1, u = 0, v = 0,
5T
5x

= 0, X =
5v
5x

,   在 BC 处,

v = 0, T = 0,
5W
5 x

= 0,
5u
5x

= 0,
5 X
5x

= 0,   在 DE 处,

W= 0, X = 0, v = 0,
5 u
5 y

= 0,
5T
5y

= 0,   在 EF 处,

v = 0, T = 1, W= ( 12y - y
3
) / 16, u = 3( 4 - y

2
) / 16, X = 3y / 8,

  在 FA 处# 

( 11)

我们的控制方程由方程( 7) ~ ( 10)及边界条件( 11)构成# 本文的目的是寻求当时间 t y ] 时
控制方程的稳态解# 

3  数 值结 果

在本文中,对时间变量采用向后差分格式, 对空间变量采用 ULDQM 进行离散, 得到如下

公式:

  
Xn+ 1

ij - Xn
ij

$t
+ 6

R
1
- 1

k= 1

( u
n
ij A

(1)
R

1
k - A

(2)
R

1
k / Re) Xn+ 1

( i - R1 + k , j ) +

    6
p

k= R
1

( u
n
ij A

( 1)
R

1
k - A

( 2)
R

1
k / Re) Xn

( i - R1 + k , j ) +

    6
R

2
- 1

l= 1
( v

n
ij �A

( 1)
R

2
l - �A

( 2)
R

2
l / Re) X

n+ 1
( i , j - R2 + l) +

    6
p

l= R
2

( v
n
ij �A

( 1)
R

2
l - �A ( 2)

R
2

l / Re) Xn
( i , j - R2 + l) = F

n
ij , ( 12)

  
T

n+ 1
ij - T

n
ij

$t
+ 6

R
1
- 1

k= 1
( u

n
ij A

( 1)
R

1
k - A

(2)
R

1
k) T

n+ 1
( i - R1 + k, j ) +

    6
p

k= R
1

( u
n
ij A

( 1)
R

1
k - A

( 2)
R

1
k ) T

n
( i - R1 + k, j ) +

    6
R

2
- 1

l= 1

( v
n
ij �A

( 1)
R

2
l - �A ( 2)

R
2

l ) T
n+ 1

( i , j - R2 + l) +

    6
p

l= R
2

( v
n
ij �A

( 1)
R

2
l - �A ( 2)

R
2

l ) T
n
( i , j - R2 + l) = 0, ( 13)

  6
p

k= 1
A

( 2)
R

1
kW

n+ 1
( i - R1 + k , j ) + 6

p

l = 1
�A

( 2)
R

2
lW

n+ 1
( i , j - R2 + l) = - X

n+ 1
ij , ( 14)

  u
n+ 1
ij = 6

p

l= 1
�A

(1)
R

2
lW

n+ 1
( i , j - R2 + l) , v

n+ 1
ij = - 6

p

k= 1
A

(1)
R

1
kW

n+ 1
( i - R1 + k, j ) , ( 15)

其中, ( i , j ) 是区域内部的所有网格点# 边界点处的导数则采用公式( 6)进行离散# 从而可以

得到边界条件( 11)的离散方程# 

在计算中, 我们取 F = AT ,其中 A> 0是常数, 表示没有势的力场所引起的项(在[ 9] 和

[ 11] 中取 F = A(5T/ 5x ) ,就得到通常的 Boussinesq模型)# 图 2中 l 1 = l 3 = 2, l 2 = 1, BC的

斜率为- 1/ 2# 空间网格距离 $x = $y = $ = 1/ 4,取 p = 5或 6# 对不同雷诺数 Re和 A>
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0的问题进行了数值计算# 在计算中对方程( 12) 和( 13) 我们采用Gauss_Seidel迭代法求解,对

方程( 14) 采用SOR方法求解,其中阻尼因子0 < ( < 1# 图3和图4给出了不同雷诺数 Re时

的流线和等温线,图 5给出了流线随 A变化的情况# 从这些图可以看到: 当雷诺数很小时,流

场中出现了旋涡,随着雷诺数的增大,这些旋涡将会消失# 为了和通常的三点差分格式相比

较,表 1给出了两种方法的叠代次数和最大绝对误差# 图 6给出了根据两种方法得到的中心

线处速度分量 u的轨线# 表2给出了当 p = 6时达到稳态解所需的迭代次数# 应该指出,当

Re > 100时,传统的差分格式收敛十分缓慢,或者不收敛, 而采用ULDQM时, 直到雷诺数 Re =

700时仍然是收敛的# 表3给出了管道收缩部分中心线处的速度分量 u 的值# 由表3看到:

当 Re = 30或50时,流体在 x = 1. 75处达到充分发展,而当Re = 70或100时,流体在 x = 1150

处达到充分发展# 在上面的所有计算中迭代精度 E= 10
- 5

, 1 < Re < 800, 0 < A< 6# 
表 1 ULDQM和 FDM的迭代次数和最大绝对误差的比较

方法 max| X | max| T | max| W| 迭代次数

6点 ULDQM 9. 953 976E- 06 2. 384 186E- 07 3. 874 302E- 07 4 684

5点ULDQM 9. 894 371E- 06 2. 533 197E- 07 5. 364 418E- 07 4 450

3点 FDM 9. 953 976E- 06 3. 576 279E- 07 6. 556 511E- 07 4 413

  表 2 达到稳态解所需的迭代次数

Re 5 10 40 100 200 300 500 700

迭代次数 ($t = 0. 025) 301 423 458 517 612 654 674 684

迭代次数 ($t = 0. 002 5) 2 692 3 573 4 188 4 447 5 256 5 480 5 645 5 719

  表 3 对不同的 Re, 在收缩平面中心线上速度分量 u 的值

x

R e

u
0. 000 0 0. 250 0 0. 500 0 0. 750 0 1. 000 0 1. 250 0 1. 500 0 1. 750 0 2. 000 0

30 0. 912 40 1. 033 96 1. 132 42 1. 187 31 1. 216 21 1. 224 80 1. 225 46 1. 225 60 1. 225 60

50 0. 922 79 0. 976 72 1. 013 63 1. 032 48 1. 047 44 1. 058 86 1. 068 45 1. 068 56 1. 068 56

70 0. 914 13 0. 981 90 1. 043 39 1. 086 72 1. 125 86 1. 154 62 1. 183 98 1. 183 98 1. 183 98

100 0. 929 19 0. 984 11 1. 031 89 1. 064 24 1. 094 54 1. 123 77 1. 149 08 1. 149 08 1. 149 08

图 3 对不同的 Re 和A= 0. 1 流体的流线图
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图 4  对不同的 Re 和 A= 0. 1 的等温线图

图 5  当 Re = 4 时对不同 A的流线图

图 6 在中心线处 u 的轨线

4  结   论

为了求解不规则区域中的二维不可压层流和热迁移的耦合问题,本文给出了一种具有迎

风机制的局部微分求积法(ULDQM)# 利用这种方法, 对收缩管道中的充分发展的流体进行了

成功的数值计算# 结果表明ULDQM 比传统的差分方法具有工作量少,存储量小及较好的收

敛性等优点,适用于较大雷诺数的流动问题和非正规区域问题的数值计算# 因此它具有比三
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点差分格式高的效率# 
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Abstract: The differential quadrature method ( DQM) has been applied successfully to solve numer-i

cally many problems in the fluid mechanics. But it is only limited to the flow problems in regular re-

gions. At the same time, here is no upwind mechanism to deal with the convective property of the

fluid flow in traditional DQ method. A local differential quadrature method owning upwind mechanism

( ULDQM) was given to solve the coupled problem of incompressible viscous flow and heat transfer in

an irregular region. For the problem of flow past a contraction channel whose boundary does not par-

allel to coordinate direction, the satisfactory numerical solutions were obtained by using ULDQM with

a few grid points. The numerical results show that the ULDQM possesses advantages including well

convergence, less computational workload and storage as compared with the low_order finite differ-

ence method.

Key words: upwind locall DQM; Navier_Stokes equation; heat equation
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