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摘 要

本文建立变质量力学系统的万有D
‘

A le m ber t原理
,

由此导出变质量高阶非完整力学系统各种

形式的运动微分方程
,

最后举例说明这些新型方程的应用
.

一
、

引 言

目前
,

人们对变质量高阶非完整力学系统的研究还很少
.

对变质量系统的研究还仅限于

一阶非完整系统
.

H oB oc eJI
o B
得到变质量一阶非完整系统的广义H a 二 J’I o r H H方程

,

Bol t z m an
l

一H a m el 方程和 A p Pe ll 方程
〔”

.

梅凤翔在他的法国国家科学博士学位论文中研究了变质量一

阶非完整系统的广义N ie ls e n 方程 〔“’『“’. 梅凤翔和 C aP od an no 研究了变质最一阶非完整 系统

Pa r s导数下的E u le r一L a g r a n g e形式的方程和 N ie ls e n 形式的方程
【4 〕.

本文首先提出变质量力学系统的万有 D
’
A le m b e r t 原理

,

然后由此原理推导变质量高阶

非完整力学系统各种形式的运动微分方程
,

最后举例说明这些方程的应用
.

本文主要结果是
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12 )
、

(2
.
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、
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.

2 3 )
、

(2
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2 4 )
、

(2
.

2 5 )
、

(3
.

6 )
、

(3
.

8 )
、

(3
.

9 )
、

(3
.

10 )
、

(3
.

1 5 )和(3
.

2 1 )
.

二
、

变质量力学系统的万有 D
‘
A le m be rt 原理

2
.

1 设某变质量力学系统由N个质量为 m ‘ (i 一 1
,

2
,

⋯
,

N ) 的质点组成
,

对每个质点列

写M e坦 e p c K 玫益方程

。 ‘
护‘一户‘+ 左

‘

(‘~ l
,

2
,

⋯
,

N )

其中 护‘ 为第i个质点的加速度
,

尸。为作用在质点上的主动力和约束反力的合力

点上的反冲力
,

它等于

(2
.

1 )

斤
‘

为加在质

(2
.

2 )叮dmdt
一一

一R

其中“ 为微粒对质点的相对分离 (或并入) 速度
.

令
( . )
户‘表示点的矢径尹‘对时间的 m 阶导数

,
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(川 )

其变分为广义虚位移d尸
, .

赵 关 康

将 (2
.

1) 两边点乘

赵

(协 )

d尸 。,

跃 宇

并对i求和
,

得到

乙 {一 。沪‘+ 户‘十刃
‘

}
(爪 )

·

占尸 ‘= O

( 抽 ~ 1 )

(2
.

3 )

占t= o
,

j尸‘= d户‘= ⋯ 二d 尸‘ = 0
(邢 )

d 尸‘今 0

我们称 (2
.

3) 为变质量力学系统的万有D
‘
A le m b e r t原理

.

我们仅研究理想约束的情况
,

此时 (2
.

3) 中的厂‘便是作用在质点上的主动力
.

2
.

2 现将原理 (2
.

3) 表为广义坐标形式
.

设系统的位形由
n
个广义坐标ql

, q Z ,

⋯
,

q
,

确

定
.

首先采用凝固导数与偏导数记号“ ’.

令 口 /口寸
,

与 厅/厅 q ,

分 别 为 把质量当作常数时

对 4
,

和q ,

的偏导数
,
D / D t为把质量当作常数时对时间的导数

,

则有

翎

、...lee!ee
、、

/|.......夕
= 乙 。矛

‘口户
‘

aq
,

刀T _

刀不一
口户‘

O咬
,

D 口 T
N

一

弓
从‘

埃: + 乙 。 ‘户
d a礼

d t 日奋
, (2

.

4 )

鬓
一

补
”‘

毅

·

qT一
·

q厅厅汀D t

D

D t

其中T 为系统的动能
.

认一

级鬓
旅一

娜乳‘; (2
.

5 )

将 (2
.

4 ) 和 (2
.

5 ) 代入原理 (2
.

3 )
,

我们得到

粼一盅
一

孔
+

黑
+

Qs+
梦

·

}污歇
一 0

(2
.

6 )

其中 Qs 一

戳
尸。

·

靛
一 少一石

尸
‘

·

篡 (2
.

7 )

续次
,

采用Par s偏导数记号
〔‘’。

假 定质量依赖于广义坐标
、

广义速度和时间
{ ‘〕.

我们有

d 口T _ D 刀T

dt 刀续
,

一 D t 万矶
+

买
‘! ’‘

锹 (2
.

8 )

将 (2
.

8) 代入原理 (2
.

6 )
,

我们得到

小了_ “ 召T

狱 t d t 汀奋
s

+ 召T + Q
,

+ 叭飞思一 。

声J q 吕 J
(2

.

9 )

其中

最后

N

中
:
二 岁

,

十 艺
‘一 1

(2
.

1 0 )
,,夕

一rqa日
.
..

.

一r
户告

.

m

采用普通导数 与偏导数记号
,

我们有
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、...里夕leeeel

‘

、、.宁/口 T

口奋
,
+ 乙 瘫‘

礼 刹杏:黔
‘

叮了�
.

口一
d
l

八口ddt

( 2
.

1 1 )

.
lr叭qa口口1一2

乙I-1十
汀T

厅 q s一一
Tqs口口

将 ( 2
.

1 1 ) 代入原理 (2
.

6 )
,

我们得到

令了一 “ ”T

粼 t d t 口奋
s

a T
十 O

。

+ 尸
。

二 0 (2
.

1 2 )

尸
, = 乙 {‘

”‘+ “‘
! 口尸

‘ .

d
~

一

十 一订
口q

s
d t (拭黔

乞 )
一

去舞幼
!

} ( 2
.

1 3 )

现在将 ( 2
.

6) 写成更普遍的形式
。

容易证 明

( h ) ( ‘+ 1 )

普
一

绿
,

犷一
(壳+ 1 )
段

。k一 。
,

1
,

2
,

⋯

以甘 于 u 任 8

( 2
.

1 4 )

口
( 户)

刀 q
,

( 2
.

1 4 ) 和

D ( , ) T

D t ( , )
“p 乙 m ‘护

探
(P = 1

,

2
,

⋯ ) ( 2
.

1 5 )

,-r,q(口(a

由 ( 2
.

4 )
、

( 2
.

15 )

厅T

刀奋
。

D ( , ) T

D t ( , )

汀T
-

刀 g
。 _ ( 2

.

1 6 )

f-1有口(,)

刀g :

r
.

weesL1一p
一一

又
刀

== 刀矶
刀T
D t = ⋯

D ( , 一‘) T

D t (
, 一 z ) (2

.

1 7 )

。一Dt欲

由 ( 2
.

1 6 ) 和 ( 2
.

D

D t

1 7 )
,

得
一.l
.

L
峭.�
户D ( r 一 ‘) T

刀邪林乃
一

=
刀
( 户)

汀 q
s

D ‘, ) T

D t( 树

(
r = l

,

2
,

口T
-

汀 q
, _ ( 2

.

1 8 )
厅

�

(1)
几

在 (2
.

16 ) 中取P= m 一 1 ,

在 (2
.

1 8) 中取 r 二 , ,

P= 。一 1
,

将所得口T /口 g
,

与 (D / D 约

(汀T /汀奋
。

) 代入 ( 2
.

6) 中
,

我们得到如下形式的万有 D
产
A le m b e r t原理

:

令了_ _ 夕
么飞

’

汁

Dt

刀
( 明 )

刀 q ,

D (价 一 1 ) T
n

」 . _ 、、

十
上夕不

、

一

厅
( . ~ 1 )

刀 q
s 答兴

+ 。
:

+ 二
,

}戳
一 。

(。“ 1
,

2
,

⋯

这是较 (2
.

6) 更普遍的原理
.

因仍= 1时
,

(2
.

19) 便成为 (2
.

6 )
.

( 2
.

1 9 )

2
.

4 现在沿着八。二 a n 二 , e B和 V a n D o o r e n 「5 ’的思路
,

将 ( 2
.

6 ) 写成更为普遍的形式
.

在 (2
.

16 ) 中取 P= k
,

则有

D

D t

刀T ~ 工 「
刀奋

:

k L

得到

D (人

D t

左) T 汀 T
-

刀 qa
_ ( 2

.

2 0 )、卫产a

厅(h如

比较 ( 2
.

1 6 ) 和 ( 2
.

2 0 )

、卫户
8

刀(,如口T

刀q
:

=
D ( 凡) T

D t ( 寿)
一 k 一 P== 1

,

2
,

⋯

厅 q

P竺T
_

1 臼轴
;

D t ( , ) J \左= 0
,

1

;

) ‘2
·

2‘,
一

�

P
r
.

.

.

esL



] 10斗

庄 (2
.

16 ) 中取P ~ r ,

户一k,

赵

由此及

康 赵 跃 宇

.

1 6 ) 中消去 (D / D t )(口了
’

/万睁
:

) 及 汀 7
’

/ Z了g
: ,

刀
(户)

厅 q
。

D ‘, ) T l 「
,

_

, 、

刀 D ‘, )了
’

加
、

一声“ L又”一
“’

茄丁 Dt(
内

一 (, 一 :
)一只

)

口 q ,

D “) T

D t认
、」

(r = O
,

1
,

2
,

⋯

公式 (2
.

21 ) 及 (2
.

2 2 ) 是文 [5 〕中对常质量系统公式的推广
.

将 (2
.

2 一) 和 (2
.

2 2 ) 代入原理 (2
.

6 )
,

我们得到

(2

得到

.

2 2 )

今曰

关(

翻
一
沁认,巨

一的

盘 盟
一‘, 一 ,

盘
D (

汀T

汀 q
s

+ 。
。

+ 二
:

}戳
一 ” ‘, ‘“

; p 一 ‘
,

2
,

⋯ , ·
,

k = o
,

l
,

2
,

⋯ ) (2
.

2 3 )

这是一类一般形式的变质量力学系统的万有 D
‘
A le m b e r t 原理

.

它比 M a
ng

ero n 形式的

万有D
,
A le m b e r t 原理更普遍

.

因为在 (2
.

23 ) 中若取 r = P
,

则给出 M a
ng er o n 形式的万有

D
产
A le m b e r t 原理

务丁
一工

丁二 ‘ P
书

,

+ 口
。

十 岁
:

= 0 (P= 1
,

2
,

⋯ ) (2
.

2 4 )
汀 q

a

口T

厅 9 5

若将 (2
.

2 1 ) 代入 (2
.

2 4 )

-、矛8

刀
一

“

如郭
,

幼
一 (‘+ “,

特别地
,

如在原理 (2

刀
心户 )

口q
:

.

2 4 )

可得到

D
, )T

D 才冲
, + (1 + P ) 群翔

十口
,

+ 少

林;
-

0

(2
.

2 5 )

中取p 二 1 ,

便得N iels e n形式的万有D
‘
A le m b e r t 原理

乙
8 目 1

如在原理 (2

工:

{
汀 D T

厅奋 D t
+ 2
口T

厅a 。

+ 。
。

+ 二
:

琳
一 。

(2
.

2 6 )

2 5 ) 中取P= 2 ,

几= l ,

便得以
e H o B形式的万有D

‘
A le m b e r t原理

{
一 2

真
S

盟
’

+ 3

真
,

笠
十

Qs+
笋

·

瞬
一 O

(2
.

2 7 )

三
、

变质量高阶非完整力学系统

运动微分方程的各种形式

3
.

1 设系统受有高阶非完整约束

f, (、
, ,

。
, ,

廿
: ,

⋯
, (

跳
,

,)一 。
,

(刀一 1
,

2
,

⋯
,

。 ; 。一 1
,

2
,

⋯
, 。; 。一 1

,

2
,

⋯ ) (3
.

1 )

(爪 )

则约束 (3
.

1) 加在虚位移 d q
。

上的条件为

af

J

(用)

d q
:

= 0 (刀= 1
,

2
,

⋯
,

g ) (3
.

2 )

,

乙间

由 (2
.

6 )
、

(3
.

2 ) 引入不定乘子彻
,

利用普通的L ag
r a n g e乘子法

,

我们得到

且欲
一

欲
一

Qs+ 叭 +

户
彻

戳
(s 一 ‘

,

2
, ~ 一 n)

(3
.

3 )
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类似地
,

由原理 (2
.

9) 和 (2
.

12 ) 得到

d 耳T 汀T

d t 刀4
。

汀 9
5 = Q

, + 少
,

+ 乙 标
夕

, 1

(
s = 1

,

2
,

⋯
, 。)

(
s = 1

,

2
,

⋯
, 。)

(3
.

4 )

簇
一

Qs+ Ps+ 户
标

(3
.

5 )

憔0qa黑辄

一
T
·

外口口ddt

由原理 (2
.

19 ) 和 (3
.

2)
,

引入不定乘子标
,

我们得到方程

D 汀 D ‘“ 一‘’T
水 Dt 厅乳

一

Dt
‘’ 一 ‘) -

厅
(” ~ 1 )

刀 q a

D (琳 一 l) T

D t 弋仍
一 l)

一 Q
:

十 二
:

+

立
、, ”

众
夕一 l 口q

s

(
s = l

,

2
,

⋯
, ,
) (3

.

6 )

特别地
,

如果质量 是不 变的
,

则 (3
.

6 )成为

尹
’

舀:
’
= Q

,

+ 乙
口目 1

, ,

礁
口q s

(3
.

7 )

(a�(a

一

用�价口‘(�口�(八口

d一lt‘一d
川

而方程 ( 3
.

7) 已在 文〔6〕中给出
.

由原理 (2
.

2 3) 和关系 (3
.

2)
,

引入不定乘子耘
,

我们得到

1

P (
r 一k )

一 ( P一
r
) 只

)

口q

D (幻 T
-

D t (‘) _

P + 1

P

刀T

口 q a

、..产
‘

肉
一P

Z‘、、
厂...L

= Q
。
+ 梦

。
+

粼 (
P笋k , P = 1

,

2
,

r ,

寿= 0
,

1
,

2
,

⋯ ,

一 1
,

2
,

⋯
, 。

) ( 3
.

8 )乙尸

由原理 (2
.

2 4) 和关系 (3
.

2 )
,

利用不定乘子法
,

我们得到

D ( , ) T

D t ( , )

P + 1

P

口T

刀 q a

口

= Q
,
+ 梦

,

+ 乙标
口f

,

2
,

⋯
2

,

⋯

, ”

) ‘3
·

9 ,1�P

特别地
,

若取P= m = 1
,

则 (3
.

9) 成为文献〔幻中的一个结果
.

由原理 (2
.

2 5) 和关系( 3
.

幻
,

引入不定乘子彻
,

我们得到

1 「
,

二
, 、

汀
乡二存

一

L气
工十 “ )

~

牙刃一
产~闷 从口

D ( , )T

刀 t ( , )
一 ( 1 + P )

D ( ‘) T
-

D t ( “)
_

= O
,
+ 梦

。
+ 乙彻

a , ,

又
一 ( , )

p == 1, 2, :. 、
,

2
,

⋯ ; s = 1
,

2
,

⋯
, n /

(3
.

1 0 )

3
.

2

( . )

现在由上述原理导出不带乘子的方程
.

设约束 (3
.

1) 可写成如下形式

a
。十 , == 甲, ( g

, ,

咬
。 ,

互

则广义虚位移满足条件

( 沉 “ 1 ) ( 市 )

s , ”
’ ,

q s ,

q s ,

‘) (鹭
1

,

2
,

⋯
,

g ;

n 一 g ; s = 1
,

a = 1
,

2
,

⋯
, ￡

二
’ , n ) ‘3

·

川

暇
+ , 一

云
”
默戳

。 一 z 口q 。

(3
.

1 2 )

将 (3
.

12) 代入原理 (2
.

1 9)
,

并注意到dqa 的独立性
,

我们得到M a g g i型方程
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/ D

甲 Dt
口
( 爪 )

刀 q 『

D (仍 一 ‘)T

D t(仍
一 1 )

厅
一 ( 优 , 1 )

口 q ,

D (饥 一 1 )T

D 才俪勺万
一Q

。
一少

,

)

十 乙
/ D

火阴 D 矛

、

享
D ‘仍 一 1 ) T

D 才(怕
一 l)

口
(沉 一 1 )

厅 g
。 、 ,

D (饥 一 ‘)T

- 刀才
‘“ 一 ”

一 Q
。 ·。一 少 二 ,

)

刀 q
。 * ,

口甲产

(饥) 二 O (3
.

1 3 )

我们继续变换方程 (3
.

1 3 )
.

为此
,

(抓 )

消去不独立的 q
。 , 。而得的表达式

,

日q 。

令 茄洲宁 /刀, : m 一 , 。为刀、。 一 ‘)犷z刀, (仇
一 ,

中借助关系(3
.

1 1 )

贝!1有

。尸、口口爪口
一h(aa(

"

乙
产口、、目尸

D (饥一 1 )T

D t(仍
一 1 ) 一

汀
( . )

口 q 。

D (仇一 l )T
刀t(而刁厂 +

声一 1

厅
(. )

厅q
: + ,

D (饥
一 1 )T

D t(价
一 1 )

刀。
几

D

D t

厅
(门 )

口q 。

碑
尸、、尹

D ‘仍 一 ‘) T

D t(饥
一 ’、

D

一瓦
-
厅
(. )

口 q ,

D (仍 一 互)T

刀t(协 一 ‘)

十 乙
口

(. )

厅 q
。 + ,

D (拼 一 1 )T

D t(饥
一 1 )

(3
.

1 4 )枷困aqa枷间aqa

d
一

dt刀耐

DD
,

"

乙
十

产” l

刀q
。, ,

D (仍 一 1 )T

D t (价
一 1 )

口
(川 一 土)

口 q 。

将 (3
.

1 4 )

产自、“口

D (仍 一 ’)T

D t‘饥
一 1 )

刀
一 (爪 · l)

口 q 。

D (fn 一 ’)T
~

_ ; _ _ , 丁一

十
刀t

、” . ‘ ,

汀
(. )

汀g
。 , 声

D (‘ 一 1 )T
一

力矛汤
一 ’)

己切尹

(爪 . 1 )

口 q
。

"

乙尸

代入 (3
.

13 )
,

我们得到

万
一

�g

一
"
汀一

D
汁乙 D t

刀
( 阴 )

口 q 。

尹. 、 . 尹

D (“ 一 1 ) T

D t (。 一 , 、

二
’

产口、、曰
口

D ( m 一 l 、

T

力产而刁 )

一乙
尹

, l

汀
( 用 )

口 a
。 十尹

D ‘仍 一 1 )T

D t (爪
一 1 , (tn 备

一

耸
-

口 q 犷

日切吞

’

母二
’)l(月

一 乙
夕, 1

万
( 爪 . 1 )

D ( 饥 一
幻 T

D t ( 。一 、

a
默一。

。
+ 示

·

aq 口

(a = 1 , 2
,

⋯
, 。) ( 3

.

1 5 )

口 q
。 + ,

"

乙P-l
"

乙P-1
其中 西

。
= Q

,
+

门 0甲 ,

‘褚 e + 声 ( . ) 孑
。
= 少

。
+

a甲产
少

。十 , 二
( m ) ( 3

.

1 6 )
日g 。

如果质量是不变的
,

则 ( 3
.

口q ,

1 5 )给出
J产、七洲
( 饥 * 1 )

a T
( 而 )

口q 。

沪口, 、尹
( 仍 肠几 )

a T
( 爪 “ 1 )

口 q ,

一 乙
声. 1

( 讯 . 互)

口 T /
_

_

一花雨,一 、1n
口q

。+ 夕

a切声
( . ) 一
日q

,

一

煞
了

)
口 q 。

‘

ddtd一dt切
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一 乙

( ”含崎 1 )

口 T
(爪 . 1 )

口 q
。 + 刀

(3
.

1 7 )
声一 1

口
默一。

。

(a 一 1
,

2
,

⋯
,

。

口q ,

而方程 (3
.

17) 已在文〔6〕中给出
.

而 当m = 1时
,

(3
.

1 5) 便是文以〕中的一个结果
.

在原理 (2
.

25 ) 中取 k= 。一 1 ,

P= 。 ,

则有

口
(爪 )

汀 q ,

D (拼 )T

D t(价 )
+ (。 + 1 )

口
(. 一 1 )

刀 q a

刀 (价 一 1 ) T

D t(仇 一 1 )

+ Q
。
+ 梦

。

}撇
一 。

(3
.

1 8 )

(3
.

1 8 )

D (仍 )T

D t(价 )

由
(

6
用 )

q ,

的独立性
,

一 (。 + 1 )
口

(二
1 )

口 q 。

得到M a g g i

D (价 一 1 )T

D t (琳 一 1 )

型方程

一口一岁
·

)

口
( 爪 )

口 q
。 十 ,

D (仍 )T

D t (饥 )

一 (。 + , ) 一二

鲁
-

汀 g
, 十 ,

D (饥 一 1 ) T

D t(。
一 l。

一。
。十 , 一二

。 * ,

)
一

煞
口q ,

O (a 二 1
,

2
,

⋯
, 。
) (3

.

1 9 )

令万盆丁z刀 , (饥 )
为 刀 (。 , 丁/刀, ‘。 , 中用

(用 ) (爪 十 1 )

(3
.

1 1 ) 消去 g
。 十 , 及 q

。 十 , 而得的表达式
,

则有

、l!I!lee|ra、
/
|.lee......j/

尸. 、喇产

D (价 )T

D t(仍 )

厅
( m )

厅 q
。

D( 、 T
,

咨
一
一 十 夕

刀t
、”‘夕

月

尸叮
P ‘

l

、

分
刀 q

。十 ,

D
戈饥 ) T

D t‘饥 )

.

口卿
(爪 )

口q ,
一一

口恤和z
(
汀

厅。
几一一

·

卿川咖a
(口

十 乙
刀
(加 + 1 )

尹
一 1

口 g
。 十
声

D (仇 )T

D t(价 )

D ‘饥 )T

D t (仍 )

(3
.

2 0 )

尹)场峨伽为
_

六 刀
十 之曰 (川

, 一 ,

刀 q
. + ,

D 厂饥 )T

D t‘仍 )
+ 乙
夕一 1

口 D (。 一 ‘)T

万甸 而佩
U厂

’

声才q
。 + 声

口尸,习.口
�叫爪g口自卜l(刁甘

刀
( 爪 , 1 )

汀 q ,

沪
户、 . 尹

D (价一 1 ) T

D t ( 仍 一 1 )

刀
( 价 、 1 )

口 q ,

D (。 一 , ) T
.

杏
、不 兀二- -、 兀一 州

一
夕

丈Jt ‘”
‘一 孟 尹

二一丁
P . 二

(

仔
口 q

. 十 ,

D (饥 一 1 ) T

D t ( 协 一 1 )

口切声

(二
1 )

口 q 。

将 (3
.

2 0) 代入 (3
.

1 9)
,

我们得到方程
沪门、切尹

D ( 仍 ) T

D t‘仍 )
一 (m + 1 )

刀
(二

1 )

刀 q ,

尸 , 、尹

D ( 价 一 1 ) T

D t (琳
一 1 、

刀恤
m

刀q ,

;

乙
一
夕, 1

刀
( 附 )

刀q
。十 ,

D ( 饥 一 1 ) T

D t( 价
一 1 ) 「

m 口

念
一 (m + 1 )

一 口q 。

a切夕

( 爪 , 1 )

a q ,
〕

一 (m + 1 ) 乙
夕. 1

刀
( 用 肠 1 )

口 q
, + ,

D (仍 一 生) T

D t (价 一 l )

口甲声

J
一 = 西

。
+ 于

。

(a = 1
,

2
,

⋯
, e
)

q ,

( 3
.

2 1 )

特别地
,

如果质量是不变的
,

则 (3
.

2 1) 给出
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产臼、如2
〔爪 ‘ 1 )

口 T

(沉 , l )

傀
。

厂f
7。 ”

无卜
(m + 1 ) 忽

)

口q
。 十刀

’一

口g
。

口 Q
a

"

乙
一

尹. 、、尹

‘” 2 )

口T
阴 、。 ) 一 (”l + 1 )

口q
。

(州 ‘ 1

口 q 。

一 (阴十 l) 万
刀= 1

口
默 一。

。

(a 一 1
,

2
,

⋯
, :

口q ,

(3
.

2 2 )

而方程 (3
.

2 2) 已在文献〔6 ]中给出
.

而当 m = 1时
,

方程 (3
.

21 ) 成为文献 〔2〕
、

[3 ] 中的

个结果
.

四
、

例 子

质量为 。 = 。(t) 的质点在力作用下在空间中运动
.

它的运动受有二阶非线性非完整约束

汀
3

= 汀
:
汀

2

(4
.

1 )

具中q ;
= x

,

q :
= ,

,

q 3
二 : ,

试建立质点运动微分方程
.

现在利用方程 (3
.

1 5) 来求解
.

对此情况
,

(3
.

1 5) 给出

口
口汀

。

口
厅寸

3

洲户、如洲

D T

D t

D T

D t

汀
汀奋

,

口
汀互

3

D T

D t
时

3
_

口汀
,

a守

口奋
,一�DT一

Dt

口汀
,

二 O
。
+ 梦

。

(a = 1
,

2 ) ( 4
.

2 )

系统动能为

1
= 石丁优 tq i + q

‘

+ 奋

口

产、、尹

D T
。 (奋

;汀
, + 奋

2

万
:
+ 奋

3

汀
1
万

:
)

= m q l

= m q Z

= 优q 3

=Dt�DT
一Dt�DTDtDT一Dt

因此
签= 阴 (痊

1

汀
;
+ 续

2
万

2
+ 巨

3

仃
3

)
,

q 一,

123�一

了4
。

q7考
。

qT尤
一..0132J/产勺劣J尹产门亨�洲户

�

勺J二O止�口」

尹户
J

不
J
廿

声�口�d

、.产、.尹2�叽�叭..闪
,·

叽
·

吼
二

叫:0值仗
..叽时而m阴阴一一一一一一�DT

�

几贯瓮呱厅鱿汉嗽
汀琳压鱿

订
:
= Q

; + Q
3

4
2 ,

口
2
= Q

Z + Q
3

4
, ,

争
1 = 少

:
+ 少

3
心

2 ,

子
。
= 梦

2
+ 梦

。

互
1

将这些表达式代入 (4
.

2)
,

并整理得

m 心;
(1 + 互l) == Q ; + Q

3
吞

2
+ 岁

,
+ 少3互2 , m 奋2

( 1 + 吞圣)二 Q
Z
+ Q

3
心: + W Z + 岁

3
J I

特别地
,

如果质量是不变的
,

则 (4
.

3) 给出

m 奋
,

(1 + J孟) 二Q : + Q
3
心

: , 。J
Z

( 1 + J; ) = Q
Z
+ Q

3
吞

1

方程 (4
.

4) 与文献 [7 〕中结果一致
.

(4
.

3 )

(4
.

4 )

本文得到北京工业学院樊大钧教授
、

梅凤翔副教授的支持
,

谨此致谢
.
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