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摘 要

对于实际金属材料
,

裂纹前端总是存在一个或大或小的塑性区
.

对于小范围屈服
,

线弹 性断

裂力学分析仍适用
,

但必须对塑性区的影响作修正
.

传统的修正方法 (以下简称 Ir w in 法)‘
l
卿

,

是

引入有效裂纹长度的概念
,

即认为由于塑性区的存在
,

实际裂纹长度必有所增加
,

如取裂纹 长 度

等于有效裂纹长度 2(
a + r ,

)
,

其中 2a 为裂纹的原长
,
Zr y

为裂纹的增长量
,

则可不必考虑塑性区

的存在
,

仍按线弹性断裂力学处理
.

本文则认为
:

由于塑性区的存在
,

实际的裂纹长度和外加应力均会增大
.

即是说
,

应力 强 度

因子中的两个参量 a及a ,

(外加应力 ) 值均将改变
.

文中指出
,

按本文方法确定的应力强度 因子式 (3
.

2)
,

较通用公式 (3
.

4 ) 更接近于 D uf fy〔‘,

的符合实验结果的经验公式(3
.

6)
.

一
、

有效外加应力的概念

.

1 } { } ! 卜日一L
_ _

”

}

卜一
“
一~

, 洲

丁 { 1 { { { } { {

在无限大平板中有长度为 2a (图 1) 的中心穿透裂

纹的情况下
,

当外加应力 二1

较大时
,

裂纹两端将 出 现

塑性 区
.

在塑性区的劣轴上沿梦轴方向有应力。。

(屈服应

力)
.

当裂纹长度由原来的 2a 增大为2(
a + , ,

)时
,

此应

力a
。

便力图使裂纹重新密合
.

我们假设在整个裂纹表面

上作用有拉应力 a 犷
,

此应力使裂纹绕 H 点张开
,

而屈

服应力 a :

则力图使裂纹重新密合
.

当二者相平 衡 时
,

裂纹长度便扩展了2r
, .

现求衅 与
r ,

的关系〔“’:

由于裂纹的张开
,

主要是由于绕着有效裂纹端点H

的力矩起作用
,

以H 为力矩中心
,

由力矩的平衡条件得

a :
一

恤士恤)
2

= as
一

2 (1
.

1 )

图2(
a
)表示原外加应力为。 , ,

裂纹原长为 2。的情形
.

裂纹长度要扩展成为 2 (
a + r ,

)
,

便

必须在裂纹的表面上增添应力川
,

它即是图 2(b) 的情形
.

根据迭加原理
,

又可变为外加应

力为a ;
+ a 竺和裂纹长度为2 (

a 十 r , ) 的情形
,

如图2(
。
)所示

.

井

钱伟长推荐
.
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几 + u 护

帝
.

⋯
一

⋯一
曰竺

竺竺弓 ! } 卜
2 (。+ r , )州

内

(b )

图 2

吨+ 口
f

(e)

·al(a)

在近似计算中
,

式 (1
.

1 ) 可简化

。‘一aa (潇知一
aa

、

而共丽砰一
,

孰卜
2

份
⋯
)
划aa
犷

故有效外加应力为

。
卜

。 : + 。

卜
。 , +

等 (1
.

2 )

以后会明了
,

式 (1
.

2) 准确至 O (几,)
,

这里 几= 氏 / a
: .

裂纹的增长量 2r’要由外力和内力相平衡的条件 (I rw in 法) 来决定
.

二
、

塑性区尺寸的确定

如图 3 所示
,

在无限大平板中有中心穿透裂纹的情况下
,

按线弹性理论计算得出在裂纹

尖端沿x 轴距裂纹尖端O为
r
处的截面上的 a , 随

r 变化的曲线A BC 的计算公式 (设平板属平面

冈\\y
a

应力 ) 为

r + a

a’“ al 江
,

叮加
r

当r 《a 时
,

有

(2
.

1 )

口
1 0

a 梦= 一少丈一 =
八了 乙a r

a :

动 , a

斌 2二「
(2

.

2 )

式中2a 为裂纹的长度
, a :

为距裂纹很远处的均

匀拉应力
.

我 们 称 式 (2
.

1) 为 精 确 式 ; 式

(2
.

2) 为近似式
.

现设裂纹尖端附近已经发生塑性变形
,

这部份材料的应力将保持为u ,

(屈服应力) 的水

平
,

不再上升
.

这就要求B C部份所代表的应力要相应地提高
,

塑性区要继续扩大
,

最后
,

实

际应力的分布曲线为F B B
Z
C

Z

曲线 F B B
:
C : 我们假定是这样得来的

,

首先
,

把曲线AB C向右沿 x 轴方向平移一段距离

B B
;
= 介

,

而得曲线 F B BI C
,

.

然后认为应力强度 因 子 、 :
二。

,

斌 二a
一

中的 a ,

变为叮
, a

变为
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a , , a + r , ,

使得曲线F B B
I
C

I

变成 T 曲线F B B
Z

C
:

.

沿“轴截面上的内力必须和外力相平衡
,

这就要求面积月B CCz E
:
O等于面积 F B B

Z
C

:
E

:
0

.

但面积BCE D 等于面积B : C ;E :D ; .

此外
,

如果用近似式(2
,

2 )进行计算
,

则有面积B
Z
C

Z
E

Z
刀

,

和面积 B
I
C IE ID

,

的比值为 a 厂斌
a ;

/ (a
,

材 。
)

.

我们假设用精确式 (2
.

1) 计算时
,

这个比值

仍近似不变
.

由于 BB
;
“CC

: ,

如果比值 a f斌
a :

/ (口
, 斌 。

)“ 1 ,

则有B B Z”CC
Z ·

我们有

面积AB cc 二。一

广拼媲弄
dr +

艾
‘

兴糕
dr + 。 1

“

, 0

r x = O E
,
尸== B B : = CC : , r 。二B F

.

面积Bc ED
一

〔:
。 、

(些主吐
一

dr

a 了
面积F B B : C

z
E : O == (

r 。+ R )a
,
+ 斤 -

u 1

由面积A B CC ZE
Z
O等于面积F B B

:

C : E : O得

斌
a , 「r

‘

爪立士吐
_

,

扩司
, 。斌

r

拜丽尸
·

rr
�1.J

+rdI:
’ 口 :

(
a + r )

斌 产干忿示

。 ,
(
a + r

)
斌

r Z + Za r d r + R a 、= ( r 。 + R ) a :

+
~

理掣困
_

f
口 i M 口 J

f 1 a :
(
a + r )

一 7 布= ;万 一
二

a r
八Z r “

十 艺口f
( 2

.

3 )
r o

且p

。;

斌几干丽几+ R “
;
一 a :

(
r 。+ R )

/ 仃f
= 仃 l 几

\ 仃 1

斌面
J 一 1

V a )
·

( 斌心不厄石十
1

一斌几干丽凡 )

由精确式 (2
.

1) 得

( 2
.

4 )

现求
: : .

由于在图3中的C点有口, = 口 : ,

r l= co

因此
,

我们改用近似式 (2
.

2)
.

在C点有

“ : = a :
斌丽

一

/ 斌汤
,

故得
r ; = a / 2 (2

.

5 )

及

千丽丁又厄= 斌 5 a/ 2

在B点有

( 2
.

6 )2
曰三

斌子

现求r o .

由式 ( 2
.

1 )
,

。 ,

= a : ( r 。+ a ) /材石畜千面i

故
r孟+ Za r 。== a :只2 / ( i 一元2

) ( 2
.

7 )

r0 一

(
一 1 士
了

几
么

i 叶
.

二一
-

~

一百‘

1 一 几
“

一

)
a

根式前应取正号
,

得
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/ 1 、

‘傲一 l 十材 1 一护 )a
(2

.

8 )

将式 (2
.

6 ) 及 (2
.

7 ) 代入式 (2
.

4 ) 得

叭以
斌 1 一矛

一 a :

(
r 。+ R )= a ,

盯
一

百 几

2 一斌 1一矛 )一
“a ‘

(2
.

9 )

一ala斌斌叮
�

al

估计到式 ( 1
.

2) 式 (2
.

9)

及 r , 的方程
.

中显然含有二个来知量R 及 r , .

为此
,

我们还需建立一个 连 系 R

由于我们假设图3中曲线B Z
C

Z
是由曲线 B C经过下述二个

变换得来的
:

( a) 座标原点沿二轴方向向右移动了一 段 距 离

B B , = r’ , 及 ( b )应力强度 因子中的吸变为 a f
, a 变为

a ; ,

曲

线 B C必须变形
.

所以
,

如果把座标原点O沿x 轴向右移动
r ,

= 刀刀1 ,

同时
,

把al 换为 J f
, a

换为
a 、= a + r , ,

就可不必考

虑塑性区的影响
,

而可用线弹性断裂力学来处理
,

即在裂纹

延长线上应力分布为

rrr ,,

( 2 1 0 )

式中r
为截面至原点O的距离

,

犷(a
、
+ r ‘

)
r 产“

+ Za l r 尹

r 产为截面至新原点O 尸

的距离 (图 4)
, r , = 0 0

‘

回到图 3
.

在B
Z
点

, 。 , = a : ,

故式 (2
.

10 ) 变为
。 。

= 叮 (
r ‘+ 。 :

)/ 斌于“千风产
将式 ( 1

.

2 )代入得
r 声“

+ Za : r 尹
= (几+ r毒/ a Z

)
“

(
r 产

+ a ,

)
“
二 几

2

( r
产
+ a ;

)
“

式中几= a : / a
:

称为比外加应力
.

式 (2
.

1 1) 只准确至O (护 )
.

式 ( 2
.

1 1) 可变为

(
r 尹2 + Za lr ‘

) ( i 一又
2

) ==
a ;几

2

故

( 2
.

1 1 )

/ /
j .

护 、

r ‘

= 又一 1 土V 工十
一

i二矛夕
“‘ ( 2

.

1 2 )

根式前应取正号
.

由图 3及图4知
,

在B
Z
点有

: 二 F B
Z
= F B 十 B B Z = r 。+ R

.

故 : ‘ = : 一刀丑
,
= r 。 + R 一刀刀

, ,

耳p

r 夕== r o + R 一 r ,

此外
,

a z
= a + r ,

故式 ( 2
.

1 2 )变为

r 。+ R 一 r , = (一 1 + 1 / 斌 1 二矛 ) (
a + r ,

)

故
, , = 斌 1 一护 〔

r 。+ R + ( 1一 1 / 斌 1 一护 )
a 〕

将式 (2
.

8) 代入得

r , = R 斌丁二护
一

( 2
.

13 )

于是
,

我们得到了联系与及R 的第二个方程
,

它只准确至 O (矛)
.

以下
,

我们联合 式 (2
.

9)
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及 (2
.

13) 求
r , 及R 的数值

.

零级近似

由于 a f 材可/ (
a :
双五)“ 1 ,

以及R a : 《R aa
,

故式 (2

时
,

略去此小量
,

式 (2
.

9) 变为
。 : a几/ 斌不刁

「一 a :

(r
。
+ R )== o

将式 (2
.

8) 代入得

R = (1 一斌
夕

丁二诀
2

)
a

将上式代入式(2
.

1 3 )得
r , = (几

2一 i + 双万二又
2

)
a

9) 的右边为小量
.

零 级 近 似

(2
.

1 4 )

犷
(2

.

1 5 )

一级近似

一级近似时
,

式 (2
.

。) 的右边
,
R

, a 盆/ 。
:及 r , 分别用式 (2

.

1凌)
,

(1
.

2 ) 及 (2
.

1 5 ) 计

算

材al = 斌
~

砰于奋二斌 (护+ 命丁刁
“

)a

r :
= l 十 一 六

a ~ 几

1十
(护一 1十 材互二几

么
)
“

又
时一叭

于是式 (2
.

9) 成为
口 x a几

命压不疏‘一几
‘r

。
+ R , 一a l

王l
, + (护一 1 + 材1 二矛

一

)
“

之
斌 矛干斌丁二矛

久

一材丁二只
2

a 一 (1 一澎
一

1二矛 )
a a :

故得

R = 一几a {〔
‘+

一 1

}(令

(护一 1 + 澎
一

i二
一

几‘ )
“

〕
、

一
一

l}
/ 斌 5 几 、

. , _ . , 、 , _

一一一
二 一 、

.

吸一
.

万一一一了二= 一百压
,

】一 a 吸1 十人) t l一 V l一 几
‘

)
、 乙 八了 i - 几 一 ,

(2
.

1 6 )

如图 3 ,

塑性区尺寸为R ; = F B Z ,

即

R
:
= r o + R

式中
r。及R 分别 由式 (2

.

8) 及式 (2
.

1 6) 决定
.

而按 D 一M模型 (D u g d a le ) 则为
【‘’

一
,

汀

“ ID = a 气se c Z 几一 1 )

(2
.

1 7 )

(2
.

1 8 )

如果按照通常的有效裂纹长度法 (Ir w in 法 )计算 “ ’,

则得

R 1 . == a 几
2

(2
.

1 9 )

对于不同的之值
,

按照式 (2
.

1 7)
,

(2
.

18 )及(2
.

1的算得的塑性区尺寸列入表1 ,

以兹比

较
.

尽管按照D 一M 模型式 (2
.

18 ) 计算得到的塑性区尺寸总是比实验值大些 [ 5〕
,

但人们公

认为D u g d a le的公式 (2
.

1 8 ) 比 Irw in 的公式 (2
.

1 9 )更准确些
.
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表 1

塑 性加力外比应

入= 卫卫
_

区 尺 寸 Rl

本 文 { 通用公式

式(2
.

1 9)

0
.

2

0
.

3

0
。

4

0
.

5

0
.

6

0
·

7 {

D
一

M模型

式(2
.

18)

0
,

0 5 1 5a

0
,

12 2 3 a

0 2 3 6 1a

0
.

4 14 2 a

0
.

70 13 a

1
.

2 0 2 7 a

式 (2
.

17)

D
.

0 42 7a

0
.

10 13 a

0
.

1 9 36 a

0
.

3 32 8 a

0
.

5 42 9 a

0
.

8 706 a

由表 1可见
,

按照本 文公式 (2
.

1 7) 算得的塑性区尺寸 凡
,

比按通用公式 (2
.

19) 算得

的更接近于D u g d al e的公式 (2
.

18 ) 的结果
,

而且R ,总是比凡
,
小

.

三
、

应力强度因子的塑性区修正

首先
,

我们指出
,

推导式 (2
.

1 6) 时
,

只是在式 (2
.

9) 的右边用到了近似式 (1
.

2)
,

而 式 (2
.

9 ) 的右边为微量
.

故式 (2
.

1 6) 具有比式 (2
.

1 3) 更高一级 的 精 确 度
。

准 确 至

O“
4

)
,

我们 由式 (2
,

1 5 ) 及 (2
.

1 6 ) 求r , 的数值
.

由于 动
一

I二几
‘ = 1一几丫2 一几州8

故有
, , 一

们
‘、 (一 ,潇

1十工心全丛{丝丝
一

1了
1

代
一
4o4
一 1
不

‘L 几 」
,

乙 O J

·

(穿
一、禹a)a

+ ·
(1十 ‘)(争

一

护)
“ I‘、

因

( 1 一 ,
“

)
一
孟, = 、(1 + *

‘

/ 2 )

故
r , 一、 ,

、{!
一 ;

(
1 +

铡可
矛

一不 一 1
石

1了心
」\ 2

几

一斌 1 一护 )
a

a 十 万
艺

一、 , 一

以
一“

〔(

‘“
“+ “

3
+ “

4

/ 4 )}
1 +

誓)
(1 + “

2

/ 4 一、
‘

/ 16 )一 1

」
, _ , 。 , , , , _ 、 .

a /
, , . , 。 .

1
。

八、.

气V S / 乙一人一扩 / 乙)a 十
。 几 几一

十 f 十
‘

几’

矛r
乙 \ 4 / 夕

一

。、
·

〔
一

(静
、

一

护一

专。穿小
+

扮
+

。 遗明
一

(卜落
一

扮)l落
+

件
一

愧
5

尹
+

以
+

;
一

飞沁川
·
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一

!争(
一

杏
一

穿)As+ (音
一

夸)峥
且p

r , = a (0
.

5几
么
+ 0

.

2 2 0 5几
3
一 0

.

1 5 4 5久
4

) (5
.

1 )

在此基础上
,

我们对应力强度因子进行塑性区修正
。

考虑到裂纹尖端附近的一部分材料

已经发生塑性变形
,

如果仍按线弹性理论来处理
,

则在裂纹延长线上
,

距裂纹尖端极近的地

方
,

应力分布为

a , = a f斌而丁/ 斌而
r ,

按照传统的方法
,

引入应力强度因子的概念
,

上式变为

a , = 、
打斌丽刃

式中心为应力强度因子
,

且

心 == 叮斌 丽
:

将式 (1
.

2) 代入上式得

·
:一

:

(
1 +

簧)、
牙刃舀千‘)一几、、(

r 二
1十 一犷

,

a 一人
)丫1 + 少 (3

.

2 )

增大系数为

“一

(
‘+

并)丫五普 (3
.

3 )

式中
r , 由式 (3

.

1) 决定
.

由式 (3
.

1) 及 (3
.

3) 得到的增大系数寿准确至O (久
‘
)

.

按照通常地有效裂纹长度法 (I rw in 法 ) 进行塑性区修正时
,

则得应力强度因子的 计算

公式为
〔“’

心声al 材 油 / 斌 i二流丫2 (3
.

4 )

增大系数为

k‘== 1 /材 i 一久
“

/ 2 (3
.

5 )

D uf fy等以 D 一M模型作为塑性区修正的理论基础
,

提出了应力强度 因子的计算公 式〔‘’

H
r
D == a :

双瓜币
一

/ 以
e o
咖口z

/ Za
。

(3
.

6 )

式中
a se e

二
;
/ (Za

。

)= a + R : ,

a 。
= (a

.

+ a 。)/ 2 (3
.

7 )

式中几为强度极限
.

增大系数为

/—
- 元石

佗D
二 V

s e c 一

Za二 (3
.

8 )

D uf fy 的公式 (3
.

8) 虽然有D 一M模型 (D ug d al e) 作为理论基础
,

但毕竟只能算是一个

经验公式
.

因为 2(
a 十 R l。

)
,

式中R , 。
为塑性区尺寸

,

不能算是有效裂纹长度
, a ,

也不能算是

有效外加应力
。

但是
,

公式 (3
.

8) 与实验符合得很好
〔们 ,

因此
,

我们把它作为准确公式
,

并把它 和 式

(3
.

3 ) 及 (3
.

5) 作比较
,

列入表2
.

表2中
,

应力叭
, a .

及a 。的数值均是取自文献 〔4]
.

从表 2可见
,

和准确式 (3
.

8) 相比较
,

几= 0
.

7 1 6 0 时
,

本文公式 (3
.

3 )的误差为 5
.

54 肠
.

汽= 0
.

7 9 8 6时
,

误差为6
.

22 肠
.

故当元( o
,

7时
,

本文公式 (3
.

3 ) 的精确度是相当高的
,

是可

用的
。
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一 ~ 一
几.

.
、 . . ..

~
~
~ ~

.

一
归
~ -

-
.

一-
~ ~

. ,

一 -
- ~

.

, -

一
. . .

- -

一 一
~ ~ ~ ~

一
-

~一 一
币

-

至于本文公式 (3
.

3) 和通用公式 (3
.

5) 相 比较
,

则一直到几= 0
.

8
,

前者均 较 后 者 为

优
。

,,

夕气气
口 bbb 几= 业

---

增 大 系 数 kkk

、、P5 1 夕夕 (Psi))) 仃 sssssssssssssssssssssssssssssssss88888 5 2 0 00000 D u ffyyy 木 文文 Irw innn

88888 0 2 0 00000 式 (3
.

8))) 式 (3
.

3 ))) 式(3
.

5 )))

8888888888888 5 2 0 000000000000000 1
.

0 2 922222222222222222222222666 8 60 000 8 0 0 0 000 0
.

2 3 9 888 1
.

1 0 1 444 1
.

0 1 9 777 1
.

0 14 777

666 3 90000 7 5 2 0 000 0
.

4 3 1999 1
.

1 1 8 999 1
.

0 7 8 777 1
.

0 5 0 222

666 8 6 0 000 了T3 0 000 0
,

460 666 1
.

22 5 777 1
.

的2 111 1
。

肠7 777

666 4 7 000000 0
.

5 99777 1
.

3 5 3 777 1
.

1 7 7 666 1
.

10 4 222

555 9 5 0 00000 0
.

7 1 6 000 1
.

4 5 9 222 1
.

2 7 8 777 1
.

15 9BBB

555 8 6 0 00000 0
,

7 9 8 66666 1
.

3 6 8 555 1
.

2 1 1 777

〔1 1

[ 2 〕

[ 3 〕

[ 4 〕

[ 5 ]
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T his p a pe r d is eu s s e s t五e e o r r ee tio n fo r s t re s s in t en sity fa e to r d u e to tn a te ria l p la st ieity
.

T he au th o r e o n s id er s tha t b o th the e r a ek le n g th a n d the s tr e s s a t i刀 fin ity eha n g e a r e d u e to

p la st ieity
.

T 五e a u t如r ‘5 eo r re e tiv e fo r也u la fo r st re s s te n s ity fa eto r d u e to p la s tie ity 1 5 fo r -

m u la (3
.

2)w hie h 15 in g o o d a g re e m e n t w ith D u ffy
‘5 fo r m u la (3

.

6)a n d 15 b e tte r tha n Ir w in
‘s

fo r m u la (3
.

4)
.


