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摘 要

本文以 S a ln Ps on 球形无穷级数作为基本奇点
,

采用分段等强度和分段二次抛 物分布两种体内

连续分布法解任意形状扁轴对称体的 Sto kes 流动
.

通过扁球的无界绕流问题
,

对这两种方法的收

敛性
,

精度和适用范围做了检验和比较
.

结果表明
,

在一定的 范 围内
,

无论是阻力系数或压力分

布
,

它们的计算结果都和精确解符合得很好
,

而且
,

随着分布函数逼近程度的 提 高
,

其收敛性得

到改善
,

适用范围也随之扩大
.

作为一般算例
,

分别用这两种方法解决了卡西尼扁卵 形 体的绕流

问题
,

得到了一致的结果
.

最后
,

用分段二次连续分布法计算了具有一定生理意 义 的红细胞体的

St o ke s 流动
,

首次得到了它的阻力系数和表面压力分布
.

_ 己畜 理岁
、 J . 】二 .

在生物工程
、

化学工程和环境工程等学科中
,

存在着诸如微生物运动
、

悬溶胶体的运输

和气悬体等等一大批与低雷诺数下绕流问题相关的题目
,

而且有关物体的形 状 往 往 比较复

杂
,

例如
,

红细胞的正常形状就是双凹 的圆盘形
。

在小雷诺数流动中
,

扰动的衰减是非常缓慢的
,

这给用有限元和有限差分法处理无界绕

流问题带来困难
。

因为当我们用有限区域逼近无界区域并在有限区域中应用有限元或有限差

分时
,

被忽略掉的区域仍然会对数值计算的结果有着不可忽视 的影响
,

这便严重地影响了方

法的精度及有效性
.

因此
,

在无界绕流问题中
,

有限基本解方法得到了较为广泛的应用
.

例

如
,

吴耀祖等
〔”用 S to k es 流子

、

双极子
、

四极子
、

旋转子和应力 子 等奇点的体内连续分布

法
,

求出了旋转椭球在各种来流条件下的解析解
.

但是对于一般的任意物体
,

利用这种方法

很难求出解析解来
。

G luc k m a n
等人

L“’提出采用展弦比趋于零 的 扁 球 的 无 穷 级 数 形式的

S to ke
s 流动解作为基本奇点

,

采用环形奇点面分布法处理了任意凸形轴对称体的无界S to k es

流动
,

得到了和分析解及实验值相符合的长球及平头 圆柱的阻力系数
.

另 外
,

Y o u n g re n 和

A cr iv os 【3 ’
将 S to ke s 流子连续地分布在任意形状物体的表面

,

采用类似于 势 流 中 H es s 和

S m 计h“’
处理方法来解决三维物体的无界 S to kes 流动

.

但是上述两种方法都牵涉 到 数 值积

分问题
,

因此
,

计算量很大
,

而且也不易推广到有界 Sto kes 流动中去
.

将 S a m p s。。 球形奇点作为基本解
,

W
e in bau m 等

t今’用强千扰法成功 地解决了无界圆管
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内的球串轴对称流动
、

单个球在两平板间的运动和从半无穷空间经过小孔到另一半无穷空间

等问题
.

因此
,

如果能够用 S a m pso n 奇点求解任意物体的绕流问题
,

就 完全可以用同样方

法推广到以上一些对应的有界流动问题中去
.

最近
,

吴望一等 〔。’〔7 ’〔“’提出了将 S a m Ps o n 奇点分布在对称轴上的新方法
,

成 功地解决

了任意长轴对称体的绕流问题
,

取得了十分理想的结果
.

文 [9 〕和本文正是在此思想基础
_

匕

提出将 S a m Ps o n 奇点环形地分布在物体内中面上
,

用球形扰动的叠加逼近任 意物体所引起

的扰动
,

以 此来解决任意扁轴对称的 S to kes 流动
.

和处理长轴对称体的方法相类似
,

它也

具有计算量小
,

精度高等优点
,

而且可以推广到一些有界流动 中去
.

文〔9j 所采用的是离散分

布
,

由于分布函数比较粗糙限制了适用范围
.

本文是文仁9] 的改进和发展
,

它采取的连续分布
’

法使得这个 问题得 到很大程度的改善
,

并且在精度上也有显著提高
.

以下先给出进行数值计算的理论基础及有关公式
,

然后
,

通过一些算例说明此方法的有

效性
。

二
、

连续奇点分布法的理论基础

设一速度为U 的均匀来流缓慢地绕过一扁轴对称体
,

其对称轴与来流平行
.

取直角坐标

系 O x g : 及柱坐标 系 R
,

0
, z ,

使 : 轴与物体的对称轴重合 (见

图 1 )
.

显然
,

这是一个轴对称流动
,

习惯上只须考虑0 = 0的R O z

平面上的流动 即可
.

取 L
,

U
,

拼U / L
,

U尸 为 长 度
,

速 度
,

压

力和流函数的特征参考量
.

其中L 是物体的特征长度
, 拼是流体的

动力学粘性系数
.

S to k es 流动的无量纲流函数 劝满足方程

D 么
(D

Z

沪)== 0 (2
.

1 )

其中 D
Z

是广义轴对称 St
o k es 算子

,

解 出劝
,

无量纲轴向速度分

量 v : ,

径向速度分量 va
,

压力P可分别根据下列公式求出

。 一
异豁

,

va
一 异翼

aP _ l a
‘ n : 、、 aP _ l a , n Z

_ * 、

二乞 = 一 占 之 (D
Z

劝)
,

苍仁= 占 : 。 (刀
2

劝)
日R R 日z 、一 y 尹 ’

az 一

R a R
、
~ y ’

(2
.

2 )

(2
.

3 )

根据 S a m p so n[ ‘“’的建议
,

球心位于原点的圆球产生的扰动由下列无穷级数表出

、,leewel||、
/.......|..../

v :
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二

F鑫, ’(R
, 二
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o
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(2
.
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o

F 盖
3 ,
(R

, 二
) + D

”
F 护

,
(R

, z
)」

玲一 2

O D

p = 乙 D
, 4n尸咫

1
(“

, “
)

其中C
, ,

D
,

是待定的常数
,

函数尸护 (k= 1
,

⋯
,

e) 分别为
:
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其中 尸
。 ,

J
,

分别为 ” 阶 L eg e n d r e 多项式和 G eg e n b a u er 多项式
,

我们称 (2
.

4 )式表示出来

的奇点为 S a m p so n
球形奇点

.

从物理直观上可以想象
,

在物体内部的中面上分布 S a m Ps on 奇点
,

就是用球 的扰动的

叠加来逼近物体的扰动
.

当然
,

为了保证扰动是轴对称的
,

奇点的分布必须是轴对称的
,

就

是说奇点一定要分布在以原点为中心的圆环上
,

而且
,

圆环上的奇点分布必须等 强 度
.

设S

为奇点分布面
,

位于S 上的任意点Q的坐标为 (a c o s o
, a sin o

,

心)
,

贝一IQ上的 S a m p s o n 奇点

对 R O二 平面 上任 意一点 尸(R
,

0
,

z) 所产生的扰动 由下列无穷级数给出

一氢〔
C

·

F “
、) (R

, ,

一“卜 D
·

F护)‘R
, ,

一“,
」

c
,

星, 仪手旦丝
一

邱(R’
, 二一勃

Jl

~ R 一 a e o s o
十刀

, 一
.

一石
, -

几
’

(2
.

6 )
· “

岁
口二,

夕(R
, ,

一 : ) + 。
。 “

诊
口二;

。)
(*

产 ,

‘”

厂
6 F“U

l

(R
‘ , Z 一“)

8乙�8乙�力 左 =

。 ,
=

歹= 乙 D
,

其中
,

R
‘
= ( R

“十。“一 Za R 。。 5 0 )资是尸点到Q点的距离
,

这样在 s上分布的奇点具扰动的总和

为
:

v :
一 {

。
:

d s
, 。 : 一 {

。R d s
,

。一 ( , d s

J B J S J 吞

( 2
.

7 )

云,

的积分显然等于零
.

如果物体关于 R O夕平面也是对称的
,

则流动前后对称
.

利 用 F驴的

奇偶性
,

可推出 D
Z , + l = C

Z二 十 l = 0
.

考 虑 绕流问题
,

还须要在 ( 2
.

7 ) 式 中加上无穷远处的来

流
,

于是
:
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在物面 上满足无滑移条件
,

得到下列确定待定函数q
。

(a) 和D
: 。

(a) 的积分方程
:

氢{:
‘

J:
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‘ ,

氢{:
’

{:
〔C

Z·

‘
“’尸‘“

’(”
‘ ,

万) + D Z ,

(a ) F麦蕊
,
(尺

‘ ,

才)〕
ad a d s= 一 i

(2
.

9 )

、1
....,,‘、了!1

2

万) + D
: 。

(a )F 羞盛
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其中 A 是 S 的半径
,
尺

,

万 是物面上各点的坐标
.

要求出积分方程 (2
.

9) 的 精确解是非常困

难的
,

为此
,

我们采用下述近似方法
.

为讨论方便起见
,

假设物体前后对称
.

三
、

分段离散近似处理

A ) 分段等强度分布

将圆盘S 的半径O A 分成M段
,

每段中的分布函数用常数代替
.

假设第 j段两端点的坐标

为 d , ,
d , + 1

(j, i
,

2
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⋯
,
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l二 0
,

置点
,

1
,

2
,

3
.

将(3
.

1) 式中的无穷级数截断
,

取N 项作为其近似式
,

在物面上取M x N个配

在这些配置点上满足无滑移条件
,

得到确定C
。 , 和 D

, I 的线性代数方程组为
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求得 C
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.

1) 的截断表达式
,

即可得出近似的速度场和压力场
.

其阻力系数为

乙 D
: ,
(d 番

, ;
一 d

几= j兰鱼
.

_
_

_ _

1
.

5
(3

.

4 )

B ) 分段二次分布

在每一段上取三个点
,

除两个端点外
,

再在线段的中间取一点
,

设两端点和中点距离原

点的距离为 妈
: ,

内
: ,

山
。,
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一 d , : ,

h
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D
。 , 。 (寿二 1

,

2
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3 )
,

则强度分布函数
一
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系数的二次式
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.
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,

满足无滑移 条件
,

得 到 下 列 确 定 C 、 * , D 、 * 的

ZN ( ZM + 1 )阶线性方程组
.
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+ : 、: ( ,
,

万)刀
. , 2 ‘, 一 ; 。十 : + 、;: (”

,

: ) D
. , 2 ( , 一 ) 一

」一
l

( 3
.

8 )

嚣 [
“: ‘尺,

万)C
。 , : ‘, _ : , , , + T 互盘

,
(介

,

乞)C
。 , 2 ( , 一 , ) , :

+ 万玉呈
)
(尺

,
。 )C

。 , : ( , _ ; ) + 3
+ S麦留(尺

,

万)D
。 , : 。, 一 : ) 十 :

+ : ;: (”
,

。)。
, , 2‘, 一 , 。十 2

+ 不;: (“
,

: )D
。 , : ( , 一 )一

}
一”

其中R
,

万 是物面上点的坐标
.

将求出的C , , 。 ,

D o j‘
( k= 1

,

2
,

3) 代回 ( 3
.

6 )的截断式即可得到问题的近似解
.

如果取 dj
Z = ( d , :

十 d , 3
) / 2

,

则阻力系数公式为
:

几= 愈[
“, ! D Z , 2 ‘,

一
+ 2 (“, 1

+ “, 3

, D
Z , 2 〔,

一
+ “, 3D 2 , 2 ( ,

一]
(d , 3

一 d , ,

) ( 3
.

9 )

e ) 方氛
‘、 ,

I 鑫
‘,
了护

,

贡护的计算公式

现在
,

问题归结为如 何 计 算 H 幼
,

I 舒 刃
, 及火护

,

我们首先研究H 扩
)

I 孟
‘, ,

J盆
‘’,

K 护
.

将
。= 0 的情况积出

,

设 △= ( R
“
+ 梦 + 二“一 ZR 。 。。、

0) 音
,

则有
:

。
. 、 ‘ _ 、

。
, 。 、 _ ‘

。
, 二 、 ,

n
, ‘ 、 _ ,

。
, 一 、

3△
厂 犷

‘

= 凸
‘ ,
厂 犷

’

= 石凸
,
厂 6~ = 一 z 气八

’

△ )
‘ ,

厂 犷
’

= 一 R
, z (3

.

1 0 )

代入 ( 3
.

2 )可积出得
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a 一 R e o s s
, , 厂 . 、 二

_

一

月 6
U ‘

“ “n
‘ ~

吓乏干万万砰石了哥
,

月 6
‘’

= △ + 允 “0 5 日月 6
“

H “
2 )一

(普
+

号
R 一 “

)
△ +

!音
R

Z 0 0 5 2
“一

; (
R

Z
+ 2 2

)」
H “

3 )一
「髻

+

备
·R 。。5 。 +

一

宝
*

2 。。 5 2
。一
普(

*
·
+ 一
小

+

!备
R 3 。。 5 3

“一

普
R 。。5 “(R

Z
+ 一 ,〕H “

。’

‘;
。)一

号(一 R 一 ”)“ +

音(一 + R
Z s‘n

Z
“, H “

。’

I石
’、= 么

s
+ R e o s0I石

o ,

备
R 一”

)
A

3
+

l是
R

Z 。。 5 2
”一

奋(
R

Z
+ 一 ,〕

‘“
。)

(3
.

1 1 )

�

⋯
、

/r.....‘.......

+
a
一4一 3

(
= 3「1

。:
+

L 勺 晶
“ c o ‘口“ + 7

1 2

n
, , 。 2

,

n
。 . , 、

〕
‘ ,

八
一 CO S 一 口一

‘ ~ 气式
.

一 之“
) l△

“

1 勺
’

」

、,J、.厂

23
z逮、0.、0了注了

上

.

「 7 门 , , 。 3 。 , , n , . 。 、

〕
「 ‘。 、

十 l
一‘ It

一 e o s 一 U一
一二式 e o s口 t 式

“

+ 之“

) 11 6
. ’

L 4 4 」

旦笃
0

,

1ll

△+ 之

△一 z

一 s ‘n ”, g 一

「
( a 一R e o s 口)

z

R s i n 0
.

A 」

= “ e o s OH 石
0 , +

R e o s 2 0

2

么一 z

n 么 + z
一尸 s‘n Z“‘g

一 ‘

l
( a 一R c o s s )

:

R s in o
·

A 」

、了、
.

了

O,
l产‘0

子‘口不.J

J护
, == 一 z

( R H 留
, 一 e o s 口H 石

‘) ) 一 R
“
J留

, + ZR e o s S J石
‘,

J石
s , = 一 z (R H 毛

‘, 一 c o s O H 石
2 , )一 R 么

J石
‘’+ ZR 。o s 0 ) 占

1 ,

K 留
, = 3 2 艺J留

, 一 3 z R H 石
。)

+ 3 2 。0 5 0 万石
‘’

K 石
‘, 二 3z Z

J石
‘, 一 3 z R H 石

‘’ + 3 二 。0 5 OH 石
2 ’

K 石
2 , 二一 z ( R l;

。, 一 c o s 0 1 ;
‘,
)一 R

Z
K石

0 , + ZR e o s 0 K 6
‘’

K 石
”) == 一 z

( R l百
”一 e o s 0 1舌

2 ,
)一 R

Z
K石

” + ZR e o s OK ‘
2 ,

由F 石力与 aF 石力 / a : (j 二 1
,

2
,

5
,

6 )之间的关系可得到递推公式

、........‘气、/‘,.‘‘.......Ja ” + ’
I 毛

‘, _

日z ” + 1

3 ·旦
奢‘

+ 3 , a 移 一I

H 石
‘。

口z 介 一 !

a 件 + ’

K 石
‘’_

口z ” + 1

( n 一 1 ) a”

K 了
口之 ”

十 3 之
口”J毛

‘,

日2 ”
+ 6 n

a
” 一 ‘

J舒
、

日2 ” 一 1 ( 3
.

1 2 )

+ 3
n
(
n 一 1 )
之

a ft 一 “
J毛

‘,

a 之” 一 2

再将 ( 3. 1 1) 中的H 舒
,

K ;
‘, 对 z 求 ” 次导数

,

整理后得到关系式
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.
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a叮沪
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其中
昌含

一
又 天[卜 (号含)

’

〕
a , + I

么

a Z 几 + 1 ( n ) 2 )

可 由下面递推公式求得

日
ff + 1
△

a z ” + 1
一 (

日一 ‘+ I
A

日之 ”一 ‘+ 1 ( 3
.

1 4 )

r扫( 3
.

1 2 )和 ( 3
.

1 3 ) 可求出任意阶的。
It

万石
‘,
/ a

二 ” ,

。,

I 占
‘,
/ 。

: , ,

。,

J石
‘) / a之

, ,

a
”

K 舀
‘)

/ a z ”

(‘, o
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2
,

3 )
。

此外
,

用归纳法易证

H 护== (一 1 )
” 口”

万毛
‘

a 之”

I护二

几
‘’二

(一 1 )
“

n 甲

(一 1 )
“

n ,

(一 1 )
”

n 甲

a叮后
‘’

日之”

a叮扩
)

口2 ”

+ 2
(一 l )

。 一 ;

(
n 一 1 ) !

a”
一 I

H
az 一 1

(一 1 )
” 一 2 日

(
n 一 2 ) !

2

H
件 ~ 二

a2

K护
’== + 2

(一 1 )
“一 ’

(
n一 1 ) !

a ” 一 ’
J毛

‘,

az ”一 l

+

淤罚
(
·+ 1)气翼

�、l”勺、i之勺气口

到此我们求出了H 护
,

几
,) ,

J护
,

K益
‘, .

函数 ““
‘) 一

I:
‘

H “
‘) d“

,

I “
‘) 一

J:““
‘) d “

,

, “
‘) 一

丁:
’
J“

‘, d “
,

雳“
‘)一

J:
”

K“
‘)d “

不能解析地求出
,

需要采用高斯公式进行数值积分
.

做变换 0 = ( 1 十 x) 二 ,

则在 [0
,

2司上的

积分化成 [一 1
,

1〕上的积分
。

设被积函数的一般形式为 f (0)
,

有

I:
’

, (“)d”一{
_ ,

了[ ( i + x ) 二〕d 二 = 二
乙 牙

‘f (雪。) ( 3
.

1 6 )

其 中亡‘是节点坐标
,

附
‘是它的权

.

在实际计算中K 都取作40
.

四
、

椭球的绕流问题

在极坐标 系中扁球的方程为
z = a e o s 切 ,

R = 6 s in 甲 ( o簇甲簇 2二
,

b) a ) ( 4
.

1 )

其中
a ,

b 分别为短轴和长轴
, 甲为极角

,

根据扁球无界绕流问题的精确解 ( 参看 H a p p el 和

Br
e
nn er 〔‘”

) 可推导出阻力系数和椭球面 上压力分布的精确表达式为

( 4
.

2 )

.人

�、‘l
户

“一

{号
“ i石丁

~

〔一‘·‘一 ‘’
c ‘g 一

“
。

〕

P一 P的

拌U / a 答只
a ZbZ

a 4
+ c Z 之2 ( 4

.

3 )

其中 。= 材bz 而
2
是焦距

, : 。= a/ o .

将 S a m p s o n 球形奇点分布在半径为
c 的中心圆盘上

,

取焦点到顶点的距离 b一c 为特征长

度
.

将分布奇点的圆盘半径 c 等分为M段
,

对于二次分布
,

再在每段的中点取一个插值点
,

它们距原点的距离分别为

d , !
一 (j一 ‘) 益

,

d , 2
一 :

孙( Zj一 ‘)
,

d , 。

= ]
一

面
一 (j= 1

,

⋯
,

M ) ( 4
.

4 )

关于配置点的选取
,

采用了极角等分原则
,

它们的坐标为

之‘= a e o s 切‘ ,

R ‘== b s in 切‘ ,

切‘= 汀

L 一 1
( j一 1 ) ( j= 1

,

⋯
,

L ) ( 4
.

5 )

其中 L 是配置点个数
.
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在边界点中
, 切二 二/ 2 具有特殊的重要性

,

因为它控制了物体在垂 直 于 来流面上的投影

边界
,

从而影响阻力系数
.

因此在配置点中应包含 切二叮 2 点
.

但是
,

细 致 考察代数方程组

(3
.

3 ) 及 (3
.

5) 发现
,

如取 叨= 0
,
二 或 切= 二/ 2 为配置点

,

系数矩阵有奇性
,

为 了避免这一

点
,

我们用其邻近点 切= d
,
二一 d 和 切= 二/ 2 士 d 代替它们

,

这里取 d = 0
.

0 1
’ .

从结果数据表 1 中可看出
,

用分段等强度分布
,

当短长轴比 a/ b> 0
.

5 时
,

算 出 的 阻力

系数与 精确解可有四位以上有效数重合
; 但当 a/ b= 0

.

5 时
,

其 结果就开始变坏 了
.

如果用

分段二次连续分布
,

它的有效范围可提高到 a/ 6》0
.

2
.

用这两种方法所得到的表面压力分布

与精确解符合得也很好
,

例如
,

当 a/ b= 0
.

7 时
,

分别为四位和五位有效数重合
·

与文〔9j 中的离散分布相比
,

本文的连续分布法不但在精度上有所提高
,

而且所需的配置

表 1 扁球的阻力系数和压力分布

N

⋯
续

⋯
分 段 等 强 度 分 布 N 一 2 .{ 分 段 二 次 连 续 分 布

M
精 确 解 精 确 解

M N (ZM + 1) N

a
/ b一 0

.

9

。
/ b一 0

.

8

a
/ 6 一0

.

了

a
/ b ~ 0

.

6

a
/ b = 0

.

5

0
.

9 8 0 13

0
.

9 6 0 58

0
.

9 4 1 46

0
.

9 2 2 94

0
.

9 0 5 6 3

0
.

9 4 1 47

0
.

9 2 2 99

0 9 0 5 4 1

0
.

9 80 13

0
.

9 6 0 58

0
.

9 4 1 47

0
.

9 2 2 9 7

0
.

9 0 5 3 1

a
/ b = 0

.

9

a
/ b = 0

.

8

a
/ b二0

.

7

a
/ b 一 0

.

6

a
/ b = 0

,

5

a
/b一0

.

4

a
/ b ~ 0

.

3

a
/b一 0

.

2

0
.

9 8 0 13

0
.

9 6 0 5 8

0
.

9 4 1 4 7

0
.

9 2 2 9 8

0
.

9 0 5 3 8

0
.

8 8 9 1 6

0
.

8 7 4 9

0
.

8 5 8 6

0
.

9 8 0 1 3

0
.

9 6 0 5 8

0
.

9 4 14了

0
.

9 2 2 9 7

0
.

90 5 3 1

0
.

8 8 8 8 1

0
.

8 74 0

0
.

8 6 14

0
.

9 8 0 13

0
.

9 6 0 5 8

0
.

9 4 1 47

0
.

9 2 29 7

0
.

9 0 53 1

0
.

8 8 88 1

0
.

8 7 40

0
.

8 6 1 4

8

9

1 0

a
/ b一 D

.

7

等强度分布
:

M ~ S N 二 2 二次连续分布
:

R (I )
‘ 二

(I)
,

p (等强度)

3
.

4 0 52 1 0
.

0 00 4 一 0
.

0 0 0 1 4

3
·

4 4 5 1 一 0
·

4 2 52 一 0
·

1 3 8 7 2

3
.

2 8 7 3 { 0
.

8 37 5 一 0
.

2 5 1 1 7

3
.

0 2 9 6 1
.

2 24 4 一 0
.

3 2 6 8 9

2
.

6 7 9 8 1
.

5 7 40 一 0
.

3 7 0 3 0

2
.

2 4 8 6 1
.

8 7 59 一 0
.

3 9 1 8 0

1
.

7 4 9 1 一 2
.

1 2D7 一 0
.

4 0D6 8

1
.

1马6 5 3
.

3 0 1 1 一 0
.

4 0 3 4 1

0
.

6 0 7 5 2
.

4 1 16 一 0
.

4 0 4 0 1

0
.

0 0 0 6 2
.

4 4 8 8 一 0
.

4 0 3 6 6

M 一 Z N 一 2

P (二次 ) P (精确 )

一 0
.

0 0 0 14

一 0
.

13 8 7 1

一 0 2 5 1 19

一 0
.

3 2 6 8 7

一 0
.

3 7 0 3 1

一 0
.

39 18 0

一 0
.

4 DD6 9

一 0
.

4 0 3 4 1

一 0
.

4 0 4 0 1

一 0
.

4 0 3 6 9

一 0 00 0 14

一 0
.

1 3 8 7 1

一 0
.

2 5 1 1 9

一 0 3 2 6 8 7

一 0
.

3 7 0 3 1

一 0 3 9 1 8 0

一 0
.

4 0 0 6 9

一 0
,

4 0 3 4 1

一 0 4 0 4 0 1

一 0 4 D3 6 9

点数大为减少
,

尤其是对短长轴比较小的情况效果尤为显著
.

这便大大地减少了计算量
,

但

在适用范围上此法仍有限制
,

即使对其中较好的二次连续分布法也只 能 算 到 a/ b = 0
.

2
,

不

象文〔6 〕中对长球那样一致有效
.

其原因可能是由于在 0 方向用数值积分的误 差 所引起的
,

也

可能由于短长轴比较小时
,

扁球的边缘 (即 0“ 二/ 2 处 ) 附近
,

物体的形状 较 凸出
,

这可能

引起流场产生较剧烈的变化
,

使现有的控制点掌握不住
.

所以
,

算出的局部结果在 a/ b < 0
.

2

时与精确解相差较大
.

而 几 0= 二/ 2 附近局部区域的面积比 民球情形来说 要 大
,

导致扁球的

计算结果要比长球情形稍差些
.
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五
、

卡西尼卵形体的绕流问题

为了说明这两种方法能适用于任意扁轴对称体
,

我们选取卡西尼卵 形 体作为一个算例
.

卡西尼卵形体有全凸和 凹陷两种
,

可用来进一步检验方法的适用性
.

扁卡西尼卵形体的极坐标方程为
:

p ,
= e Z e o s Z功+ 斌

a ‘一 e ‘ s而
22功 (

c ) o
, 。) e ) (5

.

1 )

其中 户,

功为极坐标系中的矢径和极角
, c是焦距

,

我们取 c 为变化参数
,

当 c 越大时
,

物体

的凹 陷程度也就越厉 害
.

奇点分布区域仍取作 以 c 为半 径 的中心圆 盘 上
,

我 们区分焦点 C 到端点 A 的 距离

A C < OB = 斌梦一护 和A C > OB 两种情况
.

取A C和OB 中较小的一个作为特征长度
.

关于奇

点环的划分和配置点的选取
,

我们采用与椭球相同的等分法
,

为了避免系数矩阵的奇异性
,

仍用 甲= 占
,
二一己和 甲= 可2士占代替 中= o

,

二 和 甲= 二/ 2
.

帕 = 0
.

01
’

)

e = 0
.

4 5 e = ZD

采用分段等强度和分段二次分布分别计算了
c = 0

.

45
,

1
.

5
,

2
.

1 三 种情况 (图2)
,

用分

段二次连续分布法又计算了
c = 5

,

20 两种凹 陷较深的情形〔见表2j
,

它们 的 阻力系数基本上

都收敛到四位有效数字
,

与文 [ g〕中的结果相比较
,

它们基本上是一致的
,

这说明结果可信
。

此外
,

我们还计算了物面 上的压力分布
,

并将
c = 1

.

5 的结果列在表 2 中
.

表 2 卡西尼卵形体的阻力系数和压力分布

分段等强度分布N 一2 分段二次连续分布N 一 2 等强度
:

M = 5
,

N = 2 :
二次

:

M = 2
,

N = 2 : e = 1
.

5

MN

e = 0

c

万:
C - 乙

0
.

9 8 22

0
.

9 3 3 0

0
.

9 18 8

5
一⋯⋯一竺

-

一
1。
一⋯⋯

(2

些
l) “

0
·

9 8 2 2 1⋯
c 一0

·

4 5

0
·

, 3 3 D {}
“一 ,

·

“

0
·

。, 8 7 1⋯
“一 2

·

‘

⋯⋯
“

一

⋯⋯
“一 2。

R N (I)
z N (I) (等强度 ) P (二次)

0
.

9 8 2 2

0
.

9 3 3 0

0
.

9 18 6

0
.

9 12 3

0
.

9 10 8

0
.

9 8 2 2

0
.

9 3 3 D

0
.

9 1 8 6

0
.

9 1 2 3

0
.

9 1 0 9

9

10

2
.

5 00 0

2
.

4 2 0 2

2
.

1 9 4 3

1
.

8 6 1 1

1
.

4 7 7 7

1
.

1 0 2 1

0
.

7 695

0
.

4 84 4

0
。

2 3 3 T

0
。

00 0 2

0
.

000 4

0
.

42 6 7

0
.

7 98 7

1
.

0 7 4 5

1
.

2 3 99

1
.

3 13 4

1
.

3 33 3

1
.

3 3 0 1

1
.

3 2 5 3

1
.

习2 29

一 0
.

0 00 3

一 0
.

2 8 4 0

一 D
.

4 9 5 0

一 0
.

5 9 9 0

一 0
.

6 14 1

一 0
.

5 8了3

一 0
。

5 5 66

一 0
。

5 3 3 6

一 0
.

52 14

一 0
.

5 1了6

一 0
.

0 0 0 3

一 0
.

2 84 0

一 0
.

4 9 5 0

一 0
,

5 9 9 0

一 0
.

6 1 4 1

一 0
。

5 8 7 2

一 0
。

5 5 56

一 0
。

53 3 4

一 0
.

5 2 13

一 0
。

6 1 76

P

⋯
⋯11l
.
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l
es

rawel
...
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六
、

红细胞体的绕流问题

在正常生理条件下
,

红细胞是一个扁轴对称体
,

它的厚度与向径的关系为 (参看Y
.

C
.

F u n g 的文〔1 2 ] )

刀(
·
)一
(卜 二

。

)气
e
。
+ C

Z

(万
。

)
“
+ C

4

(万
。

)
‘

] (6
.

1 )

其中 R
。

是它的半径 (图3 )
。

取
r二 0时的厚度的一半

C
。

/ 2为特征长度
,

奇点分布

在以 R
。
一C

O

/ 2 为半 径 的中

表 3 红细胞体的阻力系数和压力分布

N = ,

(ZM + 1)N 又

0
.

9 2 1

0
.

9 2 1

‘ 9
⋯

“
·

9 2‘

2 一 1 5 1 0
·

9 2 1
二二二二二二丁刃互二: 二二二二 二二二二二 二二二二二二二二二二二二二二二二二二二乙二二二二二二二二公

二二二二二 二二
二: 二二 二 二二二二二二二二 二

一
二 二

二
二二二二二二 二二 二二二二二二二

一
二 ,
匕 艺

二二二二二二二二二二

点
二忿 二

M= Z N 二 ,

I

1

2

3

4

5

6

7

8

g

10

11

12

13

R N (I )

3
.

6 1 9 0

3
.

5 9 6 3

3
.

5 2 8 3

3 4 1 6 0

3
.

2 6 0 6

3
.

0 6 4 3

2
.

8 2 9 4

2
.

5 5匀0

2
.

2 5 6 4

1
.

9 2 5 5

1
,

5 7 0 2

1
.

19 5 3

0
,

4 0 5 2

z N (I)

0
.

0 03 4

0
.

2 2 0 4

0
.

4 50 8

0
.

6 9 46

0
.

9 4 4 1

1
.

1 80 9

1
.

3 7 90

1
.

5 1 27

1
.

5 6 4 4

1
.

5 3 1 2

1
.

4 2 82

1
.

2 8 5 6

1
.

0 8 83

P (二次)

一 0
.

0 0 19

一 0
.

1 18 8

一 D
.

2 2 53

一 0
.

2 82 5

一 0
.

2 96 3

一 0
.

3 46 1

一 0
.

42 4 3

一 0
.

4 8 10

一 0
.

硬92 1

一 0
.

4 5 1 5

一 0 4 2 73

一 0
.

4 1 29

一 0
.

4 0 8 1

图 3

心圆盘上
.

这里采用的是二次连续分布法
,

C : 二 7
.

2 1 88
,

C
‘
二 一 5

.

3 2 1 7
.

配置点的取法类似

于等分极角法

R
‘
二 R

。 e o s 切‘
, : ‘, 0

.

SD (R ‘)
,

8
。
==

玄一 1

[ (ZM + 1 )N 一 1〕
(f= 1

,

⋯
,

(ZM + z )N )

(6
.

2 )

仍用 切“占
, 切 , 二/ 2 一占代替 中= 0

,

切= 二/ 2
.

这 里 占= 0
.

1
0 .

计算结果列在表 3 中
,

阻力系数可以收敛到三位有效数字
,

它与形状差不多的卡西尼卵

形体的阻力系数相差不大
.

此外
,

表 3 同时列出了红细胞表面上的压力分布
.

参 考 文 献

[ 一〕 C hw a n g
.

A
.

T
.

a n d T
.

Y
.

T
.

W u ,

H vd r o m e e ha n ie s o f lo w 一 R e y n o ld s 一 n u m b er flo w
,

Pa r t Z
,

Sin g u la r ity m eth o d fo r Sto k es flo , s ,

J
.

F lu‘d M e e h
. ,

57 (1 9vs)
,

7 87一8 25
.

[ 2 〕 G lu e k m a n ,

M
.

J
. ,

5
.

W ein b a u 皿 a n d R
.

Pfe ffe r ,

A x isym m e tr ie 5 10 , v is e o u s flo w p a s t

a n a rb itr a r y e o n , ex b o d y o f re , o lu tio n
,

J
.

F luid M e e h
. ,

石5 (13 7 2)
,

G 77一7 0 9
.

[ 3 ] Y o u n g re n ,

G
.

K
. a n d A

.

A e r iv o s ,

Sto k e s flo 下 p a s t a p a r tiele o f a r b itra r了 sh即e: A



解任意形状扁轴对称体 Sto k es 流动的连续奇点分布法 87 1

n u m e r ie al m eth o d o f so lu tio n ,

J
.

F I“‘d M
e e h

. ,

6 , (10 7 5)
,

3 7了一 40 3
.

[ 4 ] W
e in b a u m

,

5
. ,

L e e矛。 re s 0 0

M
a rhe o a t‘e s ‘。 亡h e L ifo S e f。, e o s (19 8 1)

,

114
.

[ s 〕 S m ith
,

A
.

M
.

0
.

a n d J
.

L
.

H e ss ,

P r o g
.

A e ro
.

S ‘e
.

(1 96 6)
,

8
.

【6 〕 吴望一
,

解任意形伏非细长长轴对称体Stok es 流动的一种新方法
,

中国科学
,

A 辑
,

2 (19 84 )
.

〔门 吴望一
、

王少华
,

S tok e s
流动中连续奇点线分布法的分段抛物近似

.

力学学报
,

5 (I, 8 4)
.

〔8 〕 吴望一
、

何 青
,

蠕动流中连续奇点线分布法的分段线性近似
,

应用数学和力学
,

5
,

6 (19 8 4)
,

7 93一8 0 0
。

〔9 〕 吴望一
、

朱 敏
,

解任意形状扁轴对称体的环形奇点分布法
.

(待发表)

〔10 ] S a m p s o n ,

R
.

A
. ,

O n S t o k e s e u rr ent
一 fu nc t io n

,

P h‘1
.

T ra n s
.

R
.

S o e A
,

18 2 (189一)
,

4 49
.

〔1 1 ] H a p pe l
,

J
.

a n d H
.

B re n n e r ,

L o 二 R e , ”o ld s N u , b e r

H g d ro d g ”a , ‘e s
,

Pre n tie e 一H a ll

(1 96 5)
.

C12 ] F u n g
,

Y
.

C
. ,

B ‘o , e e h a 。‘es
,

S pr i几g e r 一V e r la g
,

N ew Y石rk In e
.

(19 8 1)
.

The Me tho d o f C o n tin u o u s D istribu tio n o f Sin g u la rities

to T re a t the Sto k e s Flo w o f the Arbitra ry

o bla te Ax isym m etriea l B o dy

Zh u M in W
u
W

a n g 一y i

(D e Pa r tm e n t o f M e e ha n ics
,

P e kin夕 U ”io e rs ‘t夕
,

B e ij‘。夕)

A b st r扭Ct

T his p a p e r d e a ls w ith th e S t o k es flo w o f th e a r b itr a ry o b la te a x isvm m e t rie a l b o d y b y

rn ea n s o f e o n sta n t d e n sity a n d q 住a d扭t ie d is t rib u tio n fu n e tio n a p p ro 笼im a tso n fo r th e m e th o d

o f eo n tin u o u s d is tr ib u tio n o f sin g u la ritie s
,

T h e S a m Pso n sPh e rie a l in fin it e se r ies a re e h o se n

a s fu n d a m e n t a l sin g u la rities
.

T h e e o n v e rg e n e e , a e e u ra e v a n d the ra n g e o f a p p lie a tio n o f

bo th tw o a即ro x im a t io n s a r e e l a m in e d b y th e u n b o u n d e d S to k e s flo w p a st th e o b la t e sp h e
-

r o id
.

It 15 d e tn o n st ra ted th a t the d ra g fa e to r a n d Pre s su r e d is t rib u t io n b o th eo n fo r m w ith th e

e x a e t so lu tio n v e r y w ell
.

Be s ide s ,

th e p r o pe r tie s , a e e u r a e y a n d th e r a n g e o f a p plie a t io n a re

g e t tin g b e th e r

e x a沮Ple o f the

C a s s in i o v a l a r e

w ith im Pro v in g o f th e aPPr o x im a tio n o f th e d is tr ib u tio n fu n

a rb it ra r y o b la te a x isy m m e tr ie a l b o d ies
,

th e S to k e s flo w o f

e a le u la te d b 了 tli e s e tw o m etli o d s a n d th e

te n t
.

Fin ally
,

w ith q u a d r a tie d is tr ib u tio n a p p r o x im a t io n

r e su lts

t h e re d

a n d fo r th e fir s t tim e th e e o r r esPo n d in g d ra g fa e to r a n d Pr e s su r 。

o f tli e e ell a re o b t蕊i红ed
.

a r e e o n v e r g e n t

b lo o d e ell 15

d ist r ib u t io n o n

io n
.

A s a n

the o b la te

a n d e o n s is
-

e o n sid e re d

the su r fa e e


