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摘 要

本文研究突然以常角速度。开始旋转的圆盘上的三维非定常边界层
.

先求级数展开再用隐式差

分把它延拓
,

得出了从。t= 0时的涡线扩散连续过渡到 K ar m a n 定常解的完整解答
.

最后给出了力

矩系数 c 材
,

来流速度w (oo )
,

物面流线倾角随时间。t的变化以及与实验点的比较
.

在叶轮机械的流体力学问题中
,

二维
、

三维无粘流理论已发展得很充分了
.

目前对其它

各种效应的研究正在开展
,

如非定常效应
、

粘性效应 (边界层理论) 等
.

旋转物体的边界层

中最基本也最简单的一个问题是定常旋转圆盘上的边界层 (K ar m an 问题” ’〔2 ’)
,

其 自然的

推广是突然起动的旋转圆盘以及角速度有周期变化的旋转圆盘上的边界层
.

它们既有理论意

义 (非定常效应加粘性效应加三维效应 ) 又有实用背景
.

T hi ri ot 〔“’首先研究了其中第一个问题
,

求出了速度在 以 , 0附近的展开的一阶项 以及切

向速度的二阶项 g : ,

其结果被许多书引用
〔峨’〔”’‘ 然而他求出的 g ,

有错
,

由于方程的非齐次项

一 sho g 石系数差了一倍其结果大了近三分之一 此外
,

展开式只适用于
T < 1 ,

而他却企图把

其理论用到 : > 1区域去解释实验
,

这显然是不合理的
.

本文改正了他的错误
,

求出展式的全

部二阶项 g : ,

了
:

及h; ,

并以此为初值数值延拓 到无 穷
,

得出了从起动直到达到定常状态的完

整解答
.

对于从静止状态突然以常数角速度。开始旋转的圆盘边界层
,

相似变量除了 K 幻m a n 引

入的亡= : 材。/
, 外

,

还多一个无量纲时间
: = 以

,

它也表示 : 方向两个特征尺度之比
:

斌 : =

斌vt / 双v/ 。
,

其中材衍代表粘性随时间的扩散距离
,

斌 ,
/ 。 代表粘性最终能影响的距离

.

这里 r ,
0

, : 和 u , v , 。分别为径向
、

周向
、

轴向的坐标和速度分量
. v
为运动粘性系数

.

当斌西》斌
v
/ 。 即

: 》 1时解应趋于定常解
,

所 以我们寻求如下形式的解

u == 。r
f(乙

, T
)

, v = 。r夕(亡
, : )

, 。二斌, 。 h(互
, :

)

这时方程及边界条件如下
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f = h = 0 , g = 1

允 明

亡= 0 :

亡。co
:

f= g = 0

: = O :

f = g = h = O
} ( 2 )

这时 2 方向的动量方程可用来求压力P
,

若记P二 p v。尸则有

日尸 aZ
h

,

日h ah

时 = 衅 一 打 此 一 击

显然
,

当斌vt 《斌叮。 (即: 二研《 l) 时物理过程主要是 二 = 0处涡层的扩散
,

类似于突

然起动的平板
,

所以恰当的相似变量应当是

刀= :
/ 2斌云了= 亡/ 2斌 :

这时一阶近似解仅仅是刀的函 数
, : 的影响出现在高阶近似中

.

我们将解展开为
: 的级数

f = 汀
。

(的 十 r 3

f
:

(刀)十 ⋯

g = g 。(刀)+
: 么g :

(刀) + ⋯

。= 一 4 [ : 圣、
。

(, )+ 产、
,

(。) + ⋯

代入方程组 (1) 可得一阶近似〔“’〔‘’为

g 落+ 2刀g 石== 0 ,
h石== f

。

j各+ 2叮J石一 4j
。
= 一 4 9 丢 卜

g 。

(0 )= 1 , g 。

(co ) = f
。

(0 ) = f
。

(co ) = h
。

(0 )== 0

显然
, g 。

= 1一 e r f幼 )= e r fe物)误差函数
.

然后利用伽马 函数引入
〔“l 〔7 」

( 3 )

( 4 )

( 5 )

切
。

(刀)==
2

斌万厂 (Za + 1 ) J
。 灭x 一刀)

“ 一 “一”a x

它满足方程此 + 2刀叫 一 4a 甲
。

= O,

并具有下述性质

甲
a

(oo ) = o , 切
a

(0 )= 1 / (2 2 “

r (a + 1 ))
, 甲二(。)= 一切

a 一

蚤(。)

由此不难求出

‘

、
了、.夕矛

R
�月‘

‘了.爪、了.、

�

!
,...J‘

。

‘, , 一普
* !

( , , 一 2 〔, , (。, 〕
2 ,

f。(”, 一

淤
一

(
‘-

“
。

(。卜丁:
,
。

(X )d 劣

2

兀

这时二阶近似为非齐次线性方程

醚 + 2刀夕夏一 8夕: = sf
og 。
一 shog 石

f笠+ 2斤f夏一 1 2 f
、
= 4 f孟一 sh

o

f石一 8 5 09 、

h ; = f
;

g ,

( 0 ) = g ,
( co )二 f

;
(0 ) = f

:

( oo ) = h
,

( 0 ) == o

对于这类二点边值问题可先解齐次方程的初值问题

此 + 2刀砂夏一 8沪: == 0
, X 呈+ 2刀X 夏一 1 2 X : == 0 、

劝
;
( 0 ) == X : ( 0 ) == 0 ,

劝夏( 0 ) = X 笠(0 ) == 1 ,

( 8 )

再求非齐次方程 (7) 的满足零初值条件 G :

( 0) = F l

(0) = G 夏(0) = F 夏(0) = o 的特解 G ;

(的和

F
;

(的
.

于是二阶近似可表为
:

夕,

(刀) = G ;

(刀)一G ;
( co )劝

;
(刀) /劝

:

( co )
,

f
:

(叮) == F
:

(刀) 一F t

( co )x
;

(冲) / x ,

( co ) ( 9 )

下面来研究由起动阶段到定常状态的连续过渡
.

首先由级数解 g 。
, g , ,

f0
,

f
l

等求出在
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某个
: 。 (我们取

: 。= 0
.

10 ) 时刻的解
,

例如

f(亡
, : 。)= : 。

f
。

(雪/ 2召二

户+ : 吕f
,

(亡/ 2斌 : 。

)

然后以此为
: 二 r 。

处的初值
,

直接对抛物型方程组 (l) 作数值积分
.

计算中对 乙用中心差分
,

对 : 用具有二阶精度的隐式向前三点差分
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灭
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最后得 到的是具三对角系数矩阵的线代数方程组
; 例如对 f得 到

a ‘
f
‘一 ; , , + b ‘f‘

, , + c ‘
f
‘十 ; , , = d ‘

a . = 2八订△护十 4 h‘
, , A :

/ △亡
, c ‘= 2 八:

/ △梦一 4 h‘
, , △r

/ △乙

b‘二 一 4 △:
/八亡

2一 3
,

d ‘= 一 4f
‘, , 一 ,

+ f
‘, , 一 :

一 2 (g :
, , 一f :

, ,
)A

T

其中f
‘ , ,
代表f(‘△亡

, : 。十 了Ar
)

.

对于 g 也得到类似方程组
,

其中 a ‘ ,

b ‘
,

伪都相同
,

d ‘改为

e ‘二 一 4 9 ‘
, , 一 1

+ g ‘
, , 一 :

+ 4 9 ‘
, ,
f
‘, , A :

(1 1 )

(1 2 )

只有常数项

(1 3 )

这两个方程组可分别用追赶法求解
.

由于非线性
,

系数中含f
‘, , , g ‘, , 以及 h‘

,
j ,

所以必须用

叠代法求解
·

由线性外插值得出系数 中的f
‘ , , ,

g ‘, , 及h‘
, , 的初估值

,

再解方程组得到f
‘, , 等的
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改进值
,

这样一次次叠代直到先后两次解的相对误差小于千分之一为止
.

又因为对 af归
:
等

用了三点差分格式
,

求f
‘, , 时需要知道f

‘, , 一 l

及f
‘, , 一 : ,

所 以出发时需要由级数解求出
: 二 丁。及

‘= ‘。一 △: 两处的初值
.

计算中取八亡= 0
.

05
,

△: = 0
.

05 (随: 的增大可增大 八动
,

计算表明当
: 》 5 时计算结果

与定常解的相对误差已小于百分之一了
.

图 1
、

图 2 给出了在三个典型时刻 f( 互
,

动和抓亡
,

动

随亡的变化
.

图 3是力矩系数c , 和来流速度。(co )随时间的变化
.

其中力矩及力矩系数为 M ,

2汀拼
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达竺 曰线浦足衣明 J 随盯 l川增 )Jll 润后泥艺敞 l叫 少r创
。‘ / 、 乙 /

由此力矩渐逐减小而 由离心力引起的法向来流速度逐渐增大
.

而且可以看出 v 趋于定常

值要比
u或田快得多

.

图 4 是物面流线 (对数螺线 ) 倾角
1 d r 。 , , , ‘ 、 , .

、
_ 。 r

_

。
m = r

do = LJ/ 口一
1 ) J‘一 。腿叮 l川

的变化
,

它与实验点
‘“’〔弓’相当符合

.
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