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摘 要

本文介绍工业建筑中常用的正交各向异性劈锥面扁壳尾盖的计算
.

由于该劈锥面扁壳的 中 曲

面存在变曲率和扭率
,

故所得的基本方程组是变系数的
,

欲得到精确的解析解在数学上有很 大 的

困难
.

本文用小参数法求出在均布载荷作用之下
,

四边简支的正交各向异性劈锥面扁壳屋 盖 的近

似解答
.

一
、

引 言

劈锥面扁壳常用作工业建筑中的屋盖
.

例如
,

对于各向同性材料的情形
,

利用劈锥面扁

壳作为悬臂的屋顶 以及坝墙的理论设计和实际计算在 E
.

T or roj a 等人的著作 [1 一3 〕中已有

叙述
.

关于具有弯曲形状母线的劈锥面扁壳屋顶在 I
.

D og
a n of f 的文章〔4 〕中也作过研究

.

对

于劈锥面形壳体的计算
,

人们 曾将解答展为微小参数的幂级数的方 法〔”, “」,

或 者 使 用了 薄

壁杆件中的半无矩理论的解法
〔7 ’.

B
.

3
.

B JI ac oB 在 〔8] 中所阐明的初函数法
,

曾被 B
.

口
.

Pa n 3 e p
,

用作计算负高斯曲率的壳体
t “」.

本文介绍工业建筑中常用的正交各向异性劈锥面扁壳的计算
.

由于这种劈锥面扁壳的中

曲面存在着变曲率和扭率
,

故所得的基本方程是变系数的
,

欲得到精确的解析解在数学上有

很大的困难
.

本文用小参数法求出在均布载荷作用之下
,

四边简支的正交各向异性劈锥面扁

壳屋盖的近似解答
.

二
、

基本方程和解答

根据文献 〔1 0
,

1 1 ] 关于正交各向异性劈锥面扁 壳取应力函数 功= 功(
二 ,

妇 及挠度函数、 =

叨 (x
,

功 作为两个基本的未知函数
,

它具有如下的一组方组

D
i a 4功

h 日x 4

+ : 月
3

n

a 4田

口% 2 口夕2

D
Z a 4山

口夕4
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+ 2“二 aZ

功 Z

口劣a夕 一 h
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2
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3 日4

功
a 义 2口刀2

+ d
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日4

功
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(存
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.
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其中D l 和D
:

为薄壳在弹性主方向的弯曲刚度
,

Z = Z (劣
,

夕)
.

祥 生

D
。

为折算刚度
,

Z 为法向分布载荷的集度
,

D z =
E

l
h

3

12(l一拼
;“: )

’
D

2
E

z
h

3

1 2 (1一 拼
, 拼2

)
’

D
。
‘D I拼2

+ ZD
。

D *是壳体在弹性主方向的扭转刚度
,

h是壳体的厚度
。

氏一 咨
2 ,

饥一爱
; ,

绒一

丢
一

欲
一

之
一

丢
一 2

分
其中E ; 和E

:

分别为壳体材料沿弹性主方向x 和刀轴的拉压弹性模量
, 祥; 和 拼: 为横向收 缩系

数
。

一 1 ~
, ,

一 一 一 ~

口
“
= 1 2行八

“ ,

“‘乙 l
= 拼

l尤 2 ,

口
1“2

= 刀
: 拼‘

G 为材料的剪切弹性模量
.

中面 内力及弯曲内力的公式可用应力函数及挠度函数表示如下

N
二

,

a么

n

a夕

,

a Z
必 。

,

zV , = 九 。x Z ,
。二 一八

日艺功
日x 日g

Mx 一州穿
十 婉

穿)
,

M
,

一叹穿
+ 户,

穿)
,

从
,

一 2D
、

粼
口

二

一 粼
D ,

穿
+ D

3

豁
,

Q
,

一 粼
D

。

穿
+ 几
豁

(2
.

2 )

设一劈锥面扁壳如图1所示
,

其中曲面由下列方程来表示

F (X
,

、)
一

4

石
: (。。一 。

2

): 1 + 巴 (
管

一 1 )〕
(马

.

3 )

其中 a和 b分别为扁壳的底面沿 , 和夕轴方向

的尺寸
,

f
。
为壳体矢高的平均值

.

。 = (了
。
一 f

。

)/ (f
。
+ f

。

) 为一小参 数
,

f
。

和 f
。

分别为扁壳的最大矢高及 最 小矢

高
。

在这扁壳中儿
二
= o ,

而k
,

及扭率 k
二 ,

由

下列公式所确定

。, 一

豁
一“, ·

1
1 + ·

(管
一 1

)]
,

“

一募乳一
“一含(卜

2。,
(2

.

4 )

其中掩
, 二= sf

。
/护为壳体的平均曲率 (即在 x = o及二 = a 两端曲率的平均值)

·

考虑到(2
.

4 )
,

由方程(2
.

1) 可看出
:

基本方程是变系数的
,

欲求出精确的解析解是困难

的
.

今将叨及功表示成按小参数展开
‘5 , “’的幂级数形式

阴 , 乙
e ‘。、

(,
,

夕)
,

功= 乙 护必
* (‘

,

妇 (2
.

5 )

将形式为 (2
.

5 )的解代入 (2
.

1) 并计及 (2
.

4 )
,

比较具有
: 同幂次的项

,

可得到一系列的常

系数的微分方程组
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节势
+ 2

母
切 ‘

日万2

D
: a 4

少
一“; 仍

挚
一‘犷

“’(一 “’

(2
.

6 )

+ 2占
3

a 4

诱
。

日x Za夕2 静
+ “

; 。”

粱“
一 ‘沂

“’(一 , , ) {
�d劣
。O

。+

少
,

占

(九= 0
,

1
,

2
,

在上式中的例的 (二
,

夕)及叫
的 (二

,

夕)在 O 级近似中具有形式

叻1(
0 ,
(二

,

夕) = Z ( x
,

y ) / h
,

叻孑
0 ,
(二

,

夕) = o

而在其余的各级近似中有

(2
.

7 )

, ,
‘) ( 戈

,

, ) 一 , , ,

(譬
一 1

)
”

诀
: 工 + 2 寿二

。 (卜
2。) 日

2
功*

一 :

日劣日g

( 2
.

8 )

功歹
九, ( x

,

g ) = 一吞, . (譬
一 1

)悠
1
一 Z k竺

。 (卜
2。)

U

a Z切自一 1

a劣a夕 {
(k = i

,

2
,

3
,

⋯ )

方程 ( 2
.

6 )一 (2
.

8) 按其本身结构来说和具有常数曲率的圆柱壳的一般工程理 论 完全相

同
,

故方程组 (2
.

e) 的解答可以用圆柱壳理论中熟知的解法进行解算
.

若壳体在周边简支
,

则有边界条件如下
:

在戈 , O和劣= a
边有 切= M

二= N
二= v = O

在夕二o和夕= b边有 , = M , == N , = u = o

众所周知
,

它们可变换成如下的边界条件

在周边上
:

功= △功= O
, 。= △田= O (2

.

9 )

我们现在选择人及切
*的解取下列形式的级数

功
;

( 二
,

, ) = 兄 公A招
5 i n a 。二 s in 刀

。g
,

。 。
(二

,

夕) = 兄习 B 琳
s in a o x s in刀

, , (2
.

1 0 )

其中

嘶一警
,

凡一弩
一

(tn
, 。一 ‘

,

2
,

3
,

⋯

不难看出
,

这些级数能满足周边简支的边界条件
.

将人及田
、
代入 ( 2

.

e) 之后
,

可得

又(
D , a : + ZD 3 a :刀: + D Z

刀: ) B““+ “
, 。 a “A瓢

:

(j
Za 奈+ Zj

3 a 柔口孟+ j
;

嘴二) A器一寿
, 。 a 盖B票二M

( 2
.

1 1 )

、.‘,、.!lee
矛

川和L
!.

�一份协

其中

( 2
.

12 )

、........1、
产

⋯
J

L黔

M器

_

{{
, ‘

。)
(
% ,

。)
5 1一

。 X 一 i·凡, 、戈、。

一}{
S

命氟
一

舜、
,

, d , 、

_

{{“
、) ( %

,

。) 5 1· a O X 一 i ·,
。。、劣、。

一 价一
si
廊示‘

。
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上列积分都遍及壳体的底面积 (O( %《 a , 。《 , 气b )
.

求解 (2
.

1 1 )
,

可得到如下的解答
.

对于O级近似有

A瓢=
i 6 g o

k
, 。a 盖

h汀
Z m ”刀。 。

B韶品
1 6 q o

一 h汀
2阴”刀。 。

并有

(占
Z a 众+ Zd

3 a 盖刀二+ d :
刀二) (2

.

1 3 )

其中已假定Z (%
,

妇 = q 。= 常数
,

1
,

。
J .

_ 。
。 。 , .

n 。
‘ 、 , 。 , .

。 。 。 。 , , 。 。 , 、 . , ,

刀. ,
= 1 丁气口

la 孟一 艺口
3 a 益户石十刀ZP 品从 O Z a 采一 乙o s a 孟P 孟十 O zp 孟)一石

, a 爪
f ‘

对于其它各级的近似是

A 儡=

B儡=

1

刀。 ,

(2
.

1 4 )
1

冲. ,

〔;
(D

la “+ ZD
3 a ‘, “+ D

Z

刀“)。‘“
·

+ “

一
“。,“

·

〕

〔
(“

Za : + 2“
3 a ;刀“+ 6

1

刀“)。‘“一 “, 。 a ;。‘“
·

}
上式中

。
孺一 8

::
。

阵嘿环
’形

、
孺一

8

:
:
“

「弓吧厂
’

-

+ ‘弓弓 (。
·
二

鄂
‘夕2

)
一

A ;“一
’

〕
(2

.

1 5 )

、L..Izesesl!

, .,!

雌一 + ‘
弓子(、二黑认

护 ) ““
一 ‘’

(k= 1
,

2
,

3
,

4
,

⋯

对于 k二 O时有q贷盆
。
= 1 6 q 。/ h 二

Z o n ,

q 盆

在 (2
.

15 )的和号中
, m 十 P是奇数

,

而 n + s是偶数
.

当各级近似方程的标号 k , 1
,

3
,

5
,

⋯

时
,

取m == 2
,

4
,

6
,

⋯ ; 而 当掩, 0
,

2
,

4
,

6时
,

取m = l
,

3
,

5
, ·

⋯

三
、

数 值 算 例

设有一正交各向异性劈锥面扁壳屋盖
,

如图 1所示
,

受均布载荷 q 。

作用
,

壳体材料为混

凝土
.

壳厚 h= o
.

o sm
,

比重下= 2
.

5T / m
3 , q 。, o

.

ZT / m
2 .

E
l
== 3 x zo 6

T / m
Z ,

E
Z
== 6 x zo OT / m

Z ,

G 二 z
.

4 7 x lo 6 T / m
Z ; 产,

, 0
.

14
,

“:
= 0

.

2 8 ;

D
,
= 13 3

.

3 3 T 一m
,

D : = 2 6 6
.

6 7 T 一m
,

D *= 6 2
.

7 2 T 一m
,

D 。= 1 6 2
.

7 7 T 一m ;

j
,
= 0

.

2 6 7 火 1 0 一 。m
Z

/ T
,

占
2

, 0
.

3 3 3 x 1 0 一m
Z

/ T
,

占
。
== 0

.

2 9 4 x lo
一“

m ,
/ T ,

a == sm
,

b二 4 m
,

f
。
== 0

.

so m
,

f
。
= 0

.

6 7 m
,

f
。二 (f

。
+ f

。

)/ 2 “ o
.

7 3 5 m
,

。二 (f
。
一 f

。

)/ (f
。
+ f

。

)= 0
.

0 8 8 ;

k , . == 0
.

3 e s l / m
,

R , 。 , 2
.

7 2 rn
,

R , 。 = 2
.

9 9 m
,

R , 。二 2
.

5 m
·

各系数 A瓢
,

B 黔; A器
,

B 器的值由(2
.

1 3 )及(2
.

1 4 )计算
,

将计算结果列于表1
.

根据公式 (2
.

10 )可得应力 函数功及挠度函数二的各级近似表达式

功
。

(二
,

。)= 6 s
.

7 5 s in要
O

%
.

S ln 了
。+ ”

·

‘2 5 、‘n

晋
“一‘n

;
二 ,

几OR�汀
�

通
孟no�UO

十 2
.

6 0 8 8 s in 汀沉
·

S ln 夕+ 0
.

1 5 0 s i n
3

‘

s ’n
丁叼 十
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3
.

3

6 8
.

7 5 0 0 0
.

12 5 0 2
.

6 0 8 8 0
.

1 50 0
左一 0

碑2 15 5 0 X 10
一 , 12 7

.

5 X 1 0
一, 6 1

.

2 5 X 1 0 一 , 3 0
.

7 5 X 1 0
一 ,

” .
。
月

一

~一
A (-l2

B分2

2
.

3 4
,

3

5
.

3 2 D0 一 0
.

2 18 8 1
.

7 2 3 8 0
.

2 70 0

2 18
.

1 7 5 X 10 一 ,
2 7 2

.

7 13 只 ID一 , 92
.

8 3 8 X 10一 , 9 7
.

1 7 5 X 10 一,

功
,

(二
,

。)= 5
.

3 2 sin

平
x

·

任

s‘n

茵
。一 o

·

2 ‘8 ‘s‘n

笠
x 3

s‘n
了汀夕

+ 1
.

7 2 3 5 , in 贾
x

·

、in 俘。+ 0
.

2 : , in 要
二

‘ 4 乙

3
“‘n
万叼 十 ”

’

四。

(二
,

。)= 1 5 5 0 x 1 0
一 , , in

粤
x

·

、i。浮。+ 1 2 7
.

5 又 1 0 一 ,

O 4

s ’n
万x

’

+ 6 1
.

2 5 x l。一 , , in

粤
二二

.

、in

万。 + 3。
.

7 5 x l。一 7 5 1。 资
二二

O 任 O

3
“‘n
万叼 十 ”

’

叨 ;

(x
,

夕)= 2 1 8
.

1 7 5 x 1 0 一 7
s ’n
万戈

’

“‘n
一

4

。 + 2 7 2
.

: 」3 x l。
一 7 5 1。吓二

.

、in 冬
二、

4 4

+ 。:
.

8 3 : x l。一 7 s in 要
二

·

, i。李。 + 9 :
.

, 7 5 x 10
一 7 5 1。 要

二
.

, in

誉
二 , + ⋯

‘ 任 ‘ 任

再由公式 (2
.

5 )可得应力函 数功及挠度函数田的最终结果为

功(二
,

g )= 必
。

(x
,

, ) + 0
.

0 5 8沪
,

(戈
,

夕) + 0
.

0 5 5 2

功
:
(二

,

夕) + ⋯

切(%
,

夕)= 功。

(劣
,

夕)+ 0
.

0 8 80 1

(戈
,

夕) + 0
.

0 5 8 艺二2

(x
,

, ) + ⋯

将上式代入 (2
.

2) 可求出壳体上各点的挠度
,

中面内力及弯曲内力
.

今计算如图 2 所示各点的挠度值
,

并且将这些结果列于表2中
.

表 2

沁 。(m ) 沁 功(m )

5
.

4 6 2 5 X 1 0
一,

9
.

15 0 0 x 1 0 一s

10
.

8 0 0 0 X 10 一,

1 1
.

2 0 0 0 X 1 0 一 s

10
.

6 0 0 0 X 10 一s

8
.

5 3 7 5 X 10 一s

4
.

8 0 0 0 X 10
一 s

OnQ甘

八U
司.孟,一on左�

司
1
刁
1,工
J, .�J.1洲洲洲州狱十

图 2

5
.

6 8 7 5 X 1 0 一s

10
.

2 2 50 X 1 0 一s

1 2
.

9 8 7 6 X 1 0一s

1 3
.

9 12 5 X 10 一s

1 3
.

0 5 0 0 X 10 一s

1 0
.

3 12 5 X 10 一 s

5
.

7 62 5 X 10 一 s

,上,自臼U

月生只叻

notl

至于计算其它各点的挠度及全部内力也是没有什么困难的
。

由 ( 2
.

5 ) 式和具体的计算表

明
:

将挠度函数 。 及应力函 数功表示成按小参数展开的级数形式
,

它不但在理论分析上并且

在实际计算中收敛性都是很好的
.
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Ab str盆Ct

T he p r e s e n t pa p e r in tr o d u e e s the m e t如d fo r the e a le u la tio n o f the ro o f w ith o rtho tro
·

pie sh a llo w e o n o id a l s hells w 五ie h a re a lw a y s u s e d in th e in d u s tr ial b u ild in g s
.

Sin e e the

m idd le s u r fa e e o f the sha llo w e o n o id a l she ll ha v in g the v a r ia b le e u r v a t u r e s a n d tw ist s ,

tli e r e fo re ,

the s y s te m o f fu n d a 扭e n ta l e q u a tio n s w hie h w a s o b ta in e d b y u s b e p o s se s s e d o f

tli e v a r ia b le eo e ffie ie n t s
.

If w e , a n t to fin d t五e e x a e t a n a ly tiea l s o lu tio n s ,

it w ill b e in v o lv e d in g r e a t m a the -

m a tiea l diffie u ltie s
.

T his p a p e r g iv e s th e a p pro x im a t e so lu t io n s o f the o r t加 tro p ie s ha llo w

e o n o ida l she ll r o o f s im p ly s u p p o rt e d a t a ll e d g e s a n d u n ifo rm ly d is tr ibu te d lo a d
.

In t e x t

the m e th o d o f s m a ll p a r a m e te r b e u s e d
.


