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摘 要

本文从分析含时矢量的S t o k e s 一 H el m hol tz 分解着手
,

给出了均匀各向同性介质中弹性动力 学

L a m 。方程的通解
.

目U 舀

弹性动力学L a m 6 方程 (或N av ier 方程 ) 的通解
,

一直是地球物理学和爆炸力学等专业

所关心的问题
。

在解决这个问题之前
,

让我们首先回顾一下弹性静力学业已取得的结果
。

在弹性静力学 中
,

用位移 u ‘
(公二 1 , 2 , 3 )表示的平衡方程即 L a m ‘方程

〔‘曰 ’
在引用Poi

-

s S 0 n 比v后
,

形式变为

、,..-

!
、
了l
.
eeJ

”、”、。‘+ ,

二
2 , ”‘(”

*“、)一”

这个方程的通解先由 B o u ss in e s q t疾’和r a 二。p : 。 a 〔“’求得
,

u ‘
= 一B a ‘功+ 日

、a 、切‘

(a )

其形式为

n l
, 。

。 = 2 (i 一
, )

, , = o “甲“ (b )

口‘口‘(口
、口。甲.

)= 0

即位移脚可 以用三个双调和 函数切
‘

来表示
.

其后
,

求得
。

其形式为
u ‘= 一B口‘必+ P

‘

这个方程的通解又由N e u be r和 fl a n K o B 玖 1

“”

n l
, , .

I n

刀 = 2 (z一
,
)

, p = p 。
一 2 ’ “厂 、

口*a、P ‘= 0
, 口, 口,

功
。
= 0

(
e )

即位移 “。又可以用四个调和函数功
。

和尸 ‘
来表示

.

除此之外
,

还有 T eP
一M K

PT
o TI 、 a H 形式的通

解
,

它证明了位移 u ‘只需三个调和函数就可以表示出来
.

在这里我们不作详述
。

这种由B o u s s in e s q 一r a 二e p K o H 和N e n b e r 一n a n R o B 。 二
开创的求解方法

,

当然可 以推广到弹

性静力学的应变相容方程 (S
a in t V e n a n t方程 )

、

B eltr a m i应力相容方程和 K p y T K o B
应力函数

张量相容方程
‘7 J中去

.

应变相容方程为

钱伟长推荐
.
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~ ~
、

1 、 , 。

‘口 k ￡J‘+ 1 一 Zv 口j a ‘口二 u L口= 己k 专) (d )

它的相当于 (b) 式和 (
c
)式的通解为

:

匀 . = 一B 口,
功
‘+ P , ‘

1
功
了
= 功

‘十 : 劣
‘
尸* 。

了 J
J” 2

一
’ -

一

口‘口。P , ‘二 0 , 日。口‘功
‘二 o

!
.
/

l!
““

一
”口“

‘+ 。“口“切’‘

/ 功‘= 口‘叨 , ,

{
。‘。‘(。

。。。、, ‘)一 。

l

。一 2 (1兰
,
) (e )

考虑到幻‘的对称性
,

因而双调和函数卿
‘
或调和函数尸

, ‘的数目并没有想象的那么多
.

B o ltr a m i应力相容方程为
~ ,

.

1 、 , 。
_ ,

。
口介a 七a J‘+ z + , 口j口‘廿 = U 气口= J k 毛) (f)

它的相当于(b) 式和 (
c
)式的通解

,

可用(e) 式套出
,

只要作如下的变换即可
:

n n ,

1
。, ‘令a , ‘, 力今。

‘

= 2 + , (g )

K Py
T
o

B 应力函数张量相容方程为
:

口, 口, 功, ‘一
1 ~ 。

2 一 , 口, 口‘梦j (h )

它的相当于 (b) 式和 (
。
)式的通解为

’“’

劝, ‘二B Il a ,功
‘一。。a 。沪 , ‘

必
。= 一 口

。甲 , ‘

a ‘a ‘(a
* a : 职 , ‘)= 0

’

劝, ‘= B
“

a, 必
, 一尸, ‘

1 。

必
‘= 矛

‘一 舀
‘。p 。;

a 。口。P , ‘, 0 , a , a。功

!
了
\、11盈..吸.r.、

·

!
刀了

!!

B
护

3 + (2 一
,
)占, ‘

1 一 4 v + v 么 (i )

由于应力函数张量劝
, ‘也是对称张量

,

因此
,

双调和函数卿
‘或调和函数尸, ‘的数目同样没有想

象的那么多
.

弹性静力学问题的解决
〔吕’,

为弹性动力学问题的求解树立了楷模
.

但是弹性动力学问题

较之弹性静力学远为复杂
,

至今没有人能给出均匀各向同性介质中动力学L a m e, 方程的简 单

形式的通解
.

以往在讨论弹性动力学问题时
,

总是将波动分解为纵波 (尸 波 )和横 波 (S 波 )
,

然后矢量合成
,

然而这种方法并不能准确地给出某一方向的位移
、

应变和应力
,

因而其结果

只能被看成是半定量的
.

本文在给出弹性动力学 L a m ‘方程通解的基础上
,

正好 能给予这个

问题以圆满的解决
,

并能使人们对弹性动力学有更多的知识
.

一
、

关于 S to k e s
一
H e lm h o ltz 分解

人们所熟欠x的
,

一个矢量
u ‘的S t o k e s一Ile lm ho ltz 分解石J

‘

以写成
u ‘= 月口‘必+

e ‘, 。口, F *

(凡拉丁字母角标取 1
、

2
、

3 )

(1
.

1 )
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式中功为标量势
,
F *
为矢量势分量

,
A为比例常数

, e ‘, 。为 R io c i符号 (L
e vi 一C iv it a 符号)

t。’.

由于a , F , = 0 ,

可将F , 以

F 。, e , 。。a . 切。

(1
.

2 )

代入
.

S to k e s 一H elm h o lt z 分解贝11可写成
u ‘= A a ‘功+ 。

.
(。

。切,
)一。

, 。, 切‘
(2

.

3 )

这种标准的 S to k e s一H e lm ho lt z 分解是弹性静力学中求得B o u s sin e s q 一r a 二e p 二, H
通解和N e u be r

一n an Ko
B , tI
通解的基础

,

在特殊情况下
,

说得确切一点
,

在矢量 “‘不显含时间 t 的情况下
,

St
o
ke

s一H elm hol tz 分解是完全正确的
。

但是
,

在矢量
“‘
显含时间 t 的一般情况下

,

这 种 St
。-

ke
s一H el m hol tz 分解便不再成立了

.

为了说明这一点
,

我们令
“,
= A a ,

功+
e , a ,

a
a

F
,

(一 4 )

(凡希腊字母角标取1
、

2
、

3
、

4 )

这 里 凡 = ic t, f= 刚 一 1
.

同样
,

由于氏F
,

= 0
,

可再设

F
、

= e ,
, , a , 切 ,

(1
.

5 )

这里切
‘
= 0

.

利用由

d
, ,

占
。 ,

d ,
-

e , a , e ·, a

= 占
, , 6

a , d , , (1
.

6 )

占
, ,

d
a 。

d , 。

得到的公式
e , a ·e ·

, ,
= d

, , 占
· , 一j

, , 占
O

, (1
.

7 )

可将 (1
.

4) 式化为
u ,
= A a ,

功+ 日
,

(口
一

甲
,

)一 a
,

口
一

甲 ,

(1
.

8 )

(1
.

5) 式虽然与(1
.

3) 式样子相象
,

但其内容完全不同
.

在我们所研究的含时问题中
, 甲‘

二 0 ,

气= ict
,

因而可得

定理 1 当矢量晰显含时间 t 的时候
,

其正确分解应为

J _ , .

‘ , _ 、 , 。 . 1
u ‘= 月d . p 一 d ‘气d 舌切舌)一 气口‘口 . 一

一

_ : 口 . 口: )甲
‘

(1
.

9 )

显而易见
,

它比 (1
.

3 )式要多出最后一项来
。

定理 1 是我们求得弹性动力学通解的关键
.

二
、

弹性动力学的第一种通解

弹性动力学的不计外场力的L
a m e方程为

(之+ 拼)a
‘
(。

。u 。
) + 子

‘a 。日: u ‘= p aoa . u ‘

式中只
、

拼为L a m 已常数
, p为弹性介质的密度

, “‘
为位移分量

.

由(1
.

9 )式
,

设
u ‘~ A a ‘功+ B。‘(日

, 切, )一B 口。。, 职‘+ a .a .甲‘

将 (2
.

2 )式代入L a m 6 方程 (2
.

1 )式
,

有

(几+ 2拼)A 。
。口*

(口
‘
功)一p A 口

‘日.

(a
‘
功)

+ 拼B。‘口‘。‘(。
, 切, )

一

十〔(几+ 拼)一 p B 〕。
‘口:口‘(。, 华 , )

+ (拼+ p B )口
, 日: (口

‘a .甲‘
)一 “B口

‘日‘(口
, a .甲‘

)一 p a‘a .口
‘口‘甲‘= 0

令 切= ‘切 ,

(2
.

1 )

(2
.

2 )

(2
.

3)

(2
.

4 )
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则 (2
.

3) 式成为

[ (几+ 2拼)A + 召B 〕a :口‘a ‘(a
。甲。) + [ (几+ 拼)一 p (A + B )〕日

‘a‘a ‘(a
。甲。)

+ (拼 + p B )a 。。。(。
:a , 切‘

)一拌B 。
:。‘(a

。a。切‘
)一p a .a : a : a :切‘, o (2

.

5 )

A = 一 拼
,

B ,

尸

又+ 2拼

P
(2

.

6 )

时
,

(2
.

5) 式等号左端第一项和第二项为零
,

此时 (2
.

5) 式化为

几+ 3拼

P
a : a* (a

:日:甲。) +
拼(几+ 2拼)

P 2
日‘a‘(口

, 口。切‘
) + 日

‘aoa‘口.切。= 0 (2
.

7 )

今以 一丫
几+ 2 拌

P

_

_ / 拌

吻一丫 p (2
.

8 )

分别表示纵波和模波波速
,

并代入 (2
.

7 )式
,

得

〔c ; c ;口‘a
‘

(口
。日,

)一 (
c 二+ e委)日。a 。(a

‘口: )+ 日
‘日‘口。口‘j甲‘= 0

已}] (
c 二口‘日‘一口

‘口‘)(c 委口。a 。一 日
‘口。)切‘二 0 (2

.

9 )

(2
.

的式表明函数甲‘满足双重波动方程
.

但要注意
,

每

至此
,

将 (2
.

6 )式
,

(2
.

8 )式及 (2
.

4 ) 式代入 (2
.

2 )式
,

E u ba n k s 一G u r tin 通解
〔‘。’:

。‘= (
c {一 c 要)a动一 (c 二口* a 。一 日祠

:

)甲
‘

一

重波动方程中的波速不同
.

可得弹性动力学的 St (:r n b Cr g -

功= a*切。 , 。 几+ 2拌

P
(2

.

1 0 )

(e 二口‘a :一口
:口‘)(

c 要a 。口
。
一 a :

口‘)甲
‘= 0

式中甲
‘称为S o m ig lia n a 势

·

拼P

由(2
.

1 0 )式可以看出
,

弹性静力学的Bou
s s in c s q 一r a o e p K o H 解是它的特例

.

三
、

弹性动力学的第二种通解

弹性动力学的通解(2
.

10 )式还可以进一步变换
.

设

劝‘“ (
e二口。口。一口

‘日: )势
,

由(2
.

9 )式可得

(
e ; a : 口: 一日

‘
口
‘

)沪
‘== 0

即势。为满足d’A 1e m be r t方程 (3
.

2 )式的横波函数
.

利用 (2
.

4) 式
,

可以得到

(c二a‘口‘一日
‘a :

)功二a , (e二a ‘日: 一a‘a。)切。

即 可得方程

(
c二a 。日

*
一日

‘口: )功== 日
, 劝。

(3
.

1 )

(3
.

2 )

(3
.

3 )

在波 函数 , :
(为

, ‘,中
,

将 自变量 为 换为(之)
为

,

则
一

可得到方程 (3
·

3 , 式的解为

‘一‘
。
+ 。

叔
“呵黔

, ,

,

) (3
.

4 )
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式中必
。

为满足 d
产
A lem be r t方程

(
c二a , 口* 一a ‘口,

)功
。
= O (3

.

5 )

的纵波函数
。

(3
.

4) 式是 (3
.

3) 式的解的证明
,

可以将 d, A le m b e rt 算子作用到 (3
.

4 )式上直接

得到
:

(
·垦”

: ”: 一 ”
·
”
·

,‘一 (
·荟”: ”。一”

!“: ,功
。
+

;
/ 七

(
。

二
。

)(
·圣”!”!一”

:”:

, , : + ”, , 。

(不记宗量的叻
, ,

其自变量仍为为
,

t)

于是
,

又有

定理2 均匀各向同性介质中弹性动力学 以位移表示的运动方程即L a m ‘方程的通解
,

可

以用下述组合的三个横波函数劝
‘和一个纵波函数功

。

来表示
:

、...‘!
恤、

了l吸....夕
u ‘= (

c二一 c 妻)a动一叻
‘
(劣

, ,

t)

功= 功
。+

1

Zc 尸C 刀

! 。, ,

(艺里
戈 , ,

‘

)
(3

.

6 )

c二
凡+ 2拼

p

(
c 要a ,日。一a .a .

)劝
‘= 0 ,

拼

P

(
c 早a 。a , 一 aoa ,

)功
。
= 0

可以看出
,

弹性静力学的N eu ber 一n a n K 。。, 二
解是定理 2 的特例

.

需要注意的是
,

双重波函数切‘和波函数劝
‘及必

。

的选取
,

必须根据问题的具体情况和边界

条件及初始条件适当选择
.

适当的波函数
,

能使弹性动力学问题全部解决
。

进而
,

我们由文〔1 1〕和〔1 2〕知道
,

如果沪
。

(a “ 0
、

1
、

2
、

3 )满足波动方程

(乙 口
‘

K
·

)
, 一”

(3
.

7 )

式中 。、(”一 1
、

2
、

3 )为 p a u‘i矩阵
, a 4

为 2 x Z单位矩阵
,

K
。

一
‘。

· ,

K
‘
一‘K

。
一

:
a ·

, 。
可以

是 c ,
或

c , , 则功
。

一定满足方程(3
.

2) 式和 (3
.

5 )式
.

因此如果我们将势
。

的定义域解析延拓到复

平面
,

就可 以用场方程 (3
.

7 )式来代替 (3
.

2) 式和 (3
.

5) 式了
。

用类似本文的方法
,

还可 以得到蠕流动力学的两类通解
〔‘3 ’.
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