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摘 要

木文用逐步逼近法得到了粘性流体运动的自型问题的微分方程 ��
�

�� �
�

约的分析解
�

� ��� 助�

������用小参数法也得到了这些方程的解
�

但他把控制方程变换成为一组线性变系数微分方程
�

本

文则把控制方程变换成为线性常系数微分方程
�

一
、

问题的提出

�
�

引言 粘性流体运动 自型问题的常微分方程为“ ’

甲“ ‘
� � 甲甲�, � 刀��一甲

‘�

�� �
, 甲 � 甲�刀� ��

�

� �

边界条件为

切�����
� 。, 甲,

����
� , , 甲,

��� �二
� 。

��
�

�� �
�

� �

这里 � ,

刀
,
��

,
�� 及��
—

已知常数
� � � 则是待决定的

,

它由下式决定

甲 ,,
����

� � ��
�

� �

式��
�

�� � ��
�

� �用计算机容易求得其数值解
。

本文则用逐步逼近法求其分析解
�

文献〔�〕用小参数法也求得了式 ��
�

�� � ��
�

�� 的分析解
�

但是文献〔�〕把问题最后归结为

求解一 系列变系数线性常微分方程
�

本文则把问题最后归结为求 解 常系数线性常微分方程
�

�
�

常数的物理意义 由于 刀� � 及 刀� �� 分 别 对应于壁面上和粘流外部边界的情形
,

故式��
�

��  !�
�

� �中的常数将是这样的
�

� 。
表示垂直于壁面的速度分量

,

如果壁面是不可 渗透的
,

则 �。二 �
�

。,

表示壁面的切向分速
,

即滑动速度
,

如无滑动
,

则 。�二 �
�

� 。表示粘流外部边界速度
,

如果流动是非粘性的
,

则

� ‘�� � � ��
�

��
� �
表示壁面摩擦

,

即壁的切向应力
�

� 及 刀主要取决于流动的几何性质
�” �

�
�

化简 取

几“ �
�

��
�

��

当无粘性时
, � ,

� � � � �
,

即是说
,

壁面的切向分速等于粘流外部边界速度
,

此时
,

显然

有叨
“
�的 二�

�

所以
,

当滑动速度甚大时
,

可 以认为 切“
�刀�很小

,

设其数量级为
。�

式��
�

�� 中

朴 钱伟长推荐
�

���
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其它的函 数甲
,

诃及 训
� 产

的数量级则假设为 �
�

甲� 切
。
� 切

�
� 切� � ��

�

� �

并令甲
。,

甲� , 甲�� 甲。

的数量级分别为�
,

己�

� 切
,

￡� � ⋯
� � ”

各函数的数蛰级记为

甲石 甲至 甲竺

� ￡ ￡�

甲￡此矛甲。 甲� 切�

� ￡ 己么

切石 切

’

一 攀吧性

甲� 甲乞
己� ￡

把式 ��
�

�� 改写成下式
,

并记下各项的数量级 �设 刀不接近于 的 得

甲‘, ‘� 刀��一切
‘�

�� 一
“切沪扩

� � ￡

将式 ��
�

� �代入上式得

端 � 姚 � 叭 � ⋯ � 刀�� 一 ��� ‘十 �� �十 �� 二� ⋯ �
“

〕

� 一 � �切
。
� 切

,
� 切� � ⋯ �� 切名十, 叹十叨竺� ⋯ �

边界条件为

叨。�� �‘
� 。, 切

。

�� �� �
,

�
� � �

,

�
,

�
,

⋯ �

甲‘�� �� �
, 切夏�� ���

� �一 �
, 甲二�� �� �

,

�� “ �
,

�
,

�
,

⋯ �

切石���  � �
, 切石��� �� �

,

�
� 二 �

,

�
,

�
,

⋯ �

于是问题归结为在边界条件 ��
�

��  下
,

求解式��
�

� �
�

我们只求其近似解
�

��
�

� �

��
�

�� �

二
、

问题的求解

’

�
�

现求式 ��
�

�� 及��
�

��� 的零级近似解 在式 ��
�

� �中
,

忽略数量级高于
。 的各项得

切石� 口��一甲石
�

�� � ��
�

� �

式��
�

�� 的满足边界条件��
�

��� 的解为

肠� � 。� 刀 ��
�

� �

它与文献〔�〕的零级近似解是一致的
�

它相应于非粘性问题的解
�

�
�

求一级近似解 在式 ��
�

的 中忽略数量级为砂 及更高阶的各项得

毗 � 切丁� 斑 �一叫
,
一 �甲神 �〕二一 � 中。甲百

� 一

��
�

� �

将式��
�

�� 代入上式得

甲了一 �御夏二 �
一

��
�

� �

其解为

甲夏� � , � � � �一斌泛月刀��
� � � � ��研丽勺�

式中
� , 及 � �

为积分常数
�

为了使 刀, �� 时
,

切向速度
。� 不 为 ��

,

应取 内 � �� 再由边界条

件��
�

�� �
,

最后求得

叫 二 �
� ,一 ��

� � � �一斌含刀刀� ��
�

� �

甲� �
�
� ,
一 � �

斌 �刀
〔一 � � � �一斌 2刀, ) + 1」 (2

.
6 )

3
.
求二级近似解 求二级近似解时

,

我们忽略数量级为 护的各项
,

注意到式 (1
.
的 的

右边的数量级为
。,

我们用切= 沪
。
十切:十甲2代入式 (1

.
的的左边

,

而用 切= 切
。
十甲; 代入式(1

.
9)

的右边
,

略去数 鼠级为沪的各项
,

我们得到决定切
2
的方程为

‘ + 切了+ 甲蟹+ 刀〔1一“
2
一叫

’
一2甲舀甲;一 2甲舀甲;〕
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“一叩呻落一
a 甲产里一a叭少名

.
(2
.
7)

将式 (2
.
2 )

,

(
2

.
6

) 及 (2
.
5 )代入上式得决定 甲: 的微分方程

切丁一 2刀叫 一 (
c ,
一 1 )

2
床
xp(一2材 2刀刀)

一a (
c。

+ 。) (
c , 一 1 )斌玄万

一

e
x

p

(

一研丽 刀) = o ( 2
.
8 )

式(2
.
5) 是一个常系数非齐次二阶线性常微分方程

,

其满足边界条件 (1
.
10 ) 的解为

、;一

t

-
“‘等红 矿一

吻谓
犷汽朴c0J 司

。

(
c ,
一 i )

2

6 」
一p(一、审、)衬旦今居少

.
一p(一2、、, 。 ,

( 2
. 9 )

由式 (2
.
2)

,

(
2

.

6) 及(2
.
9) 容 易求得此(0)

,

此 (0) 及此(0)
·

由式(1
.
5) 于是求得在二级

近似下
c:= 甲扩

(
0
) 二切名(0)+ 华蟹(0 ) + 切罗(0)

_
__ ‘_

_
, 、: 斌 2夕 _

‘,
_

, 、了
一一 、‘ 1一

工 ,
一

。 一 、‘ l 工找
-

O 、

a 澎 2刀
8刀

’

+

擎
+、叨

)
(2
.10)

当 召二 1
,

夕= 1
, e o

= 0 时
,

由式 (2
.
10 )得

c:二 一 0
.
2 357 (

e;一 1)
“
一 1

.
5 91 (

c;一 1 )

当a = 2
,

刀= z
, c 。

= o 时
,

由式 (2
.
10 )得

c么二一 0
.
2 357 (

e ,
一 1)

2
一1

.
7 675 (

c;一 1 )

当a = 1
,

刀= z
, c ;

= o 时
,

由式 (2
.
10 )得

cZ二 2
.
35 51 + c

。

/
2

4 一 求三级近似解 将式(l
.
5) 代入式(l

.
9)

,

略去数量级为 扩 的各项得

甲百+ 切贫十q7 r 十切了十刀〔1一甲‘
2
一切夏

2
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。切了十切
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:切名+ 切
:切了十切

:切名」

将式(2
.
2 )

,

(
2

.

6
) 及(2

.
9 )代入上式得

切了一2刀切;二 Q

(2
.
11 )

(2
.
12 )

(2
.
1 3)

(2
.
14 )

Q

一
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一
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艺

一
p(一、 2刀。,

·
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+ 卫鱼鱼二1犷 + 召(
。、一 1)

3
一 双乡夕 (
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丫
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Q
(
2
.
1 5

)

式(2
.
14 )为常 系数线性常微分方程

,

其满足边界条件(1
.
10 )的解为

甲; ==
a ·

e x
p

(
一双厄刀叮) + b

·

e x
p

(
斌雍勺)+ (

c刀毛

+ d
o
3
+

e , 2 + f 。)
·

e x
p

(
一

‘

斌丽
, ) +

‘

(

夕。: + h。

+ i)
·

e x
p

(
一 2创 玄夕刀) + j

·

e x
p

(
一 3斌 2刀。)

式中系数
c ,

d
, 二 ,,

j 由式(2
.
14) 及(2

,

1 5
) 求得为

(2
.
16)

C 二二目

d -

鑫
‘

a

“

‘
c!一‘’

偌〔
一(一

1,
:
一材 2, +

;

· 2

(一
‘,

]

一 斌 2刀
8刀

「动 2刀
L 16刀

aZ(
。;一 1 )一

。2。盖(
。 :一 1) 澎子刀 一 。“ 叨

‘

(
c :

一)
’ -

6

‘一谬〔
。

;

刀一(一
‘, 一

;

·“·“‘一
‘,

a ( c
,

一 i、
“

一 ~ 二- 告 二一一一 十
1艺

a Zc孟(
c、一 1)
2

+ 。
:·。

(
·:一 ; ,

错
一 , 二、

(c1
一 1)

“ _
1

十 “ 、‘ 、一 ‘) 一 “ Ĵ 乙p 一一 石
--

一
’

‘
0J

g = 一a (
c :一 1)

:
/ 1
2

“一

泰卜:;
a(一

, )
“

“丽一(一
‘)

“
一, + a、

一

2 ,
·

工
“1

百1)
’

}

一

命卜{;
·
(一
1)2一
彗
(一

‘,
3
一

;

斌雍‘一
‘,

2

一
+
;
·
(一

‘,
“

〕
j=(c:一 1 )3/ 48
而系数

a 及 b 则由 切; ( 0) = O 的条件及当 打、oo 时
, 甲二不为 co 的条件求得为

a== 一 [‘+ (
c L一 1 )

3
/ 4
8〕

,
b == o

(
2

.

1 8
)

将式(艺
.
9 )及(2

.16 )对 厅积分
,

并利用边界条件(1
.
10)可求得切:(刀)及 切。

(
刀)与式(2

.
2 )及

(2
.
6 )一起构成所设问题的各级 (0 到三级 ) 近似解

.

将式 (2
.
16 )对 冲求导数

,

并利用式(2
.
18 )可得

此(o)= f一斌幼
一

i + 斌察
一

(

c , 一 1 )
3
/48 一 3刚劝j十 h

当 c
。
= 0

,

口= 1
,

a
= 1 时

,

由式 (2
.
1。)可得

甲竺(0)二 0
.
0 19 6(

c:一1 )
“
一 0

.
0 82 0(

c;一 1)
“
一 0

.
01 10(

c , 一 1)

当 c。= 0
,

刀= 1
,

a
= 2 时

,

由式(2
.
1。)得

切雪(0)= 0
.
0196 (

c ;一 1 )
“
一0

.
164 0(

c :一 1)
“
一0

.
04 42(

e , 一 1)

于是
,

三级近似时
eZ= 甲落(0)+ 甲笠(0 ) + 甲竺(0 ) + 甲公(0 )

式中‘ (0) + 切叮(0) + 切竺(0) 及衅 (的分别由式 (2
.10) 及 (2

.
1的决定

.

当 a == 1
,

刀二 1
, e 。

= o 时
,

由式(2
.
21)

,

(
2

.

2 0 ) 及(2
.
22 )可得

(2
.19)

(2
.
2 0)

(2
.
2 1)

(2
.2 2)
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c:二 0
.
0 196 (

e:一 1 )
“
一 0

.
317 7(

el一 z)
2
一 1

.
6020 (

e l一 1 )

当 a 二 2
,

刀二 1
, c 。二0 时

,

由式 (2
.
12 )

,

(
2

.
2 1

) 及 (2
.
22 )Tl]

‘

得

cZ= 0
.
0 196 (

c:一 i)
3一 0

.
399 7(

c ,
一 i)

么一 1
.
8117 (

c ;一 1 )

811

(2
.
2 3)

(2
.
24 )

图 2

图 1 表示当 a = 1
,

夕= 1
, c 。

== O 及 c3= 1
一

时 c
:
与 c

,

的关系
,

实曲线表示准确结果 (数值

解)
〔” ,

虚线表示本文的三级近似结果
,

即式 (2
.
23 )

。

三级近似结果的误差最大 (
c ,

=
0) 时才

只2
.
5肠

。

图 2 表示当 a = 2
,

刀= 1
, 。。

= 。及 c
3二1 时

,
‘

c
Z

与‘:
’

的 关系
.
实 曲线表示准确解

〔, , , 虚

线表示本文的三级近似结果
,

即式 (2
.
24)

。
,

三级近似结果的误差最大 (c
l
~ O )时 才只 6肠

.

当口二 z
,

a 二 i 及 c ,
= 0 时

,

由式 (2
.19)得

毗(0)== 0
.
0884e名+ 0

.
0 475e。一 0

.
090 4 (2

.
25 )

由式 (2
.
13) 及 (2

.25 )得在三级近似下
,

当刀= 1
,

a
= 1 及 c

:= 0 时

c:= 0
.
08 84c丢+ 0

.5475c。+ 1
.

2 6 4 7 (
2
.
2 6

)

表 1 表示当 a = 1
,

夕= 1 及
c ,

= O 时
, c :

与
c。的关系

。

表 中 将 本 文 的 二 级 近 似公式

(2
.
13 )

,

三级近似公式 (2
.2 6)与准确结果

t‘’
进行了比较

.

表 1

:

一

⋯l
C名

二级近似(2
.
13)

C2

三级近似 (2
.
26)解

匀确
准

2
.
6640 3

.
2400 2

.
68 71 3

,

3 5 0 6

1

。

0
2

6
5 2

.

6
0 8 0 2

.

3 1 8
4

2

。

6 4 T 6

1

.

0 0 9 5
1

.

9
6 5 0

1

.

8 5
9 0

1

.

9 0 7 5

0

.

5 0 0 0 1

.

5 4
1

8 1

。

6 0 5 1 1

.

5 6 0 6

0

一0
.
11 0 7

一 1
。

1 9 8 0

1

.

2 3 2 8 1

.

3 5 5 1 1

.

2
6

4 了

1
.
1 7 1 0 1

.
2 9 9 7 1

.
20 5 2

0
.
6 8 6 4 0

.
7 5 6 1 0

.
7 3 5 T

一 3
.
19 0 5 0

.
3 1 0 6 一0

.
2 4 0 2 0

,

4
1 7 8

表 2 把本文的三级近似结果即式 (2
.
23 )与 (2

.
2 4) 与 n poc

Ha: 的二级近似结果进行了比

较
,

从表 2可见
,

二者的精度基本相同
.
但本文把问题最后归结为求解常系数线性二阶常微

分方程
,

而文献〔1〕则把问题最后归结为求解变系数线性二阶常微分方程
。
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.
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1
.
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1
.
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0
.
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1
.
0680
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.
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.
9确0
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3924

2 0 0
.
2 1

。

1
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.
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2 0 0
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0 4 1
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