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摘 要

本文采用有限单元法分析梁
、

板的大挠度问题
,

在应变位移关系中考虑了转动引起的中面伸

长 ; 在计算应变能时保 留了高阶项
.

应用最小位能原理导出空间柔性梁元
、

柔韧板元的弹性刚度

矩阵
、

线性和非线性初应力矩阵
,

算例表明
,

在不增加存贮量和计算时间的条件下可适当提高解

的精度
、

为排除寄生的刚体位移
,

应采用拖带坐标系的迭代法
.

空间柔性梁元

分析图 1 所示的空间柔性梁元

图 1 空间柔性梁元 图 2 柔卿辉兽示

1
.

位移函数
汇‘’

_ 、
J

u“〔1一省
,

省〕〔“; , “。〕T , 〔N
。

〕{d
。

}

。== 〔i 一 3占
2
+ 2占

3 ,
L馆一 2宜

2 + 占
3

)
,

(3君
2
一 2省

3

)
,

L (一占
2
+ 君

3

)〕[
v 、,

口
二 : , v : ,

0
: 2

〕
,

二 [ N
,

〕{d
。

}

叨“〔1 一 3省
2
+ 2占

3 ,
一L (占一 2雪, + 省3

)
,

邝占
2
一2省3

)
,

L (占‘一省
3

)7[“
, ,

乡
, : ,

四 : ·

口, 2

〕r

= 〔N 。〕{d 。}

0
二
= 〔1 一占

,

占] [ 0
二 : ,

0
二 Z

J, = 〔N , j{J , }

(1
.

1 )

、.怪, ,

11
‘...少

8 33



息3通 刘 正 兴 昊 连 元 冯 太 华

�

粉丫l下,j|l
氛

2
.

应变一位移关系

* ‘
一

箫生鱿中
〔
呸畔会黔夕担聋叁价

a u 口Zv
.

a Z切
.

1 / 口口 \2
.

1 1 a tD \
‘= 叙 一活二

, 一 y 十 百二
, 2 十百、

-
百牙 ) 十 2 、ax )

( 1
.

2 )

= e o + e 。,
+ e . , + 君万 ‘。 + 翻

乙,

式中

.

......................r/

⋯
。。

一士
一

〔一 1
,

1〕{d
·

}一〔。
.

〕{J
。

}

。。。

一
。

孟
。一

〔6 (一 1 + 2: )
,

: (一 4 + 魔)
,

6 ( 1 ‘ 2 : )
,

: (一 2 + 6 : )〕
·

、、
。

;

= 一夕[ B
。

〕{d
。

于

1
￡b , == 2 L

Z

= z 〔B , 〕

[ 6 (一 1 + 2省)
,

L ( 4 一 6君)
,

6 ( 1一 2古)
,

L ( 2一 6雪) ] {d
。}

{d 。}

; (生
〔6 (一 : + :

么

)
,

L ( 1一 ; : + 3:
:

)
,

6 ( : 一 :
2
)

,

L (一 2“+ 3“
么

, 〕‘d
·

,
)

;
一

、d
·

}·〔B N 二〕·〔B⋯〕‘d
·

‘

( 1
.

3 )
己万石 p

=

·

一杏(孟
〔6 (一 : + : :

)
,

一L ( 1 一 4“+ 3:
2

)
,

6 (“一‘
2

,
,

L‘兮“二 3‘
2

, 〕‘d
·‘)

戈 ,

圣
一

{、。} , [。, : , 〕, [。二: , 〕{、。}
‘

应力: 应变关系
’

_

M
二 = GJ

二

怀 = 〔刀, 〕〔B , 〕{d , }

几= E 。二 == E (
e 。+ e 。。 + 。b 。 + 。* : 。

+ 。二: ,
)

4
.

应变能和刚度婉裤
·

1 「
, , , .

I Cff 。
, ,

U = 下不 !
_

丈yj 二
.

甲苦 a x 十下 1 1飞乙 e 二a x a g a 之

石 J . 石 J J J

将坐标轴选得与主惯性轴重合
,

再引入
t‘’

NO= EA碟 )
; 、

从一

粤(黔
2 ;

几 - E A

2 (摆) ( 1
.

4 )

其中N 。
为线性膜力

,

N
。 ,

N ,
为非线性膜力

,

于是有

U ~ U , 十 U 。十 U 。 + U , + U 万 L

式中

( 1
.

5 )



柔性梁与柔韧板的有限元分析 名35

U , 一

;
、d ·‘·〔K , 〕‘“

· ,

U
。
=

E A

2

U 。二

昌兰)
’
“
一

会
一

)
’
““ +

了

‘
、

,�

�

I
J

一

合、
d
·

}·〔二
。

〕、、
,

; +

U一谬
‘

丁
‘

(雪二)
’
d 二 +

;
‘d

·

‘
,

〔K
。

〕‘“
·

‘

E

二
!

一

I
:

(穷)
’

d ·

借
‘d , ‘’〔K , 〕‘d , ‘

飞
·

I
:

(豁)
’d ·

( 1
.

6 )

= 喜{、
。

蛋, 〔兀。,

〕{J
。

} +

‘

1
‘ , 、 , 。

。
下

‘

1 口 . 矛
‘

L八 口 . J饭口 . 少
‘

U

一今丁
:

〔(器)
’
+

(
一

爵)
’

〕
d 二 +

飞
·

{
‘

}(
1

, , 、 , 尸
,

, ‘ , 、

=
一‘ la , 少

‘

L八 万石。J la 少尹十
‘ 音

‘d 。 ,
’〔K

! ·
司‘“

, ’

J.工1二

;
曰翻l,11

1

�

一 1 一 1

〔K , 〕二
〔K

。

〕一

半 [ 〕
1对

〕

称 叮 6

Lz
称

4L

〔K
。

〕= E 人

L4

12尸6刀6LzZL一 1 2 一 6 1 2

Ls L 么 L 吕

【K , 」

一

⋯一 1 2

尸

一 6

L 戈

甲 6

L
z

4L6 2

L忿
L

r、。” : 一 叮
, 〔:

,

〕;

JJ

[、。 , : ==
一

书
。

[ s , 〕

边J

[冗二 : 。

卜 N
·

六N 叨〔s
。

〕,

‘Z J

〔K 万乙 , 〕==
N

,

+ N
,

2L
〔S , ]

又泌15L10

八乙
�

内010

对
八05

称
一L

1 0
称2L15L10

[ S
,

] ==
61匕61卜」一 6

5

一 L

1 0

一 L Z

3 0

一L

1 0

2L
2

1 5

一 6

5

一L

1 0

一 L 至

3 0

L 2L
2

1 0 1 5

L10

将上述各子刚阵扩充后迭加可得



柔性梁与柔韧板的有限元分析 名35

U , 一

;
、d ·‘·〔K , 〕‘“

· ,

U
。
=

E A

2

U 。二

昌兰)
’
“
一

会
一

)
’
““ +

了

‘
、

,�

�

I
J

一

合、
d
·

}·〔二
。

〕、、
,

; +

U一谬
‘

丁
‘

(雪二)
’
d 二 +

;
‘d

·

‘
,

〔K
。

〕‘“
·

‘

E

二
!

一

I
:

(穷)
’

d ·

借
‘d , ‘’〔K , 〕‘d , ‘

飞
·

I
:

(豁)
’d ·

( 1
.

6 )

= 喜{、
。

蛋, 〔兀。,

〕{J
。

} +

‘

1
‘ , 、 , 。

。
下

‘

1 口 . 矛
‘

L八 口 . J饭口 . 少
‘

U

一今丁
:

〔(器)
’
+

(
一

爵)
’

〕
d 二 +

飞
·

{
‘

}(
1

, , 、 , 尸
,

, ‘ , 、

=
一‘ la , 少

‘

L八 万石。J la 少尹十
‘ 音

‘d 。 ,
’〔K

! ·
司‘“

, ’

J.工1二

;
曰翻l,11

1

�

一 1 一 1

〔K , 〕二
〔K

。

〕一

半 [ 〕
1对

〕

称 叮 6

Lz
称

4L

〔K
。

〕= E 人

L4

12尸6刀6LzZL一 1 2 一 6 1 2

Ls L 么 L 吕

【K , 」

一

⋯一 1 2

尸

一 6

L 戈

甲 6

L
z

4L6 2

L忿
L

r、。” : 一 叮
, 〔:

,

〕;

JJ

[、。 , : ==
一

书
。

[ s , 〕

边J

[冗二 : 。

卜 N
·

六N 叨〔s
。

〕,

‘Z J

〔K 万乙 , 〕==
N

,

+ N
,

2L
〔S , ]

又泌15L10

八乙
�

内010

对
八05

称
一L

1 0
称2L15L10

[ S
,

] ==
61匕61卜」一 6

5

一 L

1 0

一 L Z

3 0

一L

1 0

2L
2

1 5

一 6

5

一L

1 0

一 L 至

3 0

L 2L
2

1 0 1 5

L10

将上述各子刚阵扩充后迭加可得



柔性梁与柔韧板的有限元分析 83 7

gA�

t.........,.....

f

1L

对 对

称
一 3 L

8

L
么

1 6

尸16

94LS

0d

[ T
。

〕= 〔T tD 〕二
OU月任OU月任

1

L
2

一 9

4

一 3L

8

一 9

4

3L

8

攀8一 3L

8

L
2

1 6

一 3L

8

L
2

1 6

尸l6L8八J

二
、

柔韧板单元

图 2 为薄板单元
.

坐标系放在中面 及其法线上
.
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.
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。
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。
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,

在跨度中间作用集中载荷
.

公

矫升卫
幸兰

卜一牙

两端固支柔性梁

.一、一加几U

/曰�
r
日卜r卜
.

/写�幼)0

图 4 中点挠度
一

载荷

.L
0卜件、L|

.L|
f

!
卜
|雌引!

一多了
甘 0

.

2 0
.

4

图 5 弯曲应力
一

载荷(占= l)

按考虑与不考虑非线性初应力刚度 矩

阵的两种情况进行计算
。

采用
“

一步牛顿

法
”

一

。

计算结果见图 4 ~ 图 6
。

各无量纲 参

数 〔‘“1是
: 二;
尸一”

式
- ; a

一 盆
。 0

.

2 一

图6 线性膜应力
一

载荷

2
匕

0
.

4

= 尸

二 口

口一 = l

A 是截面积
, l是半跨度

,

E J:

是弯曲刚度
,

图中曲线编号是
:

1
.

线性解析解
, ‘毛, ; 2

.

非线性解析解
‘, 3 , ;

3
.

不计 〔兀N门 的有限元解
; 4

.

考虑 〔瓦N 司 的有限元解
。
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计算结果表明
,

考虑非线性初应力矩阵后
,

更接近于解析解
。

图 7

周边固定夹持圆形薄板

是周边固定夹持的圆形薄板
,

受均布载荷作用
.

采用三角形柔韧板元
.

〔K , , 〕
,

〔凡
, 〕

{{{{{ 一
r
一一

一一
a

一一一ggggg

汀汀 1 1 111门门门门! l ! 1 111

}}} 1 1 】 } } 1 1 「 1111111111111

山山」且{J川 {{{比土川{1川创创

垂
, 5

一

4

图 7 均布载荷作用下的圆板

吹“ ) 2

/
, 5

//’萝
.

扩
40

图 8 中心挠度
一

载荷

阵
匕

!

_
1

一
_ . r

二
‘

,

了
1

.

0 2
.

0

一 10 }

图 9 边界膜应力
一

载荷

_

_
_ . .

⋯
了

图10 边界奄曲应力
一

载荷

i。几
。 0 )

卜

1
1

1
.

!
esL.
.

l...‘eses
.

...Les

日nUnO.

⋯
n入八nd,‘

l _ _
_

.
三

0
.

5 1
.

0

圈11 中心膜应力
一

载荷 图12 中心弯曲应力
一

载荷
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取 自〔7〕
,

〔K 。〕
,

〔K 。 , 〕
,

〔K‘j欺自〔5〕; 计彝结来见自包“图 1理
.

引入无量纲参数
“‘ ,

中心挠度卜f/ h; 载荷。
‘一
嘿

‘ ; 应力, 一 昙‘
一

约
2

转角 。、泌煽 径尚里标 R一
r /

。 .

叮
’ ‘

LJ’洒汉
、
一

J 了” 私
”玛 ,

一 E 尸
,

件
/ “” 一 E 、h /

一 一
~ 了

“

” ”工 ’
, ~

‘

即
‘ 、

一
’
了一 ’

图中曲线表示、

1
.

T im o s he n k o 【‘’线 l生解析解 , 2
、

3
.

B o 二‘盆班P〔1 6 , 一阶近似解 ; 4
.

5
.

考虑 〔K仰习 的有限元解
。

钱伟长
、

叶开沉
‘’。’摄动法解 ;

不计 〔K G N : 〕的有限元解 ;

{夕罗
x

.
_

~ 曰

互卜 犷

图 13 径向转角沿径向变化 图 14 膜应力沿径向变化

当考虑〔K
二习时精度更好

,

3
.

悬仲柔性雍

图1 5为自由端作用集中载荷的悬臂梁
.

这类结构在变形过程中寄生有很大的刚体转动
,

而轴线的伸长极小
.

采用拖带坐标的迭代法时
,

可以不考虑初应力矩阵 〔K
。 : 〕

,

〔K 仰习
.

我

们的计算表明
,

考虑与否几乎没有影响
.

{{{{{
‘‘, . . 一一 一

一 一
- 刁刁刁

私私私

计算结果列于表 1
.

引入无量纲参数
〔“ ’:

尸一欲
, “: 一

州(;)
。釜 = 。

/ l, 。釜 = u
/ I

结果表明
,

即使位移
,

转动很大
,

这种方法所

得结果的精度较高
.

图15 悬份柔性梁
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表 1
、

悬臂柔性梁计算结果

项项 目目

一
-

一
--

- - -
-

一

_
尸份 1

0.555 111 222 3 444 { 555

方方方 法 ~ ~ ~、砚}}} 卜
。。。

{{{{{

最最最 线性解析解〔,。1 ! 0
.

26 ::: 0
.

3 3 333 0
.

66 777 1
·

。。。

1
,

·

3 3 333 1
.

6 6777

大大
v ...

”卜线性解析解‘”, 〔,‘,

⋯
(((((((((((((
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度度度 非线性解析解‘1, J[月‘JJJ 0

.
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。

3 0222 0
.

4 9444 0
.

60 3 J 0
.
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.

T1 444

本本本文有限元解解 0
.

IB222 0
.

3 0 222 0
,

5 2000 0
.

so r } o二1000 0
.

7 6 888

轴轴轴 线性解析解 OOO 0
⋯

0 ” 0 ““

向向
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- - -
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。

塑
一
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一 {
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一。

严
一。

·

3 2。 一

卿
:::

移移移 本文有限元解 一 0
.

0 16 一 0 0 5 6 一 0
.

17 5 一 0
.

2 4 1 一 0
.

3 2匀 一 0
.

3 8 666
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15 9 0
.

3 18 0
.

6 3 6 0
.

9 5 5 1
.
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.

59 222
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0
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·
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.
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.
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6 18 { O
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