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摘 要

本文证明了弹性大挠度问题的yo n Kar m an 方程可以归结为量子力学中Sc h r6 d in g er 方程的本

征值问题
,

从而使非线性方程变换为线性方程的求解
.

在较复杂的问题中
,

为利用 散 射反演方法

和 B如k lu n d 变换求解创造了条件
.

本文还讨论了狭长条板的大挠度问题
.

本文所提供的方法可以用来研究弹性薄板的非线性跳跃
.

一
、

前
一 、-碑

、二名

在文仁1 〕中
,

我们业已证 明
,

弹性理论的小挠度问题
,

可以归结为量子理论 中Sc h r 6 di ng
e r

方程的本征值问题
.

本文是文 〔1 〕的继续
.

在本文中我们将证明
,

弹性理论 的大挠度问题同

样可以归结为Sch
r 6 d i二g e r方程的本征值问题

,

只不过数学上的变换更加复杂而已
。

弹性理论的大挠度问题的发展历史
,

在文 〔2一 1 1〕中有详细的介绍和评述
.

自1 9 1 0年发

表著名的
v o n K 、r m 、n 方程以来“ “’,

钱伟长先生
‘’“’
等人在这方面做了大量的工作

f’‘一36 ’.

钱

伟长先生是将摄动法应用于圆板大挠度问题上的第一个人
,

并且一直到今天
,

他的解法仍然

被公认为是最漂亮的
。

近年来
,

关于弹性理论的大挠度问题的论文有增无已
,

其基本思路
,

源出于钱先生一人
。

薄板的非线性跳跃
,

与弹性理论的大挠度问题紧密相连
.

文〔3 7〕认为
,

非线性的弹性系

统从一个平衡状态跳越到另一个平衡状态
,

可以 与量子力学中能量跃迁相比拟
.

为 了定量地

说明这种非线性跳跃
,

引入 sc hrs d in g er 方程是绝对必要的
.

另一方面
,

众所周知
, v o n K 打m an 方 程是非线性方程组

.

求解非线性方程
,

除了近似

求解外
,

到 目前为止无非是两种方法
.

一种方法是通过数学变换
,

将非线性方程变换成可解

的线性方程
.

这方面的例子有 B盯 g e r s 方程
.

在经过 Col e一H 叩f变换后
,

成为有精确解的扩

散方程
〔“a 3 .

引入D ira c矩阵和Pau li 矩阵
〔”, ~ 名, ’,

也可以使二阶的非线性方程降阶为一阶的线

性方程
〔‘2 」.

还有一种方法
,

便是将非线性方程归结为某一类方程的本 征 值 问题
·

这样
,

就

可以利用行 之有效的散射反演方法 和 B孰k fu n d 变换
〔‘吕~ “ ’.

这方面的例子
,

有理想流体动力

钱伟长推荐
.
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学 中的E u lo r方程〔峨6 ’,

有K d V 方程
〔毛7“ 石3 ’,

有 s in e一G o r d o n 方程
〔5 4 ’ 6 6 ’,

B lo eh 方程 t““’和三波

相互作用方程〔‘7 〕.

它们最终可以变换成 S ch
r 6 d ing er 方程

.

本文在 这 两 种 方法 中选择了后

者
。

文〔3 8〕认为
,

sch
r 6 di n g e r 方程是有着广泛适用范围的重要方程

,

它堪 自然界中为数不

多的基本方程之一
v o n K ar m a n 方程与 Sch

r 6 d ing
e r 方 程 的 联系

,

再次肯定了这条结论
。

本文同前几篇文章
〔”

, 〔咭“’, 〔““’一样
,

在需要引入的时候
,

都假定 所 有力学量已解析延拓

到复平面上
,

并且已定义为 H el b ert 空间中的多维矢量
.

本文不讨论变厚度
〔““’、

变刚度
‘3“’弹性大挠度问题

。

二
、

v o n K 巨rin 巨n 方程的化简

弹性大挠度问题归结为求解
v o n K ar m a n 方程

〔‘“’:

,

!
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式中 E 为 Y o u n g 模量
,

h为板的厚度
,

D 为抗弯刚度
,

口为侧向载荷
,

班 为挠度
,

F 为应力

函数
。

如果设

“一

子
‘

,

班一
了票

二 ,

Q一

习票
。

(2
.

3 )

则 v o n K a r m a二 方程 (2
.

1 )式
,

(2
.

2 )式可以无量纲化为

Z‘.、
,

一

、,.产
口

+ 2 。二

忿
2
+

箭)‘
一 2

[( (2
.

4 )

a 4
.

日4 、 了日2

功 口2田
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+
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·

5 ,

。积少一时
咨

/口吸、
‘

../、

方程 (2
.

4) 式还可以写成如下形式
:

竺「旦运
一

口劣
‘

L 口劣
‘

f卫竺、
、 口封 /口夕

〕
.

_

护 「 护功
.

/ 日田 、/ a功 、〕
.

」十 乙 日又西沙L
一

而而
一

伙硒万
.

八万歹少」十 d夕2
a夕

一

(癸)」
一 。

(2
.

6 )

若规范

塑
=

口劣
‘

口切了卫望
一

、
\ 口U /a g (器)(斋)

~

迎
一

= 了
.

鱼兰、
口g

‘

、 口戈 / (2
.

7 )

则 (2
.

6) 式恒满足
.

将 (2
.

7 )式代入(2
.

5) 式
,

可以得到关于挠度 田 的非线性方程
:

/ a 4

性
一: ; 一二 尸

‘

十 艺
\ 口劣

,

日4
.

a 4 \

而勿犷
一 十 豆少 )功

,擎(
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v
Z
、

2切 = 三、
川

·

v : v田
·

v。〕+ 。

奋
(2

.

9 )

方程(2
.

9 )式还可以进一步降阶
。

为此
,

若令

V 叨= 斌石公

则 (2
.

9 ) 式化为

(2
.

1 0 )

v
Z

(v
.

。)一 6。
.

、
(羊、

+ 。

、 ‘ /
(2

.

1 1 )

当我们考虑无侧向载荷
,

即

Q= 0 (2
.

1 2 )

的情况时
,

方程 (2
.

1 1) 式成为

/ v Z 、
_

一 6 p
·

V ‘
一 下 - , + V

‘

吸V
·

口)== 0
、 石 ,

(2
.

1 3)

方程(2
.

1 1) 式和(2
.

1 3) 式是我们考虑 问题的出发点
.

三
、

狭长条板的大挠度问题

对 于狭长条板的大挠度问题
,

可以认为是一维问题
。

此时
,

方程(2
.

1 3) 式成为

一 6 v Z v , 二
+ 沙 , 二二 二

= 0

式中
。 , 二
二 av

/ a二
。

作 M io r a
变换

〔‘8 ’
(其反问题为 R ie e a ti方程 )

:

u二 口2
+ 口 , :

则方程 (3
.

1) 式化为

一 6“ u , 二
+ “

, 二二:

= 0

方程(3
.

3) 式有特解

2
“= 几砰

与方程(3
.

3) 式相比较
,

如果弹性大挠度的振动问题最终导致 K d V 方程

“,

一 6 u u , 二
+ u , 二 二二

= 0

则我们注意到方程 (3
.

5 ) 式有孤立子解 (S
o lito n S o lu tio n

)
:

(3
.

1 )

(3
.

2)

(3
.

3)

(3
.

4 )

(3
.

5 )

。

一子⋯h
Z

I(
、

导)(一
’‘, ] (3

.

6 )

由(3
.

4 )式得到
u 的特解后

,

使方程 (3
.

2) 式成为 R icc at i方程
.

通过常用 的 C ol e一H o
Pf

变换

”一 砂
, ,

U
,

es
.

—劝
(3

.

7 )

可将 R ie e a ti 方程 (3
.

2 )式化为

势
, 二二

一 “吵, 0

式中
, 幼为方程(3

.

3)式的解
,

即(3
.

4 )式
。

(3
.

8)
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方程(3
.

3 )式或K d V 方程(3
.

5 )式都具有 G al ild 不变性
:

u、 “一之
, %。 x + 6舫

.

(3
.

9 )

由此
,

方程 (3
.

8) 式可推广为

一叭
二二
十 “动二几劝 (3

.

1 0 )

此方程正好是将
。
作为势的关于 劝的 Sch

r 6 d in g o r 方程
.

又为 Sch
r 6 di n 只。 r 方 程 的 木征

值【“。“. ‘’.

一般认为
,

Sc hr 6 d in g o r 方 程 是 比 v o n K 反r m 反n 方程有着更广泛适用范围的 重要

方程
。

如果狭长条板的大挠度问题存在外场 (这外场可以是侧向载荷)
,

外场的势用 U (劝 来表

示
,

则在使用经典规则后
,

方程 (3
.

1 0) 式可推广为
:

(一 V
Z
+ U + 。

)劝= 却 (3
.

1 2 )

式中
, 。
可以理解为大挠度薄板的内能

,
U 为 外场的势能

,

一 ‘V 为动量算符
.

在方程 (3
.

1 1) 式中
,

如果外场的势

(3
.

1 2 )
。

一
、

一一一U

式中 a 为场常数
,

则通过变换

‘

一端
一

毛 “

一
2 ‘

们
“

可以将 (3
.

2 2 )式化为 W h itta k e r 方程
‘。2 ~ 。4 ’

(3
.

1 3 )

二 了 1

叨
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十 吸一
、

\ 任

2
之 2 势二 0 (3

.

1 4 )

‘

兑2

+

其解为

势二 c :
M

* , 。
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M
、, 一 、

(一 2 1斌 万二)

式中 cl
, c :

为任意常数
,

协一 斌又 *

(3
.

1 5 )

2

M
* , 。 和 M

。, 一 。 为 W h itta k e r 方程的两个线性无关解
:
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.

1 7 )
F 为 K u m m e r 函数

〔“s ’.

由边界条件可以确定本征值 元的取值
.

狭长条板的大挠度问题
,

可以由(2
.

3) 式
、

(2
.

10 )

式
,

(3
.

7) 式
、

(3
.

的式和(3
.

1 5 )式得到最终解决
.

v o n K a r m a n 方程与 S eh r 6 d in g e r 方程的关系
,

还可 以从 A K N S 方程(A b lo w it z 一K a u p -

N e w ell
一
Se gu

r方程 )中得到
.

狭 长条板的一维
v o n K ar m a n 方程

,

实际
_

仁是 A K N S 方程的特

例 汇“‘’, 「6 4 “6 ‘’.

关于二维
v o n K 良r m a n 方程

,

我们将在下面展开讨论
.

四
、

一 般 性 理 论

弹性大挠度 vo
n K 缸m 反n 方程与量子本征值 Sch

r 6 di ng
e r 方程之间的一般性联 系

,

可以

从推广的 A K N S 方程中得到
.

下面所要讨论的 A K N S 方程
,

是对 四元 沪的本征值方程
,

因
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此实际上是 D ir a c 方程
.

A K N S 方程或 D irac 方程关于 势的时间发展方程为

7 】5
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/
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,
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,
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,
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即
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一 艺二

一
~
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+ 2乙B
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孟
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.
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一 2乙C
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婴

-

一 (r B 一Pc ) 2

丫
一 ‘

U ‘ O 汤 势
+ 2、

十 2雪B

在(4
.

1 3) 式中
,

将第四分量式与第一分量式相加减
,

将第二分量式与第三分量式相加减
,

得

一2

望
一‘

带
+ 2
、 十

2’B
一 2

器
一 (rB 一 , c )

2

器
一‘

祭
十 ZPA +

2:B
一会

留
一

十 (rB 一
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一 2

豁
十 (心一 Pc ) 2

贾
一‘

霏
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豁
一 (rB 一Pc ) 一 2
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斋
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2

器
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臀
一‘

半
+ 2 , , + 2 : :

一 2

韶
十 (rB 一Pc ) 一 2

望
一
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留
一 ZP A 一 2叨

2

票一
‘

令
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2’c
2

一

器
一 (rB 一

Pc)
2

臀
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一

霎
+ Z r , +

二
一 2

臀
一 (rB 一

Pc)

(4
.

1 4 )
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抓
: .

从而
,

(4
.

1 4 )式可简化为
:

(4
,

1 5 a
)nU

一一

、、几...,犷z认甲话丫
矛

/甘才色、了、、、、..,.了口户
里aC
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。

.

口r
_
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~
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~
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2

器
+ Pc 一 rB

2

器
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一
2’C
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李
一
2rA

2毛
aB
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件

户
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下一 石立
口不

一

+ ZPA

0自了
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_ aC
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-

口之

一 2

臀
+ Pc 一rB

(4 1 5 b )八U
一一

、.、...口J尹夕
42

拈丫劝
.

J诬‘户..、、、、龟J....了奋
口

。
aA

. ‘

。 _ 。 。 aB
, 。户 D 之

助
. 。 _ ,

一 ‘一弓二一 卞夕, 一
, 刀 一 ‘一万二 十 ‘5 口一 r 石诬

一

个 ‘夕八
O ‘ U ‘ U ‘

及它们的共辘方程
.

而 (4
.

1 5a) 式和(4
.

15 b) 式是同一类方程
,

只要在方程 (4
.

1 5a) 式中作反

射变换
:

之 , 一 之
(4

.

1 6 、

便可得到 (4
.

1 5b )式
.

在方程(3
.

1 5 a )式中
,

令
之== 2 之,

(4
.

1 7 )

并仍用 之
表示 丫

,

则有

aA _
_ D ‘。 aB

. 。 , 。
,

aP
。 _ , aC

。 二。
,

。r

了 == r B 一PC
,

丫 + 2亡B = ‘子一 ZPA
, 一

二丫一 2贸 = ‘二 十 Zr A (4
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’

一 ’一
一
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,
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一

口t
’

-

一
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·

一
/

(4
.

1 5) 式称为可积性条件
t 3 . ’.

现在我们来试解方程组(4
.

15) 式
.

设

A 二 a
乙
s + f

、乙么+ g :乙+ hl,

B = f
:
亡
念+ 夕2或+ hZ ,

C == f
s乙

2
+ 夕。乙+ h 3

(4
.

1 9 )

将(4
.

19 )式代入(4
、

1 8) 式
,

比较 护
,

梦和 互的系数
,

可得三组方程
:

af
l

O之
一 r

f
: + Pf

, == 0
,

Zf
: + ZPa == 0 , 2f

3 + Zr a = 0 (4
.
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鲁一
。: + , 9 3一。

,

番
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】一”
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3
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.
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令
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.
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f
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一

势
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2
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.
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.
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韶
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;
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‘
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一

言攀)
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从而 亡的零次项成为

留一 6P ,
一

豁
一

十

穿一
。

,

‘

霎
一 6P r

霎
十

瑟
一。

(4
.

2 6 )

当 P
, r
与时间 t无关时

,

方程(4
.

2 6)式退化为
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aP
一 OP 犷一灭

‘

三一 十
O 若 忿

一 。
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一 6Pr 雀
+

一

恶
一 O

7 13

.

2 7 )

利 用(4
.

1 2 )式
、

(4
.

1 7 )式
,

并令

r == p 一 i斌 3 5 ,

, 、双 3 , (4
.

2 8 )

就可以将方程(4
.

2 7 )式的实部与弹性大挠度方程 (2
.

9 )式联系起来
.

因为在方程 (2
.

的式中
,

若令
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万二 = V 6P
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它与方程 (4
.

27 )式的第一式实部在条件 (4
.

2 5) 下是相同的
.

从而
,

整个弹性大挠度问题现在可以归结 为 如 下 A K N S 方程 (Di
rac 方程)

时间发展方程

(4
.

3 0 )

的求解
:

‘

卫口才 (4
.

3 1 )

本征值方程

L叻

== E 劝

入乙p

如果弹性大挠度问题存在外场
,

外场的势用 U
二 ,

U , 来表示
,
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(4
.
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表示前一项方括号的共辘
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在求得了本征值雪和本征函数 沪后
,

还必须由 R icc at i方 程变换成方程(2
.

1 3 )式的解
.

从

A K N S 方程(4
.

5 1 )式和(4
.

3 2 )式
,
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为此
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注意
,

R icc at i方程中的 p
, r 不再是方程 (4

.

27 )式的特解
,

而是我们所要求的方程(2
.

1 3 )式

的解
。



72 0 沈 惠 川

整个问题的求解可 以归纳为下表
:

求方程(4
.

27) 式在条件

(4
.

28 )
一

下的特解
”*

[ 1]
正
{可
题
工

以
。 * 为 势函数

,

代入

A K N S方程(4
.

3 1)式和

(4
.

32 )式

一 6 0
.

v
(伫)

+ v :
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。)-

、 ‘ /

(含外场)
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方程
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丁
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一问
}题

求解A K NS方程 (4
.
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和(4
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32)式的本征函数
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此外
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由 A K N S 方程 (4
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3 1 )式和 (4
.

3 2 )式的散射反演方法和 B钱e k lu n d 变换
,

可以求解

弹性大挠度 。 的时 间发展
.

附记
:

当我们假定月为 套的二次式
,

B
,

C 为 亡的一次 式 的时候
,

我们可 以得到二维的

非线性 Sch
r 6 d in g er 方程 ; 当我们假定 A 为 :

’

次幂
,

B
,

C 亦 为 合
’

次 幂 时
,

我们可 以得

到二维的 si ne 一G or d o n 方程
.

如果扩大算符 L 和 E 的 因次
,

还可 以求解三波相互作用方程

和 B loc h 方程的二维形式 ’3‘」.

此外
,

如果将文 〔5 4 〕
、

〔5 5〕中的线性算符 L 解析延拓到复平
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,

即令 二 , z = x + fg
,
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.
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、
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.
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