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摘 要

悬臂矩形板的弯曲问题是平板理论巾的一个难题
.

多年来
,

对于这种板只有能量法与数值解

法的近似解
.

1 97 9年以来清华大学张福范教授等用迭加法陆续得出悬臂矩形板在均布荷载和一些

集中荷载作用下的解析解
.

对于在均布荷载作用下的悬臂矩形薄板
,

木文用双向三角级数法获得了其挠度函数的解析解
,

并将所得结果与迭加法所得的结果进行了比较
.

通过比较表明
,

两种方法计算的结果符合得十分

好
,

因而相互印证了它们的正确性
,

引 言

悬臂矩形板弯曲问题的主要困难
,

在于它的解需要同时满足复杂的边界条件与两个自由

角点条件
.

以前的工作
,

大多都是用能量法或数值解法来获得悬臂矩形板的近似解答
.

近几

年逐步有了用迭加法获得的悬臂矩形板的级数形式的解析解
.

1 9 7 9年
,

我国清华大学的张福

范教授运用迭加法获得了在与固支边平行的自由边中点作用一集中力的悬臂矩形板挠度的精

确解
,

以后他又 用这一方法陆续解算了在均布荷载作用下
,

在板中心集中力作用下与在 自由

边的任意位置上的集中力作用下悬臂矩形板的弯曲问题 (参见文献〔1〕~ 〔4〕)
.

1 9 8 2年
,

福

州大学林鹏程也采用迭加法解了在集中荷载下悬臂矩形板的弯曲
,

他的集中荷载作用在垂直

于固定边的板中线上的任意位置 (见文献〔5 」)
.

本文拟采用双向三角级数法来求解均布荷载下悬臂矩形板的挠度函数
.

对于在板面承受均布压力的悬臂矩形板
,

可以将其挠度表示为

切二 。
,

+ 叨:

(1
.

1 )

其中
,

切,

为弹性挠 曲面微分方程

V
4。“ q (x

,

g )/ D (1
.

2 )

的一个特解 , 而 切 :

为齐次方程

V
4二 == o (1

.

3 )

的双向三角级数解
.

式(1
.

2) 中
,

q 为板面均布荷载的集度
,

D 为板的抗 弯 刚 度
.

用双向三

补

张福范推荐
,
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角级数法求解挠度函数的步骤为
:

了 日2切

首先写出满足双调和方程(1
.

3) 与自由角点条件

口戈日夕 )
二 . * · , : == ”

I 砂. 奋

(1
.

4 )

的双向三角级数 二 :
= 。2

(x
,

妇 (包含一定的待定系数 )
,

然后选择满足挠曲面微分方程 (1
.

幻与

自由角点条件 (1
.

4 ) 的特解 w ;
= , ,

(x
,

y )
,

最后由 二一口
;

+ 。 :

所应满足的全部边界条件来确

定 。 :

(二
,

夕)中所包含的全部待定常数
,

从而使挠度函数获解
.

二
、

悬臂矩形板的双向三角级数解

从一对边简支的矩形板的列维解可知
,

挠度函数

切一

弓(
“。 5

俨了
+ “二卜m

了
+ C· ’

了
3

俨罗
+ ”·’

护
·h

弩 )
S‘· 邢

了
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,

3 )的
.

显然
,

若将上式中的
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了
”
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了
” ,
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, 一
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“一 h m

罗
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了
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了
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.

3 )
.

因而我们可写出双调和方程(1
.

3) 的双向三角级数解
:

。 2
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1 )

在图 1 所示的坐标系中
,

式 (2
.

1) 不仅满足了双调和方 程 (1
.

3)
,

而且满足了自由角点条件

(1
.

4 )
。

由于在我们的问题中荷载与结构均关于 夕轴对称
,

故 有 E ‘= H ‘二 o
,

K
:
= K 。= 0 ; 式
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.

1 )变为
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我们选取无限长悬臂板在均布荷载下的挠度函数作为微分方程 (1
.

2) 的特解 。 1 ,

即令

。 : 一

品(
6

拼
4

荞
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3 )

这个特解显然满足挠曲面微分方程 (1
.

2) 与自由角点条件(1
.

4 )
.

挠度 , (= 二 ; + 。 :
)所应满足 的全部边界条件为

:
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由方程组 (2
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1 6) 可得
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.

1 1 5 3 0 5 5 火 1 0
一 4

B 。 二一 0
.

1 1 0 6 6 9 1 x 1 0

_ : q b
4

D

0
.

8 7 6 9 7 7 2 x 1 0 一 4

一 0
.

1 6 5 0 8 8 4 x 1 0 一 4

0
.

6 5 1 9 6 6 3 x 1 0 一 5

一 0
.

8 7 6 9 7 7 2 X 1 0
一 4

0
.

4 3 5 7 0 4 1 x 1 0
一 4

一 0
.

1 1 5 3 0 5 5 又 1 0
一 4

0
.

1 6 5 0 8 8 4 x 1 0 一 4

一 0
.

6 5 1 9 6 6 3 X 1 0 一 。

C 。二 0
.

1 1 0 6 7 1 6 K 1 0

_ 2 q b
4

D

一 0
.

4 3 5 7 0 4 1 X 1 0
一 ‘

0
.

1 1 5 3 0 5 5 义 1 0
一 4

。。

一
。

.

1 1。6 7 4 4 、 1。一 :

欢
‘

上少

0
.

4 3 5 7 0 4 1 义 1 0
一 4

一 0
.

1 1 5 3 0 5 5 X 1 0 一‘

一 0
.

2 3 2 4 0 1 6 x 1 0
一 3

0
.

2 5 4 4 0 8 7 x 1 0 一 4

一 0
.

8 4 9 6 9 0 8 X 1 0
一 5

0
.

2 3 2 4 0 1 5 x 1 0
一 3

一 0
.

2 5 4 4 0 8 7 x 1 0
一 4

0
.

8 4 9 6 9 0 8 x 1 0
一 6

一 0
.

2 3 2 4 0 1 6 x 1 0 一 3

0
.

2 5 4 4 0 8 7 x 1 0
一 4

一 0
.

8 4 9 6 9 0 8 x 1 0
一 6

0
.

2 3 2 4 0 1 6 x 1 0 一 8

一 0
.

2 5 4 4 0 8 7 只 1 0 一 4

0
.

8 4 9 6 9 0 8 火 1 0
一 “

0
.

8 7 6 9 7 7 2 只 1 0 一 4

一 0
.

1
_

6 5 0 8 8 4 X 1 0
一 4

0
.

6 5 1 9 6 6 3 义 1 0
一 。

一 0
.

8 7 6 9 7 7 2 X 1 0
一 4

0
.

1 6 5 0 8 84 X 1 0
一 4

一 0
.

6 5 1 9 6 6 3 X 1 0 一 。
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尸
‘

= 一 。
.

1 8 3 5 7 9 5 x l。
一 4

q!4
上声

一 0
.

1 8 8 5 0 7 6 x 1 0
一 4

一 0
.

8 8 6 1 7 0 3 x 1 0
一 7

一 0
.

3 4 7 4 2 6 7 x 1 0 一

0
.

1 4 5 4 3 0 4 x 1 0 一 4

0
.

1 4 7 7 7 2 8 x 1 0
一 ?

0
.

3 2 4 4 1 8 1 欠 1 0 一 1 0

一 0
.

3 7 0 6 0 0 8 只 1 0
一 6

一 0
.

5 8 1 9 0 9 5 x l o
一 8

一0
.

2 1 5 9 6 3 1 x 1 0 一

G ‘ = 一 0
.

1 2 7 0 84 8 x i o
一 吕

0
.

1 3 1 4 7 2 7 x 1 0 一 6

0
.

2 3 6 3 2 4 1 x lo一

一 0
.

1 3 7 7 9 3 9 x 1 0
一 7

一 0
.

5 6 2 3 8 5 3 x 1 0
一 1 0

砂
‘

D
0

.

1 2 9 7 6 1 9 X 1 0
一“

0
.

1 8 2 0 8 3 1 x 1 0
一 8

0
.

4 5 7 9 6 7 6 x 1 0
一 1二

犷 _
。 。 , 。 。 J 。 。 、 , , 。 一 8

砂
4 。

_ 二 _ _ _ _ _ _
‘

二 _ _ ,

qb
“

~
_ _ 闷 _ _ _ _ _ _ _ _ ,

ab
“

八
。
“ 0

.

9 7 5 6 4 2 3 x 1 0
一 ‘

认 尤
:
= 一 0

.

1 0 6 0 7 7 3 x 1 0 一 ‘

狱 K
,

= 0
.

3 1 8 2 3 1 8 x 1 0
一“

紧
刀 一

J ’
一

” “
”

’
”

‘ ’
‘ “

D
‘ 一 县
一

,
.
” ‘ U ‘。 ‘ 。 ‘ “ ‘ 甘

刀

以上系数均用 7 位有效数字写出
。

有了这些系数
,

挠度 切 : 当 两 个级数均取 9 项时的表达式

(2
.

2 )即完全确定
,

将其与 功 ;

的表达式(2
.

3) 代入式(1
.

1 )
,

即最终地得到悬臂矩形板在均布

荷载 下的挠度函数表达式

? 一

品(
6

爹
一 4

爹
十

幼 艺 (
A · sh ln

罗
+ B O c h

弩
+ C· m 汀夕 s h水汀夕

价 . 2 , 4 ,

⋯
a a

+ ”。 m

艺
y ·h

竿 )一
解

了
+

鑫如
‘

了
+ “

+ K
。
+ K

sx Z
+ K

一夕2

由式(3
.

1 )
,

可得悬臂板在 自由边 夕一b 与 x = 士a/ 2 的挠度式
,

固支边的分布式分别如下
:

‘兀% \ 百Jr 泛-

吞 )
c o s 6

-

(3
.

1 )

弯矩M
, 与克希霍夫剪力 V

,

沿

(切 ) , 一。= +

饥 . 2

(A o s h a . + B . e h a 。 + C o a o s h a 。 + D o a o e ha 。
)
。0 5 m 兀劣

“

沙D1一ao

+

鑫卜
‘)

‘

(
F ‘·h

竿
+ G ‘

平
s h
半)

+ K
。
+ K

3·“+ K 4“
2

(3
.

2 )

?
乙

+(叨 )
、 二+ 任

一 艺

_ 1
’

g b
4

一 2 4 刁丁 (彭
一4

蓄
+

自
协一 2 , 4 ,

⋯
(

A 二 s h

竿
+ B ·c h 优

艺
,

+ C。优

艺
9 s h优
罗

+ D 。拼

了
·h

竿)
(一 ‘)下

+ K
。

+

笃
K

3
十K

4 o Z

+ 乙 (F
‘e h刀。+ G ‘

刀
‘s h刀

‘
)

e o s

‘一 1

汀夕

b

(3
.

3 )

(M
,
)

, 一 。= 一冲
一

呈
.

共
⋯m Z 兀2

a 2 [ (1一 拼)B 。 + ZC 。〕c o s川汀X 1
2汀2

b
2 {以

‘一 拼,尸
‘

一 2 ; G ‘〕。h ’

梦
+ (卜

。)G“犷
·h ‘

艺
“

} (3
.

4 )

(U ,
)

, 一 。
二 a b一 D E 刀。 e o s望冬子 (3

.

5 )
仍 . 2 , 4 ,

⋯

2 m 8 兀s

a 3
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表 ] 一表 4 分别列出了计算机计算该

法 与有限元法的计算结果
.

其中 (田 )

〔2〕用迭加法获得的计算结果
.

小 松 袁 文 伯

4 种量在一些点的值
.

为便于比较
,

,

(M
,

)
,

(犷
,

)为本文的计算结 果
,

表 中并列入了迭加

仁M
,

〕
,

〔。 3 为文献

自由边 夕= b 的挠度
苗浩 qb

‘

十 以
:

D

0

0
.

12 9 1 2

0
.

12 5

000
.

12 8 9 999

000
.

1 30 9 111

0
.

2 5 1 0
.

3 7 5

0
.

1 2 8 6 1 0
.

12 80 2 0
,

12 7 2 8

扣一功
一(w)

[切〕

有限元解

0
。

13 10 2 0
.

13 0 5 6 ⋯_ 0
.

1 2 9 08 0
.

1 29 3 3

0
.

12 9 0 5 0
.

12 8 5 1 0
.

1 2 7 8 8 0
.

1 2 7 0 8

表 2 自由边 二二士a/ 2 的挠度
单位

:

雪
‘

口一
⋯一

分
⋯

}
⋯

布⋯万
一

⋯
表 3 弯矩 M

少

沿固支边的分布 单位
:

必
,

⋯焦⋯率
⋯

份
⋯

命
⋯

二
⋯

育
一

⋯
表 4

)一少一
(犷

,

)/ g b

1
.

18 3 5 2

1
.

19 6 1 8

1
.

19 0 9 2

1
.

2 0 6 5 B

1
.

2 12 8 3

1
.

2 2 7 4 1

1
,

2 4 77 8

剪力犷
,

沿固束边的分布

,
/

a

{ (犷
y

)/ q 。

1一一正石石
一

一⋯

} 0
.

2 !

} 0
。

2 2 5 {

1
0

.

2 5 {
一 - - 一 一

——
{

’

0
·

2 7。 {

1
.

2 5 7 6 1

1
.

2 9 1 2 0

1
.

2匀2 7了

x /
a

0
.

3 5

0
.

3 7 5

0
.

4 !

1
.

3 3 3 32 D
.

4 2 5

一一一一

1
.

32 72 6

1
.

3 7 1 86

0
.

4 5

0
.

4 7 5

(犷
,

)/ g b

1
.

5 3 3 8 3

1
.

8 93 0 1

2
.

5 0 7 3 3

3
.

6 56 18

1
.

9 7 5 9 1

_
_

_ _
_ ~ l

一 4
.

4 5 9 4 9

1
.

40 2 5 0 一 8
.

5 13 5 0一�一
�长d

一

在以上表列数据中
,

本文的固支边弯矩和剪力是在两个级数中分别取18 项计算的结果
.

根据表 1 一表 4
,

分别绘出图 2 ~ 图 5
.

从表 1 与表 2 中的数据可以看出
,

有限元解的

挠度数值与本文非常接近—
小数点后三位数字完全相同

,

因此二者的挠度曲线重合
.

在图

2 与图 3 中
,

用一条粗实线表示这条重合曲线
,

而细实线表示文献〔2 〕所得的结果
。

在图4中
,

用粗实线示本文的计算结果
,

细实线示文献〔2〕的曲线
,

连点线为有限元解的 结 果
.

由全部

图表可见
,

三种解答的挠度与弯矩均符合得相当好
.

计算表明
,

本文所设双向三角级数形式的挠度函数收敛得相当快
.

例如
,

当两个级数只
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取一项时
,

即得到板在自由边中点(0
,

b) 处的挠度为 o
.

1 3 08 2 4 5 q b
4

/ D
,

与取 9 项时所得之值

。
.

1 2 91 1 50 q b4 / D 的相对差别仅为1
.

3肠
.

弯矩的收敛较挠度慢一些
,

固支边中点 (o
,

0) 处的

弯矩在取 9 项时是一 0
.

54 4 7 9 q护
,

取 18 项时是一 0
.

5 355 8 q护
,

二者的相对差别为 1
.

72 肠
.

O

心
.

心弓

毕址一品军匹一
一

一
_

些_
刁

。
0

。

25 0
。

5 0
。

7 5

环
O

一

0 5

0
,

10
O
。

1公

w/ 尊月J

自由边 夕= b 的挠度

/ q拼 0
.

1 2 5

图 3

0
。

3 7 5

自由边 劣 , 士粤的挠度
‘

�一一即

图 4

_
.

⋯~ 一一护尹

弯矩M
,
沿固支边的分布

0
.

5

}
x
夕

a

由式 ( 3
.

4 )
,

图 5 剪力 V y
沿固支边的分布

(3
.

5 )分别求固支端的总弯矩与总剪力
,

考虑到 ( 2
.

1 3) 式
,

有
:

1
, 。

f ,

“ 一。“% = 一艺“aO
“ ’

J
_ 气厂

“

肠
一

0a % = “ao
2

M
J
�,

乙尸J工



林 刁
、

松 袁 文 伯

可见固端弯矩与固端剪力总值恒精确地满足悬臂板的整体平衡条件
.

在图 5 中可见
,

固支端的剪力 厂
,

在 端点处有陡然增高 的现象
,

这是 由于薄板理论采用

的假设中忽略了剪应力的影响所致
。

如果采用中厚板理论进行计算
,

犷
,

曲线 当平缓一些
.

文中的全部计算均在邮电科学院计算中心的 A C O S一50 0 计算机上 进行
,

作者谨向邮电

科学院计算中心的工作人员一并致谢
.
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