
应用数学和力学
,

第 6 卷第 8 期 (19 85年 8 月 )

A p p lie d M a th em a tie s a n d M e e ha n ie s

应用数学和力学编委会编

重 庆 出 版 社 出 版

具有圆形切口的正交异性复合

薄板的弹塑性分析
’

周 次 青

(华南工学院数学力学系
,

1马8 3 年 6月 6 日收到)

摘 要

木文给出了平面应力状态下 T sai一 ill 屈服准则的标准参数形式 ; 研究了具有团 形 切 口
、

圆

柱正交异性复合薄板在均匀的径向压力作用下
,

其在 a
.

弹性状态
,

b
.

极限状态和 c
.

弹塑性状态

下的应力分布规律 ; 得到了弹性极限压力和极限载荷的公式
.

一
、

问 题 的 提 出

A
.

N a d ai 研究了各向同性带孔薄板的弹塑性平衡问题“
, “’.

本文则对具有圆 形 切 口
、

圆柱正交异性复合薄板
,

在沿孔边的均匀径向压力作用下的弹塑性平衡进行了分析
。

首先
,

我们讨论在 内缘
r 一 a

处作用有径向均布压力P的正交异性环板 (具有内径
a ,

外径

b和厚度 h) 的轴对称弹一塑性问题 (图 1) , 然后
,

再研究具有圆形切 口的无限大板的情形
。

平面应力问题的T sai 一H il l 屈服准则是
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,
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(1
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d一dr

边界条件为

r = 口 ,

r二b
.

a
,

“一P

a
,
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(1
.
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二
、

弹 性 状 态

若径向压力P是适度的
,

板将处于弹性状态下
.

引入应力函数沪
,

使

_ _ l d 切
U ,
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一下
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u 口一丽
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则平衡方程 (1
.

2) 自然满足
.

由弹性应力与应变关系式(1
.
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,

应变分量可用应力 函数表达为
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将表达式 (2
.

3) 代入方程 ( 1
.

5) 并微分
,

便得到以应力函数甲表示的相容条件为

se 。一

异(
·

拿)
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·

令尝
一 0
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因为我们所研究的问题是轴对称的
,

可设满足以上方程解的应力函数切的形式为

切二 r 怂

这里 k为一常数
.

代入 ( 2
.

1) 和 (2
.
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,

得应力 分量
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,
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因为k
;
= O恒对应于零应力 情形

,

所以
,

问题的完全解为

切 = A rl 十犷K + Brl 一斌天

这里K = S. ./ Se , ,
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.
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.
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,

得
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于是
,

各应力分量为

, ,
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对于具有圆形切 口 的大薄板
,

可令b、 oo
,

则由
_

L面两式即得此时的应力分布规律为
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我们还可将以上分析推 广到环形薄板内外 皆受均匀径 向压力的情形
.

这时
,

r = 口-
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,

a
,

= 一 Pl

口 ,

= 一P
Z

边界条件为

(2
.

1 8 )

(2
.

1 9 )

相应的应力场是

_ (, p
,

ab 一斌万 +
Pzb

a 一“凡
r 斌元一 (一夕

1。

洲万 + Pzb
a 斌朴

r 一斌贾

一
形 一 ~ 一一一 一 一 一

—r (a 斌几
一 斌兀一b斌凡

一斌万)

斌K 〔(一丸
a b一 以兀 + 夕

2
6。一斌万)

r“了 + (一夕
1a 6撅 + 夕

:
6 a“天)

r 一斌了〕

一 : (a “几
一斌了一b斌几

一 斌无)

(2
.

20 )

(2
.

2 1 )

将二
,

和 a 。的表达式(2
.

1 6 )和 (2
.

1 7 )代入T s a i一H ill屈服准则(1
.

1 )
,

得
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因此
,

弹性极限压力
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P
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当P< P
。

时
,

板将处于弹性状态 ; 当P= P
。

时
,

薄板在 内缘
r = a

处开始屈服
.

三
、

极 限 状 态

T s ai 一H il l屈服准则 (1
.

1) 在再~ a 。平面上为一椭圆
,

其长轴与坐标轴a
,

成倾角
a (图2 )

.

为将其标准化
,

我们引入新坐标轴a , ,

几
,

如图2所示
.
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式中
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:
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_
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.

于是
,
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为确定极限载荷P, 和此时的应力分布
,

我们将所得到的a ,

和a 。 的参数表达式 (3
.

的 和

(3
,

1 0) 代入平衡方程 (1
.

2 )
,

得到下列微分方程
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这里
,

由平衡方程和屈服条件我们便完全确定 了 (静定地 ) 屈服区域的应力场 (不包括变形
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研究)
。

应力价 / Y ~ t
,

。。/ X ~ t 材比值 可
r ~ t的曲

·

线图作于图3中
·

对于给定的b/r 值可在曲线1上

找到相应的点
,

然后通过该点作铅垂线 (如图

3中虚线所示)
,

则该铅垂线与曲线2和 3 之交

点之纵坐标即相应的再 / y 和ae / X 值
.

这样
,
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,
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。
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,

不会出现全塑性状态
,

.

而只
一

可能局
一

部的进入塑性状态
.

假

设弹
、

塑性区交界线厂的半径为
。
(图 4 )

,

弹性区(r乒。)在边界厂上受到均布径向压力 u
。

= 一 如

的作用; 根据公 式(2
.

23 )和 (2
.

1 5 )以及(2
.

1 6 )
,

可得各应力分量为

a
。

= P
。
=

X Y

甲 (K + 斌K )尸 十 X
“ (4

.

1 )

‘
一

Oha
(厂)

““ + ‘

一
心一
“

ac
(力“

十 , _

X Y

斌 (
一

式十材凡)y
“十 X

“(
一

幼
“了十‘

\ r /
(4

.

2 )

斌K 刃y

材 (K 十 材 K )Y
“十

、
,

(
“

丫
兀 + ,

“性
.

“ 、 r /
(4

.

3 )



其有圆形切口的企交异性复合薄板的弹塑性分析

在塑性区(
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于是
,

全塑性环形板的一般解为

ZY
“
一 X

“
+ 斌C

斌 ZC + (3Y
“
一 2X 2

)双C

Y (X
“
一斌万)

“’“ ‘+ 砂 2分亡千
一

(厄灭乏夕
‘

二汀
‘
二y’

一

j
一

二

砂了os

2Y
2
一 X

Z
十斌C

_ -

二 Y (X
艺
一斌C )

窃百屏而沪瓦而可雨
于“‘“‘· + 万万万万菊落沙万燕而花了巧万言

c o s‘· {
r...

l
‘

一一
Cr

·

e x p〔D
Z

(t一 t。 )〕 (4
.

8 )

当a簇 r
簇

c 时
,

ta 簇才《才
。 .

在上式中令
r二 a ,

t= t。 ,

有

「一
‘‘

丝i竺丛丛里
_

扩 _ }些旦土些艺{二竺丛
_

些
了一 }一三竺二竺垫兰一

l丫
“C + (“Y

‘

一“X
“

) 斌C

Y (X
“
一 斌己)

s ln ta +
一~

万若戒不二不产二 = 二注气二; ; 芬矛一 , 资气于于一花不于于
二
一于注于

一 ‘一
’
“ ’

斌ZX 丫 + (ZX
么
Y

“
一 ZX

‘
一 Y

‘

) 斌C
-

一一八灭
恋一斌乙 )-

-
- -

- -

一
“

int
。
+ 斌 乏丫℃不住x

Z
y 念

百汉几
~

犷万砂厄
,

e o sta

e o stc

·

e x p〔D
Z

(r
a

一 tc )] (4
.

9 )

这样
,

对应给定的c值
,

我们可求得相应的t。值
,

从而
,

沿 内缘 r = a
处的径 向压力 P 可由公式

(3
.

9 )求得
。

五
、

讨 论

‘
以复合材料B一H 为例

,

假设纤维伶径向排列
,

我们可求得旋转至标准椭圆的旋转角 a =

89
.

5
’ ,

其再 / y 和ae / X 与 t的关系值经计算列于表1中
.

在环的内缘
r = a

处刚开始进入塑性状态时

X一
一一

口
尸

犷行 研 (K 十斌 K ) y
“
+ 优

“= 一 0
.

9 9 2 0 守
一

二斌灭
了生

这对应于屈服椭圆上的M点 (图 2)
,

对应 t“ 85
.

70
.

若压

示胃渝万
育= 0

。

0 7 6 4

力继续增高
,

塑性区将逐渐向环

内扩大
,

当 t“ 90
.

39
’

时
,

外 / Y 达到得大值
,

载荷达到极限载荷
,

P , = 一 1
.

0 0 0 3 y
.

与各 向

同性情形相比
,

极限载荷值提高了 1
.

71 倍
.
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刀刀

‘
.

周
、

次 青

“r/ y

口叮X

0
.

0 680

1
.

0 02 1

一 0
.

4 4 11

0
.

8 684

一 0
.

8 3 19

0
.

50么丈

一 0
.

9999

0
.

00 12

一0
.

8 99 9

一 0
。

5 00 0

一 0
.

6肠88

一 0
.

86 7 2

一
下{贡比公万于盛

:一蕊厂士呱厂

L,a卜俐口比

p

举坛~ 斗
h

图 4

当 t。 = 9 6
.

1 8
’

时
,

b/a = 1
.

73
,

达到最大值
.

它表明
,

若一环板的外径和内径之比 b/a >

1
.

7 3时
,

则该环板就不会出现全塑性状态
,

而只能是部分塑性
.

也就是说
,

当环的内缘处的

径向压力P达到极限载荷 P , 时
,

薄板的塑性区将开始产生无限制的塑性流动
,

沿环的内缘
,

板的厚度将增加 (如图4所示 )
,

而塑性区并不再扩大
、

在表 2中我们以B 一H
,

P一H 和 S一H 三种单向纤维增强复合材料为例
,

将纤维分别沿径 向

( //
r
)和沿周向 ( // 0) 排列

,

按照公式 (2
.

2 3 )
,

(3
.

2 1) 和(4
.

的 分别计算了其K
,

八 / Y
,

鸟 / Y

和c/
a
值

,

并和各向同性进行 了比较
。

弹性极限压力Pe 不仅因复合材料而异
,

而且即使是同一复合材料
,

但纤维排列的方式不

同妇八值亦不相同
。

计算表明
,

当纤维沿 , 方向排列时
,

周向应力减少 ; 当纤维沿 0方向排列

时
一

,

周向应力增加
.

因此
,

弹性极限压力P
。

在纤维沿
r方向排列时要比纤维沿口方向排列时提

高得多二 极限载荷P
,

则与纤维的排列无关
。
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表 2

纤维排列 复合村料 P
。

/ Y 荔J
, ‘ 『

一

⋯
r

叹箱妙丽
’

不舀占妙巍
’

刀 口

玻璃 /环氧

硼 /环氧

石墨/环氧

玻璃/环氧

硼 /环氧

石墨 /环氧

0
.

96 04

0
.

90 D2

0
.

7 4D5

1
.

0 7 6 0

1
.

096 4

1
.

竹6 9

5848

八‘的J孟一叮.片盈口通

/ /
r

0
.

0 2 5

0
.

9 9 20

0
.

99 6 3

0
,

99 8 4

1
,

0 2 5 3

1
.

0 1 6 4

1
.

0 14 7

7 1

UnOUn�心d

J
I通�on,走

:
nU八11

从表 2 我们还可看到
,

用纤维增强了的具有圆形切 口 的薄板
,

不仅弹性极限压 力
,

极限

载荷大大提高了
,

而且全塑性区只是在 内缘附近很小的范围内
.

拿 B 一H
‘

复 合 薄 板 来 说
,

甄
。

x/ “= 1
.

0 2 5 3 ; 而未用纤维增强时
, c m ax /a = 1

.

75
.

这些
,

都显示了复合材料的极大的优

越性
。
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