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摘要 :  利用沿同宿环的线性变分方程的线性独立解作为在同宿环的小管状邻域内的局部坐标系

来建立 Poincar�映射,研究了高维系统扭曲同宿环的分支问题# 在非共振条件和共振条件下, 获

得了 1_同宿环、1_周期轨道、2_同宿环、2_周期轨道和两重 2_同期轨道的存在性、存在个数和存在

区域# 给出了相关的分支曲面的近似表示# 同时,研究了高维系统同宿环和平面系统非扭曲同宿

环的稳定性# 
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1  引言与假设

近几年来, 随着非线性科学的发展和对混沌现象的深入研究,有关高维系统同宿环的分支

问题也得到了广泛研究并获得了许多结果(参见[ 1~ 8] )# 特别地,文[ 3, 4]论述了余维为 2的

同宿分支, 文[ 5, 6]考虑了退化情况的同宿环分支# 本文, 我们研究高维空间扭曲同宿环的分

支和稳定性# 

考虑下列 C
r 系统

  Ûz = f ( z ) + g ( z , L) , ( 1)

以及未扰系统

  Ûz = f ( z ) , ( 2)

其中 r \ 3, z I R
m+ n

, L I R
l
, l \ 2, 0 [ | L | n 1, f (0) = 0, g ( z , 0) = 0# 为简单起见

我们不妨设 g (0, L) = 0# 首先给出如下假设:

(H1) 奇点 z = 0为(2) 的双曲奇点,其稳定流形 W
s
0和不稳定流形 W

u
0分别为 m 维和n维

的# - Q1 和 K1 为 Df (0) 的简单实特征值, 使得 Df (0) 的其余任意特征值 K满足ReK< - Q0

< - Q1 < 0或者 ReK> K0 > K1 > 0,其中 K0 和 Q0为某正数# 

(H2) 系统 ( 2)有一条同宿环 # = z = r( t ) : t I R, r ( ? ] ) = 0 # dim( Tr( t ) W
u H

Tr( t ) W
s
) = 1# 
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(H3) limt y+ ] ( Tr( t) W
u
+ Tr( t )W

s
) = T 0W

uu
0 + T 0W

s
0,

  limty- ] ( T r( t) W
u
+ Tr ( t) W

s
) = T 0W

u
0 + T 0W

ss
0 ,

其中, W ss
0 < W

s
0和 W

uu
0 < W

u
0 分别为 z = 0的强稳定流形和强不稳定流形# T 0W

ss
0 为所有实

部小于- Q0的特征值所对应的广义特征子空间, T 0W
uu
0 为所有实部大于 K0的特征值所对应的

广义特征子空间# 

(H3)称为强倾斜性质# 易知当假设( H1)成立时,假设( H2)和( H3)是通有的# 

2  局部坐标与 Poincar�映射

众所周知, W s 和 W
u 是 C

r 的[ 8, 9]
, # H W

s
0, # H W

u
0, W

ss和 W
uu 是 C

1 的# 

假设 z = 0的小邻域 U充分小,那么,存在一个 C
r 变换使得系统(1) 在 U中具有下述形

式:

  

Ûx = [ K1( L) + ,] x + O( u) [ O( u) + O( y ) + O( v ) ] ,

Ûy = [- Q1( L) + ,] y + O( v ) [ O( v) + O( x ) + O( u ) ] ,

Ûu = [ B1( L) + ,] u + O( x ) [ O( x ) + O( y ) + O( v) ] ,

Ûv = [- B2( L) + ,] v + O( y ) [ O( y ) + O( x ) + O( u) ] ,

( 3)

其中, | L | n 1, K1(0) = K1, Q1(0) = Q1, ReR( B1(0) ) > K0, ReR(- B2(0) ) < - Q0, z = ( x , y ,

u
*
, v

*
)
*
, x , y I R

1
, u I R

n- 1
, v I R

m- 1
, 此处符号* 表示转置# 

记 r ( t ) = ( r1( t ) , r 2( t ) , ( r3( t ) )
*
, ( r4( t ) )

*
)
*
, r (- T

2
) = ( D, 0, D*u , 0

*
)
*
, r( T

1
) =

(0, D, 0* , D*v )
*
,其中 | Du | = o ( D) , | Dv | = o( D) , D> 0且充分小使得 ( x , y , u

*
, v

*
)
*
:

| x | , | y | , | u | , | v | < 2D < U# 考虑线性变分系统
  Ûz = ( Df ( r ( t ) ) ) z ( 4)

及其伴随系统

  <
#

= - (Df ( r ( t ) ) )
* <# ( 5)

与[ 4~ 7]类似的,不难知道系统( 4)有基本解矩阵 Z( t) = ( z 1( t ) , z 2( t ) , z 3( t ) , z 4( t ) ) 满

足

  z 1( t ) I ( T r( t) W
s
)
c H ( Tr( t )W

u
)
c
,

  z 2( t ) = - Ûr ( t ) / | Ûr 2( T 1
) | I T r( t )W

s H T r( t) W
u
,

  z 3( t ) I ( T r( t) W
s
)
c H T r( t) W

u
, z 4( t ) I T r( t )W

s H ( T r( t )W
u
)
c
,

  Z(- T
2
) =

w 11 w 21 0 w 41

w 12 0 0 w 42

w 13 w 23 I w 43

0 0 0 w 44

, Z ( T
1
) =

1 0 w31 0

0 1 w32 0

0 0 w33 0

w 14 w 24 w34 I

,

其中, w 21 < 0, w 12 X 0, detw 44 X 0, detw33 X 0# 同时, 当 D充分小时, +w1 j ( w 12)
- 1 + n 1, j X

2; +w 2j ( w21)
- 1+ n 1, j X 3, 4; +w 3j ( w33)

- 1 + n 1, j X 3; +w 4j ( w44)
- 1 + n 1, j X 4# 

记 w 12 = $ | w12 | ,我们称 # 为非扭曲的如果 $= 1, 称 # 为扭曲的如果 $= - 1# 本文我
们考虑扭曲的情况# 

这样,我们选取 z 1( t ) , z 2( t ) , z 3( t ) , z 4( t ) 作为沿 # 的局部坐标系# 该方法与[ 4]中类似,

但要比之更容易得多# 

记  N = ( n1, 0, n
*
3 , n

*
4 )

*
, h( t ) = r ( t ) + Z( t )N# 定义 S2 = z = h(- T

2
) : | x | ,
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| y | , | u | , | v | < 2D , S1 = z = h( T
1
) : | x | , | y | , | u | , | v | < 2D 分别为 #在 t = -

T
2和 t = T

1处的截面# 

下面我们考虑 Poincar�映射 F = F2 . F1: S 1 | y S 1, 其中 F1: q1 I S1 | y q 2 I S2由 z =

0的小邻域内的流(近似的, 我们取系统(3) 在 z = 0处的线性系统的流) 来诱导, F2: q2 I S2

| y q3 I S1 由 z = 0的小邻域外部 # 的小管状邻域内的( 1)的流来构造# 

记 q 2 = ( x 2, y 2, u
*
2 , v

*
2 )

*
= r (- T

2
) + Z (- T

2
)N2, qj = ( xj , yj , u

*
j , v

*
j )

*
= r ( T

1
) +

Z (T
1
)Nj , j = 1, 3, N i = ( ni , 1, 0, ( ni , 3)

*
, ( ni , 4)

*
)
*
, i = 1, 2, 3# 由 Z(- T

2
) 和 Z( T

1
) 的表

达式便可得到 x 2 U D, yj U D, j = 1, 3以及

  

nj , 1 = xj - w 31( w 33)
- 1
uj ,

nj , 3 = (w 33)
- 1
uj ,

nj , 4 = - w14xj + (w 14w31+ w 24w 32- w34) ( w33)
- 1
uj + vj - Dv ,

( 6)

  

n2, 1 = (w 12)
- 1
[ y2 - w 42( w 44)

- 1
v2] ,

n2, 3 = u2- Du + a0( w12)
- 1
y2 + [ a3- w 23( w 21)

- 1
a1] ( w44)

- 1
v2,

n2, 4 = (w 44)
- 1
v 2,

( 7)

其中   a0 = w 11w 23( w 21)
- 1
- w13, aj = - w4 j + w 1j ( w 12)

- 1
w 42,   j = 1, 3# 

设 z = h ( t ) 为 (1) 在 # 的小邻域的解, 代入 (1) 并利用 Ûr ( t ) = f ( r ( t ) ) , ÛZ ( t) =
Df ( r ( t ) ) Z( t ) 以及一些简单计算即得 F2 定义为

  n3, j = n2, j + Mj L+ h. o. t . ,   j = 1, 3, 4# ( 8)

其中   M j = Q
+ ]

- ]
<*j ( t ) gL( r ( t ) , 0)dt ,   j = 1, 3, 4

称为Melnikov向量, 5( t ) = ( <1( t ) , <2( t ) , <3( t ) , <4( t ) ) = ( Z
- 1
( t ) )

* 为( 5)的基础解矩阵# 

下面我们构造 F1# 不失一般性我们假设 B= Q1/ K1 \1# 记 B( L) = Q1( L) / K1( L) , S=

S( L) 为从 q1 到 q 2的时间, s = s( L) = e- K1( L) S,利用(3) 在 z = 0处的线性近似并忽略高阶

项,不难得到 F 1定义为:

  x 1 U sD, y 2 U s
B( L) D, u1 U s

B
1
( L) / K

1
( L)

u2, v2 U s
B
2
( L) / K

1
( L)

v1, ( 9)

( s, u2, v1) 称为 Silnikov坐标# 

如此我们便定义了 Poincar�映射 F = F2 . F1: S1 | y S 1如下:

  

n3, 1 = (w 12)
- 1
Ds

B( L)
+ M1 L+ h. o. t. ,

n3, 3 = u2- Du + [ w 11w 23( w 21)
- 1
- w13] ( w12)

- 1Ds B( L) + M 3L+ h. o. t. ,

n3, 4 = (w 44)
- 1
s
B
2
( L) / K

1
( L)
v1 + M4L+ h. o. t.# 

( 10)

注 2. 1 F 在区域 s > 0 内关于 Q = ( s, v1 , u2) 为 C r- 2 ,在边界上至少是 C1的# 

3  #的 1_同宿环和 1_周期轨分支

由( 6)和( 10)得到分支方程 G ( s, v1, u2) = ( G1, G3, G4) = F ( q1) - q1 = 0如下:

  

D[ ( w 12)
- 1
s
B( L)

- s ] + M1 L+ h. o. t. = 0,

u2- Du+ [ w11w 23( w 21)
- 1
- w13] ( w 12)

- 1Ds B( L) + M3L+ h. o. t. = 0,

- v1+ Dv + w 14Ds + (w 44)
- 1
s
B
2
( L) / K

1
( L)

v1+ M4 L+ h. o. t. = 0# 

( 11)

显然,在( 1)的1_同宿环和 1_周期轨与方程( 11)的满足 s \0的解 Q之间分别存在一一对
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应关系# 首先我们假设

(A1) (非共振条件)# Q1 > K1

记5G = 5G /5Q# 易知det5G | Q= 0, L= 0 X 0# 由隐函数定理得,在(Q, L) = (0, 0) 附近,

(11) 有唯一解 s = s ( L) , u2 = u2( L) , v1 = v 1( L) 满足 s( 0) = 0, u2(0) = 0, v1(0) = 0# 于

是得到下述定理成立# 

定理 3. 1  如果假设(H1) ~ (H3)和(A1)成立,那么,当 | L | 充分小时,系统(1) 在 # 附近

至多存在一个 1_同宿环或者一个 1_周期轨# 而且,该 1_同宿环和 1_周期轨不能共存# 

下面我们考虑 1_同宿环和 1_周期轨分支曲面# 由( 11)可知方程 ( G3, G 4) = 0总有唯一解

u2 = u2( s , L) , v 1 = v 1( s, L) , 0 [ s, | L | n 1,代入 G 1 = 0得到

  ( w 12)
- 1
s
B( L)

- s + D
- 1
M1 L+ h. o. t. = 0# ( 12)

如果( 12)有解 s = 0, 那么( 12)化为

  M 1L+ h. o. t. = 0# ( 13)

所以, 如果 M1 X 0,那么在 L= 0的小邻域内(13) 定义了一个 l - 1维的曲面 L , L 在 L= 0处

有法向量 M 1# 

显然,如果M 1L> 0, 那么,方程(12) 有唯一解满足 s > 0# 如果M1 L< 0,那么, 方程(12)

不存在任何满足 s \0的解# 至此, 我们已经证明了下述定理# 

定理 3. 2  如果 M 1 X 0, 那么,在 L = 0附近存在 l - 1维的曲面 L , L 在 L= 0处有法向

量 M1,使得当且仅当 L I L 时,系统(1) 在 # 附近存在唯一同宿环# 

如果 M 1L > 0,那么, 系统( 1) 在 #附近存在唯一周期轨# 如果 M1L< 0,那么,系统(1)

在 #附近不存在任何 1_同宿环和 1_周期轨# 

下面我们假设

(A2) (共振条件)# K1( L) S K, Q1( L) = K+ A( L) K, A( L) I R
1
, | A( L) | n 1, A(0) = 0# 

此时, ( 12)化为

  s
1+ A( L)

= w 12( s - D- 1
M1L) + h. o. t .# ( 14)

记N ( s ) 和 V( s ) 分别为(14) 式的左边和右边, 那么系统(1) 有1_同宿环和1_周期轨的

充要条件分别为 N (0) = V(0) 和N ( s0) = V( s0) , s0 > 0# 根据(14) 知N (0) = 0, V(0) = -

D- 1
w 12M1L+ h. o. t. ,并且当 s > 0时有 ÛN ( s) = (1 + A( L) ) sA( L) > 0, ÛV( s ) = w12 < 0# 

不妨假设 s = 0时(14) 化为 M1L = B0( L)# 于是不难得到下述定理成立# 

定理 3. 3  假设( H1) ~ ( H3)和( A2)成立, M1 X 0,那么, 对 | L | n 1, 下述结论成立:

1) 在 L= 0的邻域内,存在 l - 1维的曲面 2,使得,当 L I 2 时,系统(1) 在 # 附近存在

唯一的1_同宿环而无任何 1_周期轨道# 

2) 如果 M1 L> B0( L) , 那么系统( 1) 在 #附近存在唯一 1_周期轨道而无任何1_同宿环# 

4  #的 2_同宿环和 2_周期轨分支

此时,将从 q1 到 q2的时间重新记作 S1, s1 = e- K
1
( L) S

1# 记 F1( q3) = q 4, S2为从 q 3到 q4

的时间, s2 = e- K
1
( L) S

2# F( q 3) = q5 = q1# 那么, 分支方程 G
2
= ( F( q 1) - q3, F( q 3) - q1) =

0为:

  D[ ( w 12)
- 1
s
B( L)
1 - s2] + M 1L+ h. o. t. = 0, ( 15a)

  u2- Du + [ w 11w 23( w 21)
- 1
- w13] ( w12)

- 1Ds B( L)1 + M 3L+ h. o. t. = 0, ( 15b)

1079金   银   来    朱   德   明



  - v3+ Dv + w14Ds2+ (w 44)
- 1
s
B
2
( L) / K

1
( L)

1 v1+ M 4L+ h. o. t. = 0, ( 15c)

  D[ ( w 12)
- 1
s
B( L)
2 - s1] + M 1L+ h. o. t. = 0, ( 15d)

  u4- Du + [ w 11w 23( w 21)
- 1
- w13] ( w12)

- 1
Ds

B( L)
2 + M 3L+ h. o. t. = 0, ( 15e)

  - v1+ Dv + w14Ds1+ (w 44)
- 1
s
B
2
( L) / K

1
( L)

2 v3+ M 4L+ h. o. t. = 0# ( 15f )

首先我们假设( A1)成立# 记 Q
2
= ( s1, s2, v1, u2, v3, u4) , 经简单计算可知

  det5G2
| Q2

= 0, L= 0 X 0,

所以,在 ( Q
2
, L) = (0, 0) 附近, ( 15)有唯一解

s 1 = s1( L) , u2 = u2( L) , v 1 = v 1( L) , s2 = s 2( L) , u4 = u4( L) , v3 = v3( L) ( 16)

满足 s1(0) = 0, u2(0) = 0, v1(0) = 0, s2(0) = 0, u4(0) = 0, v3(0) = 0# 

显然,一条 1_同宿环对应于( 16)的一个解 s1 = s2 = 0,而一条 1_周期轨也对应于(16) 的

一个解 s1 = s2 > 0# 由解的唯一性即可得到系统( 1)不存在任何 2_同宿环和 2_周期轨# 

如果 s1 > 0, s2 = 0或者 s1 = 0, s2 > 0, 那么,由( 15)的第 1式和第 4式可得到矛盾# 所

以,下述定理成立# 

定理 4. 1  如果假设( H1) ~ ( H3)和( A1)成立, M1 X 0, 那么, 对0 [ | L | n 1, 系统(1) 在

#附近不存在任何的 2_同宿环和 2_周期轨道# 

注 4. 1 对任何的 k_同宿环和 k_周期轨, k \ 2, 定理 4. 1仍然成立# 

下面我们假设( A2)成立# 与第 3节类似, 我们只需考虑下述方程的解:

s
1+ A( L)
1 = w 12( s2- D- 1

M1L) + h. o. t . , s 1+ A( L)
2 = w 12( s1- D- 1

M1L) + h. o. t .# ( 17)

若( 17)有解 s1 > 0, s2 = 0, 则( 17)化为

s 1 = D
- 1
M1L+ h. o. t. , ( D

- 1
M1 L+ h. o. t . )

1+ A( L)
= - D

- 1
w 12M1L+ h. o. t.# ( 18)

在区域 M1 L> 0, | L | n 1中, (18) 的第二个方程定义了一个 l - 1维的曲面 L1,使得当

L I L1 时, 系统(1) 在 #附近存在唯一 2_同宿环# 

若( 17)有解 s1 > 0, s2 > 0, 那么( 17)化为

  ( ( w12)
- 1
s
1+ A( L)
2 + D- 1

M1 L)
1+ A( L)

= w 12( s2- D- 1
M1 L) + h. o. t.# ( 19)

记N ( s2) 和 V( s2) 分别为上式的左边和右边,那么 N( s 2) 和 V( s2) 在某点相切当且仅当

( 19)及下式同时成立# 

  (1 + A( L) ) 2( s1+ A( L)
2 + D- 1w 12M1 L)

A( L)
= (w 12)

2+ A( L)
+ h. o. t.# ( 20)

经简单计算可解得

  s2 = [- w 12/ (1 + A( L) ) 2] 1/ A( L) + h. o. t.# ( 21)

显然( 19)和( 20)有解( 21)的必要条件为 $ = - 1且(1+ w12) A( L) > 0# 把( 21)代入( 19)

或者( 20)得

  D- 1
M1L = B* ( L) := (- w 12)

1/ ( A( L) )
[ 1+ (1+ A( L) )- 2- 2/ ( A( L))

] + h. o. t.# ( 22)

令( 18)定义的曲面为 D- 1
M1 L = B* ( L)# 注意到任何一条 1_周期轨道同时也对应于

(19) 的一个解 s1 = s 2 > 0, 从而有下述定理成立:

定理 4. 2  如果假设( H1) ~ ( H3)和( A2)成立, 且 M1 X 0, (1+ w 12) A( L) > 0,那么,在 L

= 0的充分小邻域内存在两个 l - 1维的曲面 2* 、2
*
, 分别由( 22)和( 18)定义,使得

1) 当 L I 2* 时系统(1) 在 # 附近存在唯一的 2重 2_周期轨道# 
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2) 当 L满足M1 L< B* ( L) 时,系统(1) 在 # 附近不存在任何 2_同宿环和 2_周期轨道# 

3) 当 L满足B* ( L) < M1 L< B* ( L) 时,系统(1) 在 # 附近恰存在一条1_周期轨道和一

条2_周期轨道# 

4) 当 L I 2
*
时,系统(1) 在 # 附近恰存在一条 2_同宿环和一条 1_周期轨道# 

5) 当 L满足M1 L> B
*
( L) 时,系统(1) 在 # 附近恰存在一条 1_周期轨道# 

5  #的稳定性

首先假定( A1)成立, 由 B( L) 的连续性可知, 当 | L | n 1时有 B( L) > 1, 不妨记 B( L) :=

B# 于是,当 L= 0时, ( 10)化为

  

n3, 1 = (w 12)
- 1Ds B+ h. o. t. ,

n3, 3 = u2- Du + [ w 11w 23( w 21)
- 1
- w13] ( w12)

- 1
Ds

B
+ h. o. t . ,

n3, 4 = (w 44)
- 1
s
B
2
(0) / K

1 v1+ h. o. t.# 

( 23)

由( 9)得 s U D- 1
x 1, u2 U s

- B
1
( 0) / K

1u1, 代入( 23) ,得

  n3, 1 = (w 12)
- 1
( D

- 1
x 1)

B- 1
x 1+ h. o. t. ( 24)

以及 n3, 3 = O( s
- B

1
(0) / K

1u1) , n3, 4 = O( (w 44)
- 1
s
B
2
(0) / K

1 v1)# 由(6) 得, x 1 U n1, 1, u1= w 33n1, 3,

v1 = O( n1, 4) , x 3 U n3, 1, u3 = w33n3, 3, v3 = O( n3, 4)# 由于当 s n 1时有ReR(- B1(0) ) < 0,

ReRB2(0) > 0,所以 u3 = w 33n3, 3 m u1, v3 = O( n3, 4) n v1# 

下面我们考虑 F在域�S1 = ( x , y , u, v) I S1, 0 [ | x | < D1 < D 上的限制# 截线段Lx

= 0 [ | x | < D1, y = D, u = 0, v = 0 近似的映为另一线段 L
c
x = 0 [ | x | < CD1, y = D,

u = 0, v = 0 ,其中当 C< 1( C> 1) 时 C称为收缩(扩张) 率# 由(24) 的第一个方程以及上

述讨论易知当 0 < x 1 < D1 n 1, B> 1时, C= | ( w12)
- 1
| ( D

- 1
x 1)

B- 1
< 1# 

类似的可以考虑 B< 1的情况并获得当0< x 1< D1< Dn 1时, C= | ( w 12)
- 1
| ( D

- 1
x 1)

B- 1

> 1# 于是下述定理成立:

定理 5. 1  假设(H1) ~ (H3)和(A1)成立# 如果 B> 1,那么同宿环 #为弱稳定的, 此时 #

有一个 m + 1维的局部稳定流形和一个 n维局部不稳定流形# 如果 B< 1,那么同宿环 #为

弱不稳定的,此时 # 有一个m 维的局部稳定流形和一个n + 1维的局部不稳定流形# 

下面设( A2)成立, 与非共振情况类似的可得 u3 m u1, v3 n v1以及 x 3 U ( w12)
- 1
x 1# 于是

我们有:

定理 5. 2  假设( H1) ~ ( H3)和( A2)成立# 如果 | ( w 12)
- 1

| < 1, 那么同宿环 # 为弱稳定

的,此时 #的局部稳定流形和局部不稳定流形分别是m + 1维和 n 维的# 如果 | ( w 12)
- 1
| >

1, 那么同宿环 #为弱不稳定的,此时 #的局部稳定流形和局部不稳定流形分别是m维和n + 1

维的# 

注 5. 1 如果( 1)是2 维系统, z = ( x , y ) , x , y I R 1, 那么假设( H1) ~ ( H3)和$= 1 是自然成立的# 在共

振情况下不难得到 w 12 = 1/ R, 其中

  R = exp Q
+ ]

- ]

5f 1
5 x +

5f 2
5 y

( r ( t ) ) dt

为 C2 变换下的不变量[ 10, 11] , f ( z ) = ( f 1 ( z ) , f 2( z ) )
* # 
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Twisted Bifurcations and Stability of Homoclinic

Loop With Higher Dimensions

JIN Yin_lai1, 2,  ZHU De_ming2

( 1. Depa rtment of Mathema tics , Liny i Teacher s. Univer sity ,

Linyi , Shandon g 276005, P . R . China ;

2. Depar tm ent of Ma them atics , Ea st China Norm al Univer isty ,

Shangha i 200062, P . R . China )

Abstract: By using the linear independent solutions of the linear variational equation along the homo-

clinic loop as the demanded local coordinates to construct the Poincar�map, the bifurcations of twist-

ed homoclinic loop for higher dimensional systems are studied. Under the nonresonant and resonant

conditions, the existence, number and existence regions of the 1_homoclinic loop, 1_periodic orbit, 2_

homoclinic loop, 2_periodic orbit and 2_fold 2_periodic orbit were obtained. Particularly, the asymptotic

repressions of related bifurcation surfaces were also given. Moreover, the stability of homoclinic loop

for higher dimensional systems and nontwisted homoclinic loop for planar systems were studied.

Key words: local coordinate; Poincar�map; twisted bifurcation; 1_periodic orbit; 2_periodic orbit;

stability
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