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摘

本文给出一个构造三次样条函数的简便方法
,

同 {青况的处理方法
.

要

并讨论了与 之有关的问题
,

最后 提出了针对不

采用样条函数作为插值函数的优越性已为大家所熟知
.

然而由于构造样条函 数 比 较 麻

烦
,

也限制了它的应用的广泛性
.

大家知道
,

为了构造样条函数
,

需要将各节点的函数值 以

及边 界条件同时引入一方程组
,

然后求解这一方程组得到构造样条函数所必需的待定参数
。

例如对三次样条函数来说就是求解 出各节点的二阶导数 (即样条的弯矩)
,

才能得到样条函

数
.

这样做
,

不仅是引起数学处理上的麻烦和浪费电子计算机的内存
,

而且对于某些情况下

的应用简直是不可能的
.

例如
,

当我们只有简单的计算工具 (包括袖珍 电子计算机 ) 或者因

我们计算的问题简单不值得编排程序上 电子计算机的时候
,

按照过去构造样条函数的方法
,

应用样条函数作插值计算是不可能的
.

可不可以寻求一个构造常用的三次样条函数的简便方

法呢 ? 为此
,

作者经过研究
,

觉得对于常用的三次样条函数可以采取逐段递推构造法
,

效果

是相当好的
.

下面就介绍逐段递推构造法
。

我们仅考虑相邻的三个结点 x * 一 : ,

气
,
‘、、 、,

若 已知其函数值分别为 人
一 : ,

j*
,

f
。十 , ,

以

及二*
一 ,

点的二阶导数为f艾
一 ; .

那么
,

我们可以假设这一段的样条函数为
:
(x ) = A (

% 一 x 、
一 ;

)(二一% 。
)(x 一% 。十 ; ) + B (x 一 x 卜 1)(% 一义 * ) + C(x 一二。

一 ,

)+ D ( l )

将丸
一 ; ,

凡
,

气
十 ,

点的函数值代入 ( 1 ) 式
,

可以得到 含待定常数A
,

B
,

C, D 的三个方

程
.

再对 : (x) 求二阶导数
,

然后以 气
_ : 点的已知二阶导数几

~ ;
代入

,

又可以获得一方程
.

此

四个方程联立求解可唯一确定A
,

B
,

C
,

D 的值
.

求得的结果如下
:

D = 八
_ l ,

C =
f
、一f

、一 ,

x 自一% 倪
一 ‘

B 一

(
f
* 十 , 一f

。一 :

x 触+ l 一戈九一

f
。
一f

。一 ,

x 九一劣几
一 1

一

)/
‘X

。

一
‘。’

A 一

(
f工

一 :
一B

)/
(ZX

、- !

一
“。一’

( 2 )

钱伟长推荐
.
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按 ( 2 ) 式求得的 A
,

B
,

C
,

D 代入 ( 1 ) 式
,

即得 到 丸
_ ; 至 凡

十 : 这一段的样条函数
。
(幻

.

若对求得的
:
(x) 求二阶导数

,

再 以 x = 气
十 :
代入

,

便可求得 为
十 ,

点处的二阶导数
,

我们

以f笠
十 : 表示之

,

则

f笼
+ : = ZA (Zx

‘+ : 一x * 一 :
一二* ) + ZB ( 3 )

其中 A 与 B 即为 ( 2 ) 式中求出的 A
,

B 值
.

再将 ( 3 ) 式求得的 f笼
十 :

的值作为构造下一

段样条函数的初值
,

则可求得下一段 (即 气
* : 至 戈

十 。

一 段) 的样条函数
.

(方法同前 ) 如此

递推下去
,

就可以求得各段样条函数
。

这样一来
,

我们只要知道各结点的函数值以及初始的二阶导数
,

即可以按上面介绍的逐

段递推法求得三次样条函数
。

是不是任何被插值的函数都可以按此法构造三次样条函数呢 ? 或者说对于不同的实际问

题应该怎样处理呢 ?
一

F面我们就来讨论这个问题
。

必须指出
,

严格地说这样构造的函数并不是精确的样条函数
,

而只是样条函 数 的 近 似

解
,

因为在各分段结点上一阶导数是不连续的
。

对于有的情况分段结点上一阶导数的左边值

与右边值相差甚微
,

这时我们可 以把它看作样条函数有效的近似解 ; 而对于另一些情况
,

可

能分段结点上一阶导数的左边值与右边值相差很大
,

这时仍把它当作样条函数的近似解就不

妥当了
.

那么究竟什么样的情况才是可行的呢 ? 它是受哪些条件控制的呢 ? 下面我们先从物

理意义上作些说明
,

然后再进行数学分析
,

最后对于不同的情况提出相应的处理方法
。

我们知道
,

三次样条函数的物理意义是一条过各插值点的弹性样条的挠曲线方程
,

它的

走向取决于各插值点的位置和边界条件
。

通常构造样条函数需要两个边界条件
,

使样条函数

唯一确定
.

而我们这种逐段递推构造法只需一个边 界条件
,

另一个边界条件是从属的
,

只要

初始边界条件给定
,

终端的边界条件便对应确定
,

它们之间有确定的对应关系
。

这样从属的

终端值有两种可能
:

一是接近实际的终端边界条件
,

因而误差较小
,

是有效的 ; 二是与实际

的终端边界条件完全不相符合
,

因而误差很大
,

是不允许的
.

毫无疑问
,

为了使得我们构造

的函数符合要求
,

有必要附加一定的条件
.

下面我们就来分析这个问题
。

从样条函数的物理意义我们知道
,

作为一条弹性挠曲线
,

其弹性势能必须取极小值
.

也

就是说
,

必须

「义
‘ r

I L￡
’‘

气x )」
一 a x = m l n

, 劣 0

( 4 )

下面我们对 x 。一 : 至 x * + : 一段求这个积分
.

由 ( 1 ) 可知
: 即(x )= 2〔3A x + B 一 A (x

、一 、+ 二 * + x 、十 、)」

将 二‘·) 代入
{::二

〔·
“

(· , 」
Z
d ·中进‘于积”

,

”注”至。

, 一

(
了
梦

一”

)/<
2

一
‘七一‘。一’

于是化简整理后得

{::!:
〔·

“

(· , ,
2
“一

‘2A
2

(· *

一
,
“
+ 6A (· *

一
,
’

“ 一 + ‘
·‘

一
, (‘笼一’

2

由 ‘5 , “可”
,

{::
+

:
〔二‘· , 〕

’
d · 是关于“的二次函“

·

根据二次函“的性质
,

( 5 )

由于A
Z

项的系数为正
,

_

且判别式 护 一 4ac < 0
,

故它恒为正
,

当A = 一 b / 2a 时有极小值
.

在这里
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a 二 1 2(x
‘十 : 一% 、一 、)

3 ,

b= 6 (%
。+ 1 一 x , 一 1

)
“
f笠

一 1 , c = (二
*十 : 一x , _ 1

)(f义
_ :
)
2

〔s
“

(x )〕
Z
d 二取极小值

,

必须

互 = _
一二尽卫

一二

2 a 4 叹戈。
+ 1
一劣 * 一 1 )

( 6 )

r...J�

使==为A

由 ( 2 ) 式可知

j一尸
..
.

L
A = f又

一 ( m
l
一切

:
) -

1

( 戈、
十 :
一 x *

)

1

Zx 。_ i
一x * 一 x , + i

其中 m ,
二 (f * 十,

一f
*一 :

) / (气
* :
一二* 一 ,

)
,

m : = (f
* 一f

。一 ,

) / ( “*一二* 一 :

)分别表示线段 LN

JJJ 多争一一

一一
,

一
甲兮兮

与 LM的斜率 (见图 1 )
。

将A 代入 ( 6 ) 式得

f笠
一 1

一 ( m
; 一 m Z

)
-

1

戈克+ i
一劣为

1

2 % 。_ 1
一% 。

一气 +1

一f又
-

4 (戈
* 十 :
一 % 。一 1 )

化简后为

或

m l一 m Z =
( x

。十 : 一 x 。) ( 3x
* 十 ,

+ 劣、一 4 x 。一、) : ,

一- 一 - - - 一 一玉 f 石
‘ , 一 咬 J 为

怪、人人+ 1一汤寿一 i 少

f笼
一 :

4 ( m
;
一 m :

) (% 、、 ,
一 % 。一 ,

)

(劣
。十 : 一 x 、

) (3 x * 十 , + x 。一 4 x 、一 1
)

( 7 )

由于

(
劣 * 十 1

一 x 。) ( 3x
* 十 ; + x ‘一 4 x 、一 1

)
4 ( 劣

、十 , 一 劣、一 ,
)

故m : 一 , :与f工
一 ,

同号
,

即 ( m
l
一 。

:

)f工
一 i

> 0

很显然
,

当 。,
一 m :

与 f艾
一 :
满足 ( 7 ) 式时

,

> O

{ [ s “

(戈 )〕
“
d义

对样条函数来说
,

只要满足 ( 4) 式
,

即由 “。至 x 二整个积分取极小值
,

( 8 )

取极小值
.

我们知 道
,

而不可能要求每一段的

J 【sll (x) 〕
Z
d % 都取极小值

.

逐段递推法构造的三次样条函数只是样条函数的近 似 解
,

更

不可能使”一段的

登
二 (· , ,

“

办 取极小值
·

实际上“于第一段我们可以在给定初始的二阶

导数 月 时使其满足这一条件
,

但对于第二段就不可能了
.

因为第二段的初始二阶导数是由

第一段求出的
,

它是已确定的
,

而第二段的 m l
一 m : 是由被插值函数确定的

,

也是已知的
.

显

然不可能恰好满足 ( 7 ) 式
.

以后各段也是如此
。

作者经过大量的分析研究认为
,

对于逐段

递推法
,

只要第一个初始值给得合理
,

以后各段又不违背 ( 8 ) 式
,

则按此法构造的三次样

条函数就有很好的精度
,

是完全可以应用的
。

所谓第一个初始值给得合理
,

很大程度上取决

于各人的经验
.

如无经验可鉴
,

则可按 ( 7 ) 式求出
.

若知其精确的初始二阶导数时
,

以此

精确值作初始条件最好
。

于是我们可以把处理的方法归纳如下
:

1
.

对于第一段
,

已知精确的初始二阶导数时
,

即以此值作为初始二阶导数
。

若不知精

确值则可按 ( 7 ) 式解出
,

即以

4 (m
l
一 m Z

) ( x
:
一 x 。

)

( x
Z
一 x l

) ( 3x
2
+ x l

一 4劣。 )

作为初始条件
,

或者按经验选取适当的 几
。
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2
.

从第二段起
,

如果前一段求出的末一结点的二阶导数与相邻的下一 段 的 二 1
一 m :

同

号
,

即满足 ( 8 ) 式
,

则可按本文介绍的逐段递推法做下去
.

相反
,

如果遇到前一段求出的

末一结点的二阶导数与相邻的下一段的m l
一 m :

反号时
,

即不满足 ( 8 ) 式
,

则应从这一段起

重新给定初始的二阶导数后再按本文介绍 的逐段递推法做下去
.

例如在 x 、_ ,

至 x 、十 1

一段求出

的 f义
十 1

为正
,

而下一段 (即 x 、十 ,

至 二
。+ 。

一段 ) 的 。21 一。
:

的值为负 (即 [ (f
、十。一f

、十 1

)/ (x
内十 3
一

二。十 1

)〕一〔(f
* 十 :
一f

。十 1

)/ (x
。十 2
一 x * 十 1

)〕的 值为负)
,

那么就应该按前一条所说的办法重新给定

f义
十 1 ,

当使其满足 ( 7 ) 式时
,

即为

f义
、 1
= 一

4(m
l
一协

2

)(x
* + 3
一 x , * 1

)

(劣
。+ 。
一 x 左十 2

)(3 x
*十 3

+ x 。十 :
一 4 x 、十 1 )

其中 m l
= (f

、十 3
一f

。十 1

)/ (x
。十 3
一 x * 十 1

)
, m :

== (f
* + :
一f

。十 1

)/ (x
*十 2
一x * 十 1

)
,

然 后再按逐段递推法

做下去
.

显然
,

在这一个分段结点上二阶导数是不连续的
.

若后面再遇到此种情形
,

照此办理
.

作者以正弦函数 s in 10 x 为例做了一个计算
,

其结果列于表 1 中
.

函数 sinl 恤 在 。至刁10

之间是一个半波
,

将它分成18 等分
,

每个分点的函数值作为插值点的已知值j0
,

f
l ,

⋯
,

fl
: ,

即表 1 中的第二行
.

由于在计算中未遇到前一段的末一结点的的二阶导数与 相 邻 下一段 的

二 1
一 , 2

反号的情况
,

故中间没有二阶导数 间断点
.

表 1中的f
“

栏中的计算值第一个是给定的初

始值
,

其余的是根据本文提出的方法计算出来的
,

与精确值非常接近
.

(初 始 值给的是精确

值
,

即 粼 = 0) f
尸

的计算值是根据本文提出的方法计算出来的
.

(对于各分点
,

f
产

的左边值

与右边值略有差异
,

但差得甚微
,

都与精确值接近
。

表 1 中列的是左边值) f 一 列求的是两

结点之间的插值
,

可以看出是相当精确的
.

显而易见
,

逐段递推法比较适用于那些变化缓慢的函数插值
.

对于那些变化急剧的函数

(尤其是二阶导数经常反向 )逐段递推法误差较大
.

因为它将不断遇到前一段求出的末一结点

的二阶导数与相邻下一段的阴
1
一。

2

反号的情形
,

从而老是要重新给定初始二阶导数
,

使二阶导

数不连续的点增多
,

整体的光顺性就差了
.

也可 以每段的初始二阶导数都按 ( 7 ) 式给定
,

这时分段结点上的一阶导数和二阶导数都不连续
,

此时就是分段三次样条了
.
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表 1 函数 5 10 10 二 与按逐段递推法构造的三次样条函数值对照

} ⋯
f。

精 确 值

0
.

0 0 0 0 0 0

0
.

0 0 8 7 2 7

0
.

0 1 7 4 5 3

0
.

0 2 6 1 8 0

0
.

0 3 4 9 D了

0
.

0 4 3 6 3 3

0
.

0 5 2 3 6 0

D
.

0 6 10 8 7

0
.

0 6 9 8 1 3

0
.

0 7 8 5 4 0

0
.

0 8 7 2 6 6

0
.

0 9 59 93

0
.

1 0 4 7 20

0
.

1 1 3 4 46

0
.

1 2 2 1 73

0
.

13 0 9 0 0

0
.

13 96 2 6

0
.

1 4 83 53

0
.

1 5 70 8 0

0
。

1 6 58 0 6

0
.

17 4 5 3 3

0
.

18 3 2 6 0

0
.

19 19 8 6

0
.

20 0 7 13

0
.

2 0 9 4 4 0

0
.

2 18 1 6 6

0
‘

2 2 6 8 9 3

0 2 3 5 6 19

0
,

2 4 43 46

0 2 5 3 0 7 3

0
.

2 6 17 9 9

0
.

2 7 0 5 2 6

0
.

27 92 52

D
.

28 7 9 7 9

0
.

2 9 67 0 6

0
.

30 5 4 33

0
.

3 1 4 15 9

0
.

0 0 0 00 0 0
.

0 0 0 0 0 0

计 算 值

0
.

0 0 0 0 0 0

精 确 值

1 0
.

0 0 0 0 0 0

计 算 值

1 0
.

0 5 00 7 7

精 确 值 计 算 值

0
.

0 8 7 1 5 6 0
.

0 87 15 4

0
.

1了3 648 一 17
.

3 6 4 8 1 8 一 17
.

3 2 0 8 1 0 9
.

8 48 0 7 8 9
.

8 4 8 5 40

0
.

2 5 8 8 1 9 0
.

2 5 8 8 2 3

0
.

3 4 2 0 2 0 一 3 4
.

2 D2 0 1 4 一 3 令
.

6 4 1 6 1 9 9
.

39 6 9 2 6 9
.

39 50 8 2

0
.

4 2 2 6 1 8 0
.

4 2 2 6 1 9

0
.

5 0 D0 0 0 一 5 0
.

0 0 0 0 0 0 一 4 9
.

8 7 3 2 1 8 8
.

6 60 2 5 4 8
.

6 60 6 6 0

0
.

5 7 3 5 7 6 0
.

5 7 3 5 8 2

0
.

6 4 2 7 8 8 一 6 4
.

2 7 8 7 6 1 一 6 5
.

1 0 4 8 1 8 7
.

66 0 4 4 4 7
.

6 57 2 8 8

0
.

7 0 7 10 7 0
.

7 0 7 1 10

0
.

7 6 6 0 4 4 一 7 6
.

6 0 4 4 4 4 一 7 6
.

4 10 1 7 8 6
.

42 7 8 7 6 6
.

42 8 17 8

0
.

8 19 1 52 0
.

8 19 16 0

0
.

8 6 6 0 2 5 一 8 6
.

6 0 2 5 40 一 8 7
.

7 15 5 3 9 5
.

0 0 0 0 0 0 4
.

9 9 59 1 1

0
.

90 6 3 0 8 0
.

9 0 6 3 1 4

D
.

9 3 9 6 9 3 一 9 3
.

9 6 9 2 6 2 一 9 3
.

7 3 0 9 8 8 3
.

42 0 2 0 1 3
.

42 0 3 6 5

0
.

9 65 9 2 6 0
.

96 59 3 4

0
.

9 8 4 80 B 一 9 8
.

48 0 7 7 5 一 9 9 7 4 6 4 3 7 1
.

7 3 6 4 8 2
’

1
.

7 3 19 5 6

0
.

9 9 6 19 5 0
.

9 9 6 1 48

1 00 0 0 0 0
,

一 1 0 0
.

0 0 0 0 0 0 一 9 9
.

1 7 9 1 16 0
.

0 0 0 0 0 0 一 0
.

0 0 18 5 5

0
.

99 6 19 5 0
.

9 9 6 12 6

0
.

9 8 48 0 8 一 9 8
.

48 0 7 7 5 一 9 8
.

6 1 1 7 9 5 一 1
.

7 3 6 4 82 一 1
.

7 2 7 7 0 6

0
.

9 65 9 2 6 0
.

9 6 59 12

0
.

9 39 6 9 3 一 9 3
.

9 6 9 2 6 2 一 9 3
.

7 30 9 88 一 3
.

4 2 0 2 DI 一 3
.

4 1了0 6 1

0
.

90 6 3 0 8 0
.

9 06 3 3 5

0
.

8 66 0 2 5 一 8 6
.

6 0 2 5 40 一 8 8
.

8 5 0 18 1 一 5
.

0 0 0 0 00 一 5
.

0 1 D3 8 3

0
.

8 19 15 2 0
.

8 19 18 1

0
.

了6 60 4 4 一 7 6
.
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