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摘 要

当环壳的细度比 a (= a/ R ) 取一般值时 0 < a < l求得 N o v oz hi lo v 方程的新解
.

牟彩奎分法 的

结果相比
,

这里级数解的指标和展开系数全是封闭的显式
.

直接验证
,

此级数解满足方程
.

给出收

敛性证明
.

边缘效应的范围和单值群的指标也都用显式表述
.

最后讨论本法适用于求解旋成 薄 壳

的基本方程组
‘

一
、

基本解的解析构造

按照K ir ch hof f一L o
ve 的理论框架

,

N oy oz hi fo v
首先提出环壳的基本方程

‘’J .

由于方程

具有周 期函数系数了N o v o z h ilo v 作了进一步简化
,

仅仅求得近似解
,

用虚宗量的 H a n k d 函

数来表示
。

近来
,

这一问题引起了更多注意
。

钱伟长教授和他的合作者在一系列的论文中作了广泛

钓研究
,

其中采用了连分法
,

并将分析应用于波纹管
。

上述种种成就是本文探讨的直接动力
。

本文试图用积分变换法严格求解环壳 的 基 本 方

程
,

此时 C a
uc hy 留数定理自动给出所求解的解析结构

.

试与连分法所得的结果相比较
,

本

文的级数解中指标和展开系数
,

都是封闭的显式
,

且由显式解可以验证它满足基本方程
,

一
‘

并

证明级数的收歇性
.

首先重述 N o y
oz hi lo , 方程的基本要点

:
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拼= 斌3( 工二灵j梦/ R h
,

壳厚度 h
,

法向载荷 q ,

径向位

移Y
,

轴向位移 Z
,

角位移 x (见图 1 )
.
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现求齐次方程的基本解
.

由此可构成G re en 函 数
,

从而不难导出特解
。

如所周知
,

解的构造完全取决于方程的类型
,

即

属于 Fuc hs 型或非 Fuc ha 型
,

分别具有正则奇点或非

正则奇点
.

因此
,

首要的问题是确认环壳方程是属于哪一类型
, 是 Fuc hs 型还是非Fuc hs 型

。

诚然
,

具有周期系数的方程
,

如 Mat hi e u 方程和 H ill 方程是非 Fuc hs 型方程的最著称的实例
。

但是
,

N o v o z h i lo’v 方程在一般 情 况 ( o< a < i ) 却 属 于 F u e h s 型
,

参 见 ( 2
.

2 ) 式 已 化 为

Fuc hs 型方程的标准形式
.

实际上
,

对于小宗量甲
,

它的正则积分见 (2
.

4 )
.

但是
,

对于细环壳 a * 0
,

基本方程化为 Mat hi eu 方程
,

它具有非正则积分
:

:
。
: 三

豁
+ 。S in , 犷-

( 1
.

4 )

根据微分方程解析理论
,

有下列结论 “’

1
0
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例 如
,

在一般细度比时环壳的基本方程
,

即 ( 1
.

1) 或 ( 2
.

1)

对于正则积分
:

指标刀
,

是代数数
,

L (刀) = o 的零点
,

展开系数
a , , ,

是方程参数的有理函数
,

无穷级数是 T ay ler 型 ( 乙
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,

1
,

2
,
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.
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.

非 Fuc hs 型方程有非正则积分
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如细环壳即其一例 (1
.

4 )
。

对于非正则积分
:

指标
v 。 是超越数

,

即方程中所有参数的常项级数
.

展开系数
c , , .

是方程参数的超越函数
,

由无穷行列式决定
,

其特例是连分法
.

级数是两端无穷
,

属L a
ur en t型 (艺

, 。= 。
,

士1
,

士 2
,

士 3.
· ·

⋯ )
.

现略述求得正则积分和非正则积分的方法
。

在目前常见的讨论中
,

作为常规
,

采用经典方法假设形式解来处理 Fuc hs 和非 F u
ch

s
型

方程
.

对于 F u eh s 型方程
,

此法给出所求的刀
,

和 a 。 , 。 ,

例如 B es se l函数
、

L e g e n d e r 函数等

等
.

但是
,

对于非 Fuc hs 型方程
,

形式解法只导致无穷行列式
,

或者在最简单情况下
,

导致

连分式计算
· ,

因此
,

指标
, 。

和展开系数 ‘
, ,

只能写成非明显的
、

非封闭的表式
,

也就是说
,

两者只能利用数值计算来分析
。

与此相反
,

作者提出的方法是以积分变换为基础
,

留数计算自然而然给出解 的 解 析 结

构
,

不仅对于正则积分
,

而且对于非正则积分都是 自动定出的
。

特别是非正则积分
,

指标和

展开系数都由参数级数的显式来表示
.

二
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新 解 法
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显见
,

递推关系 (2
.

7 )不必用连分法求解
,

再作数值分析
,

而能逐一求出
“, , 。

的封闭显式
.

注意

1 : 应该指出
,

形式解法虽然适用于 F uc hs 型方程
,

但对非 Fuc hs 型方程不能提供显

式解
·

可是应用积分变换法
,

C“”ch y定理的留数计算自然地以统一方式给出 FuC hs 型和非

Fuc hs 型方程的指标和展开系数的显示表式
.

2
’

递推关系(2
.

7) 之所 以不必用连分法求解 (见〔“’)是 由于所有系数
。 ,

(略去下标a )可

逐一写出

U o = 1 , U 共一 U o , U :

一
” l , ” o ,

巩~
刀: , v l

这和M at hi e u方程的三项递推式根本不同
,

后者第一 式就含有 (从
: , 。 。,

叭)

收敛性证明

由上述递推式得

r 。 = a .
+

b
。

r ” 一 1 (2
.

色)



N o v o z五ilo v 环壳方程的新解 4 07

其中

r .
= 一旦竺竺丝

t) ‘ , ” 一 1

M
:
(刀

,
+ ”一 1)

L (口
,
+ n

)

、
_

_ 卫
兰(理过丝二型

_

L (卢
,
+ n )

估值法给出

1
r .

l《 1
a .

I+
}b

。

1

}r
: 一 :

}

、 :
,

}+ }
一

a

州
、 !b

。一 :
I

}
a ”一 :

}+
}b

。一 :

}

!
a , 一 3

!+ ⋯

当 。
充分大时 (a == 1

,

或 2 )

l
a ,

}簇
M

:
(刀

。
+ 。一 i )

L (风 + n)

号卜
+

认
一
号

+

了杯粤)l
“

/ 1
1 十洲

一

再零l

}b
,

!簇
M

Z

(夕
。
+ n 一 2 )

L (刀
,
+ ”

)

铆
一

汀 卜
+

高(
‘

一

蚤
+

扣; 零)1

1
‘+

树杯零}

:瑰’
r· ,‘(含

+ 1

)
+ 。

(青)
因此级数在半径为(鲁

+ ‘

)
的域内绝对收敛

,

(2
.

9 )

a 是 个小参数
。

当 a , 0 时
,

即对于细环

壳
,

有 li m }
r ,

! , oc
,

级数解定义一个整函数
.

但 是 细 环壳的解应另行讨论 ; 因为在此极限

情况
,

奇点由于合流成为非正则的
。

三
、

一 般 解 的 显 式

为了单独表示 x 和Q
,

须要写下一般解(厂= 犷: + i犷 :
)分解为实部和虚部的明显表式

:

a 梦 1

x “一 互两
几 一

丁平反g而砰
~犷盆

(3
.

1 )
Q 一 斌羚罢诃

一

{价
+

等
。。

c’otw }}
为方便起见

,

令

其中

1 +

粤
二 (2。)

2 e X p ‘2‘“)

。

奋

(Zp )
: 一

1
1 +

(等)
’

」
’‘“,

2“

一
‘,

.

(等) (3
.

2)
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因此
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1

一丁十 p e x p 气’O )

1
. 。 。

一 万 一 p c o s o , p ‘I == p s ‘n o

=R=几几

”
2

一吞
一。e x p (‘。)

“
2

一 (音
二

+ 。一“

)
,

刀
: ,

一
。sin 。

一。
; ,

(3
.

3 )

再者
,

有下列分解
‘

(为简单起见
,

}L
。

}记作L
。 ,

其余同此)

L :
(刀

: + n
)=

n
(
n + Zp e x p (万占)

.

= L
. : + ‘L

, , = L碑x p (“
,

)

L
一 , 二 n

(
n + Z p eo s占)

,

L
” , == Zn p s in 6

乙
,
二 。r。

2
+ 4 p

,
+ 4 no eo sd〕告

(3
.

4 a
)

ta n l
.
==

ZP sin d
n + ZP e o sd

: 工 , 。
. 、

2i /
工以 ‘、p ‘

十 ” ) == 万
一气

1

终一百 一 p e x p 、’o ))
= A

. : + iA
, , = A

. e x p (‘
a ,

) (3
。

4 b )

2 「
_ 了 1 、

. 。 . ,

二
。

〕
= 一 万 ! 乙 吸 n 一下

~

尸P sl n o 一 P
一 s i n 乙0 1

“ L \ ‘ I
’

J

Z f了 1 、2
.

_ 了
.

1 、
。 . , 。

门
== 万l吸n 一万 l 一 封

!n 一了 JP c o s o 十 P
一c o s乙0 1

以 L 、 ‘ / \ ‘ I J

月I月份AA

2

月
.
二 一{[(一奋)

“
+ p ·

}
’
+ 4、(一合)

。。 5“

l
。一(一 ; )

_
_

竹

1 1 、
。

l飞
一 P 吸刀一下

~

矛C O S O lr
\ ‘ I J 声

ta n a 。
= 一

/ 1 \2
.

_

/ 1 、

t n 一万 j 十欲 n 一万 ,p c o s o 十 p
一c o s艺o

、 ‘ / 、 ‘ Z

2
(
。 一 1 、p sin d + p , s in Zd

、 2 ,

M
:

(刀
:
+ n

)= (
n一 1 )(

n 一 i + Zp e x p (id ))

= B
。 : + iB

, , 二B
o e x p (sb

,

) (3
。

4 e
)

B

一 (一
1 )(

, 一

合
+ , 。c o s“

)
,

B一
2 (

”一‘,。
s‘n“

刀
。
= (

。一 i ) [ (
。一 i )

“
+ 4 p ,

+ 4(
。一 i)户

c o s占1告

中中中式式式

ta n b
,
二

ZP si n 己
”一 1 + p e o sd
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(3
.

4 d )

式中
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L(刀
: + n

)二
n
(
n 一Zp e x p (i占))

, L,
。 : + iL 气

; = L,
。

以p (iI#
产
)

L , . : == ”(n 一Zp e o s d)
,

L , , , = 一 ZnP
sin 各

乙‘
,
== n〔n

“
+ 4 p

‘
一 4 n p e o s占]蚤

ta n l, ,

=
ZP sin 占

Zp eo s占一 n

. , , 。
. 、

21 1
工牲 八P 急一 n ) =

.

二一 吸 n 一
4离 、

1

牙一 p “x p 、’o ))
== A , 。 : + s月, , , 二月 , , e x p (‘

a , 。

) (3
.

4 e
)

2一a
式中 月, . 月二

2
.

肖
‘

. r
=

-

一
口

〔
2

(
·

‘

一合)
p s‘·‘一 p Z s‘·2“

」

[(一乡)
’
一 2

(一奋)
。
一“+ p ’

一
, “

〕
, 1 、

于
, , 、 : , , 、 , 、去

月、 = 含士L(
”一言) + p

,

J 一 4 p 戈
”一言)

c o , 占L
p ,

+ 狡
n 一言) 一

p
气
”一言)

c o , d」少

ta n a , 。 =

/ 1 \2 _

1 1 \

气
”

一玄夕一
“
气
”

『

一丁尹p
CO s口十 p

“ 心。 s艺口

2 (
。

一l 、p
sin 占一p , s sn Z占

、 2 /

(3
.

4f)

式中

M
Z

(八 + n
) == (

n 一 i ) (
。一Zp e x p (i占))

= B , , R + iB
, , , = B , 。 ex p (ib

, 。

)

B , . , = (
n 一 i )(

n 一 i 一 2户co
s占)

,

B , 。z = , 2(
n 一i )户

sin占

刀, 。 = (
。一 i ) [ (

。一 i ), + 4 p ,

+ 4 (
。一 i )p

e o so z壬

ta n b , .

=
ZP sin 占

Zp eo sd一 (
: 一 1)

由此得到级数系数的分解
”, , .

妾 !
v , , .

1
e x p (i△

, .

)=
。 , . : + s。, 。I

(3
.

5 )

月
。

刀 l , l =
一 f ‘ e X PL‘L口。一lx ) 」

J J I

1
’

f。
, . , , , 、 , .

刁
。

A
: , . , . , , 、 ,

丫
U i , : =

一

了一5刀o e x P L, LO o
一‘: ) J十 —犷一

州e 叉P Ll气a o 十C I一‘l一吕2 ) J r
‘ 1

_

、 ‘I J

1
口, , ’‘

一

瓦
一

‘

刁
.

B
, , . , . , , , 、 ,

B
o

A
,

一

戴一
e x p L’L“, + ”‘一“一‘, ) j十龙扩

一 e x p L’气”‘+ “‘一“一‘,
)J

A
o

A
,

A
, , . ,

⋯
, , 、 ,

、

+
一 ~

元江厂
- e x p L’L“。+ “‘+ “2

一‘, 一‘,
一‘3 )J ]

1
v , , 4 =

~

石
一 ‘ 旦迢二

L 2

e x p [f(b
。
+ b : 一l: 一l‘)〕+

,

B
o
A

:
A

3

L : L
。

e x p [ f(b
。+ a : + a :

A
o

B
,

B
, , . ,

.

, . ,

一‘, 一‘, 一“)」+ 一式瓦一
e x p L’气“, 十 “‘十””一“一‘, 一“) J
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一
一一
一- 一

~ 一
.

一一
目内叫.

一
一

- 一
~ 一

_

一

一
一

,

-
~

A oA IB :

L 、L
Z

e x p [‘(
a 。+ a 、+ b: 一l: 一l: 一I‘)〕+怒摆

互 e· p

[
‘

(幸一字
‘,

)叮

A 二
叭

, 、
= 了亏

~

e X PL名气a o
一‘i ) J

』曲 1

·: , 2一

会介
;二 p 。‘(”; 一‘; )〕+

等
二p 〔“““+ ·‘一“一“,“

}

·: , : 一

公
一

{赞
二 p〔*(

· ; + “: 一‘卜‘: )〕+

翌
二 p 〔“““+ ·‘

一 :卜 , ; )〕+
一

装介
e·p

[
;

(令
·

卜幸
‘; )〕}

·: , ‘一

会{臀
二p 〔‘(“: + “; 一“一‘: )」

魂轰尹
全二 p〔““‘+

·
; +

·“一‘“一‘“一‘“, ,

盆B 二
L笠

.

A二B
十

一

矛丁J
笠L ;

e x p [i(
a 二+ bf+ b二一I炙一l; 一 l: )]

A 石A丈B 盆
L丈L石

e x p t‘(
a 二+ a 盆+ 吞; 一比一 l二一 l二)〕

因此得到

十
一

鬓舆攀华立
。x 。
「。(立

。

卜立
, ;、飞下

,

⋯

粼粼粼
一“r L’ 、丫

一 ’

丫 ” 月厂

厂 :
(甲)==

e x p [ 一夕
、,中〕习 I。

、.

1
e x p [i{(

n + 刀
: :
)甲+ 刁 , .

}]

犷 :
(甲)==

e x p〔+ 夕
, ,甲〕公 }

。: .

I
e二 p [i{(

”+ 刀
: :
)甲 + 刁 : ,

}〕} (3
.

6 )

由于 1
, _ . , 、

姜
_ _

_ 。 1
P = 百了7 于

二

气1 十 己一)
一 5 c U s乙o == 万万万

一

自 N 七 咭 尸

c o s占=心
“+ 。。5 2“’

了否石蕊 ;面

1 1
‘ .

e

二二 ~ 不芍
二
‘ 1 1 十

一 -
产

二= - 亏 乙

习 艺 v V l十e 石

(3
.

7 )

sin 占=
~ 一七

.

/
一以 Z V

1 一
斌 1 + 己么

由此得到
‘ ,

上 J 、含
八 1 . _ _ _ , 1 . 、 1 ~ T

.

。 ,

p : : = 一百十p c 。‘= 一万宁 Z V 不蔺
,

(i +
。“
)去

2澎落百
丫

[ i + e(i +
。“
)一玉z

: , ,

[ i + 。
(i +

: ‘
)
一
玉1

: , ‘

(3
.

8 )

几
: = 一

1
_ _ 。

1
万一P c 0 5 o = 一万-
石 奋

{
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刀
, 了二 一刀

: 了
= p sin 占=

(i + 。2

)
2 斌蕊

孟

一 〔1一 。
(1 +

。全
)
-幻告

代 入刀
: ,

几
,

分解虚实部
,

级数解的显式如下
:

fU
: :

I f
、

_

r == e x P 气
t扩 ; , J t

一 (1 + 。2

)
2 斌 乏百

-翔诊云璐二
·

}黝
! ·

!

{粼阶
一

孟
(i +

。“
)去

2 斌乳 补干了介
奋)

* 十“ ! ”

}
{犷

2 R

I
_

f
、 了=

e x P 、

LV
Z ,

J t

+ (i + 。,

)贵

2 刚 范云
- 了‘万轰乒

·

卜一
}

{:万}阶
一

;
_

_
~

业土旦进
2 斌丽 价子小才丰奋)

, + ‘
: ·

〕 {
(3一

其中绝对值 }vl
。

}!内
,

}和幅角 刁
: 二 ,

刁 : 。 的显式前已给出
.

显然
,

一般解 (3
.

9 )表示为赓周 期函数
,

且有阻尼
·

按惯例
,

方程的最高阶导数如有小

参数乘子
,

必然与阻尼现象有密切连系
。

因此
,

环壳的边缘效应由指数因子 ex p{一几呻 }表

示
·

令

二五丁
(3

.

1 0)

则甲在 (0
,

d) 间隔内可以称为
“

边缘效应区域
” .

再者
,

在切, 甲 + 2二变换下
,

方程保持不变
,

基本解 {犷
1 ,

犷
:

}变为 笼从犷
: ,

几; = e x p (2二刀
:
)

,

久: = e x p (2兀口‘)

这和单值系数的方程具有单值群的指标完全一致
.

凡犷小 其中

(3
.

1 1 )

四
、

特例
‘
臀

, >> ‘

因为在大多数情况下
,

有

一合(
。< a < 1

,

含《
‘”

)

8拼 _
。

—
‘ ‘‘ O

仪

、

~
居一

8 0

了粤
》 1

(4
.

1 )

。
.

。,

了 8拌 、~
,

‘ 二 、 * 二
,

_

, 、 ~ , 、、二渔 。一 ,
‘

、
, 、

* 一
, 、 , , _ , _

,
, :,

山 ,

回 凡、
~

玉下) // 土 1目 口“
催大y/J 、

上慨 / , 里女
.

忧达村 1百讥 r ,

狱但万rIr 川 以入人 l司怕
.

田丁

‘一

命
《 , ,

‘一晋 (4
.

2 )

故

1
p c 0 SO =

-
石一

~

了万 悦1 十 O 吸￡) }
乙 入

产
乙8

。 S‘·“一、
沁

“ + 。
(
·
)}
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且

董 明

。 1
P l = 一汤

‘

1 + 玄
十 气哥一一丁三=

石习 艺6

。 1
P Z = 一 石不一

乙

1 + i

2 斌丽

再者
,

有

, , 。
. 、

r
.

1
, _

二
、

、
儿叹P : + ”)= n 嘴” + 万

-

万
性

蔽 气1 + , ) 佘
人 ‘ 产以 ‘己 J

M
!
(,

!
+ ·

,一手{一着场端舀
(1 + ‘)

}
’

M
:
(“

1 + ·
, 一‘一‘,

{
(一 1卜百方丽

(1 + ‘)
}

(4
.

3 )
L‘几 + ·

卜
·

{一赫丽(1 + ‘)
}

M
!
(,

: + ,

卜冬{一合
一万
认万

(1 + ‘)
}
’

M
:
(,

: + 。

卜 (一
1 ,
{
(, 一 1
卜

一

ha
(1 + ‘)

由此直接得到虚实部分解
。

此时
,

vl
, ,

人
,

的振幅和幅角分别用 }
v :
别

、

}
。: 三1和 d : 竺

,

d : : 来表示
,

则得一般解
.

厂!
(切,
一

p

「厄认云
,

」艺 }
·: :一p

{
‘

「(一通一

犷:
(中 ,
一

p

「落去丽
,

〕乙 }
·:
: {一p

{
‘

l(一合
-

揣)
, + 。:

:
]}!

(4
.

4 ),

!1卜少一
万...J

最后
,

在这一极限情况下
,

有

边缘效应深度
:

d = 2以丽

鹰周期因子
:
久: = e x p

l+ i

澎万
一 1

)
二

}
f l l + i

_

\ 1

儿 = “xP 【气一万万一 1
)
汀
」

五
、

讨 论

1
.

在一般细度比情况下
,

环壳方程的基本解属于正则积分范畴
。

它的指标和展开系数

以 自然方式表为封闭的显式
。

而且正则积分只是从 O到oo 的单边无穷级数
.

这些事实使应力

和应变的数值分析大大简化
。

所求得的级数解由一鹰周期函数来表示
,

具有阻尼
,

边缘效应的作用范围与小参数
己
有

关
。

同理
,

利用上法
,

可得大宗量时级数解的显示式
.
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2
。

细环壳 (a 、0) 是另一种重要的情况
。

这时
,

壳的基本方程化为 Mat hi e u方程形式
:

少 V /d 扩 + (
a + kc os 20 )犷(哟 = o

,

其中。= 0 ,

k 是个大参数
.

由于 Mat hieu 方程的理论早已建

立
,

这里
,

只作一点记注
.

在现有讨论中采用形式解方法
,

它导致三项递推关系
,

因此指标

和展开系数只能写成不封闭的
,

非显示表式
.

但是
,

如果采用本文作 者 的 建 议
,

引进树图

法 “ , ”, ,

那末留数定理可以给 出 M at hi c u 函数的显式
,

比连分法的表达更直接
、

更 有 一 般

性
.

利用树图法讨论细环壳将在另文阐述
。

3
.

弹性薄壳理论中一个相当重要而又相当复杂的问题是对旋成壳求严格解
。

这时
,

基

本方程表为辅助函数 犷和 口 的联立方程组 (参见 N oy oz hi lo v[
‘, 第四章第 二 节 中 方 程 组

(2
.

1 7 ))
.

由于这一高阶方程组奇点的特殊性质
,

事先难以假定形式解
,

目前仍无完善 的 讨

论
。

实际上
,

此方程组一般属于非 Fuc hs 类型
,

应用本文的方法略加推广可 以得 出解的解析

构造
.

讨论将另行发表
.
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