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摘 要

本文是文〔‘〕的继续
,

对更广泛的一类二个自变量常系数线性偏微分方程弄即夕
“‘卯一。的求解

方法作了详细地研究
,

给出了解的一般表示
,

这种表示可用来逼近具体问题的定解条件
.

为说明

所得结果的运用
.

文中举出了具体的力学应用实例
。

_ 己 ! 健犷
、 廿 . 「马

二个自变量常系数线性偏微分方程

f(P
, q )甲三 兄

a ‘, 户‘q 了甲= o (1
.

1)
‘+ 了‘ ”

P== a/ a 二
, g == a / a g , a ‘, = c o n st

是研究变形体力学问题时经常碰到的方程
,

因此寻求它的一般解在力学上是十分必要的
。

方

程 (1
.

1) 的一种特殊 情 况
,

即方程 乙 山 ,夕了甲二 0 的一般 解 早已由 C
.

r
.

M o x 二 , H
得

‘+ 了一 4

到 ‘“飞,

方程 (1
.

1) 的另一种特殊情况
,

即 方 程 艺 内 ,
扩

‘
犷佃二 0 的一般解H

.

H
.

B H “y a 与

‘+ 夕《 介

笔者也作了详细讨论
‘”

.

本文的目的则是来研究方程 (1
.

1) 的一般情况
,

文中给 出了它的

显式一般解
,

这个解对解决力学问题特别方便
.

二
、

分 解 定 理

为寻求方程 (l
.

1) 的解
,

把它分解为次数较低的方程
,

一般来说 是 有 利的
·

然而
,

这

种分解并非永远可以办到
.

具体地来说
,

设勿是一复数域
, 内正勿

,

则 方 程 (1
.

1) 左 边 的

. 钱伟长推荐
.
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f( P
,

q) 是P
, q二文字的

, 次 多项式
,

这种多项式的全体作成一整环
,

记为勿【P
,

q1
,

称为

复数域列上二文字 P
, q 的多项式环

.

依代数学中的已知结果
,

在勿【P
,

们中因式分解定 理

一定成立
,

即若f( P
, q )(勿【P

,

们
,

则f( P
,

q) 一定可唯一地表为它的质式的乘积
.

但是
,

了(’
, “)的质式次数并非在所有情况下都低于j( 冬 “)的选数

·

如果f(P, “)本身即是一质式

(或更严格些说是一本原质式)
,

则方程 (1
.

1 ) 便不可再分解
。

从 E宜s e n stai n
定 理我们知

道
,

若把f( P
,

的看成勿〔川上 P 的 。 次多项式
,

护(k = o
,

1 , 2
,

⋯
,

n) 前的系数记为又 (的
,

则

在勿 [ g ]中若存在质式 r (g )
,

满足卜(g )斗S 。
(口)

, r
(g )1

,

S :
(q )

,

⋯
, r
(q )15

,

(q )
, r Z

(Q)平S
。

(q )
,

则f(P
,

的即是不可再分解的
,

即f( P
,

q) 是一质式
.

那么l( P
,

的可分解为低次式的条件是

什么 ? 其分解式如何求得 ? 下面我们就来稍许详细地说明一下这个问题
。

令

为

。(户
, 。) = 乙 。。, 夕‘q , 二乙 r , (q )夕‘

‘+ J ‘介 了一 0

(2
.

1 )

是 f(夕
, 。)的 k 次因式

,

(舟(
n
)

,

即 夕(夕
, 。)If(夕

, 。)
,

则f(夕
, q )

, g (夕
, 。)的结式对任意

的 q 应恒等于零
,

即

s0f
“’“

、
‘“’

· ·
·

⋯⋯“
·

(“’
· · · · · · · · ·

⋯⋯
⋯}

. . .

⋯⋯

圣竺)
二

羚烈竺川卜
_

,

_
_

_

“
。

(“)--
S !

(“)
‘

” ”
’

S
·

(“) {二。
‘

’

。

(q) 少
“〕”

’ ‘

”‘

(q)
”

‘ ’ ‘ ’ ‘

” ’“
‘

”

; 、

了
’
。

(q ) T l
(q )

” · ’ ‘ ·

犷“(q ) ⋯⋯ 1!
, _

”
’

“
‘ ’ ‘

”
’ ‘

”
’

岁
“

‘

”
’

““
’

“” ”
‘ ”” ” ”

‘ ’ ‘ ’

⋯(n’
丁

·

”
’ ‘ · ”

’ ‘ ·

”
‘ ·

T
。

(“) T :
(q )⋯ ⋯T 。(。)⋯ {}

(V q ) (2
.

2 )

由此有
,

a , R [f
,

g ]
口q ,

。一 。三 0 (j== 0
, 1

,

⋯
, ”

) (2
.

3 )

从行列式的微分规则
,

上式即为
:

八U

一一
:

qq

宁

l
一
esseu

f
“)

乙
u

鉴
‘,

11 + 12 + 二 + i
。

二 = 0
, 1 ,

⋯
,
”自) (2

.

4 )

呱式中

(o
,

o
,

⋯
,

o
,

S
。

(g )⋯ ⋯S
。

(g )
,

(m 一k一 1 )
尹

-
八一一 ,

(o
,

0
,

⋯
,

o
,

T 。
(g )⋯⋯ T *

(q )
,

//
‘

\\

一一

。

黔) 表
。。
对。的 ‘。次导数

,

于 q = o的值
.

] 一叭一
. ‘

二
‘

一
:价

f。 )表(, 一‘
! 一 ”” ”

一‘。 )中取殊的组合值
.
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(2
.

4) 式是 f(P
, q )的系数山 , 间以及

a ‘, 与因式g (P
,

的的系数 认, 间应满足 的关系式
,

亦是从
a ‘,
确定认, 的方程

.

由此我们有
:

定理 1 j( P, 的可分解为低次式的充要条件是存在 k< n ,

使得关于P
, q 的 k 次多项式的

系数b‘, 与f( P
,

q) 的系数
a . , 间满足砂 + 1个方程(2

.

4 )
.

一

若f(P
,

q) 是可分解为低次式的
,

则探讨 j( P
,

g) 分解为低次式的程度对求解方程(1
.

1)

会有进一步的意义
.

最简单的情况是 f( P
,

a) 可分解为一次式的乘积
,

此时我们 说 j( P
,

q)

是最简可分的
:
简称可分的

,

相应的方程 (1
.

1 ) 称为可分方程
·

令 f(P
, g )=

。” 。

n (p + b 、(。+
c 。
))

自一 1

⋯
, n
)
。

则依高次代数方程根 与系数间的熟知关系
,

有
:

(2
.

5)

式中
,

b * , c 、
(勿(k == i , 2 ,

乙 b。(a + 。* )=
S

。 _ 1

,l一鸽

�a三
-一肠又一s

�

掩. 1

E
‘i <‘2

S 。

1
万一恤

( 。 一 x ) 一q + a ( 。 一 l ) 。)
u ft o

b ‘, b。: (。+ C ‘:
) (a + c ‘2 (

a ( 。 一 : ) : 9 2 + a 〔, 一 : ) : g + a ( 。一 : ) 。)

E
‘i ( ‘2

. 。 .

《‘而

S 。 _ ‘
_ 1

O“ O‘
。

⋯ o ‘
二

叹q 十 c ‘
.

) Lq 十 C ‘.

) “
·

Lg 一 c “、== 一下下一
一

云叹 人a (卜 。)‘g
,

二 ‘ 污 1 . “ 尹
。 翻 “” 0

+ a ( , 一 。) (卜 : ) g 浇一 ’+ ⋯ + a ( 。 一 。) 。
)

S
n _

1
。“ ”“

’ ‘

”
’

”,

气q + “, ) 气q + ““ )
’ ‘ ’

Lq 十 “” ) =
-

亏言
一

三石石奋、
“。”q

~

一 “。‘卜”“
一

个
‘ ’ ‘

十 “ 。。

{
( 2

.

6 )

{
从上式

,

我们求得
:

乙
‘i < ‘2

’

二 ( ‘

(“
‘: “。

2
⋯“‘

, 一:
一

2

一
( , + ; ) 、, 、

哥
、

⋯
、, 、_ ,

“‘, : “‘, 2 ”
·

“‘, ( 、
一

口 ( n _ 自) ( 为一 r )

Q ” o

( 2
.

7 )

( k = 1
,

2
,

⋯
,

在上式中令k = 1
, 2

,

⋯
, ”, r

n ; r = 0
,

1
,

⋯
,

k ; ‘1
,

12
,

⋯
,

公。 = 0
,

1
,

⋯
, n

“

0
,

则有

习 b , =
e (一 1 ) l

口” o
乙 b ‘,

·

b‘: =

‘i < ‘z

C ( ” 一 么) 2

口”o

( 2
.

8 )

�

!
、/‘‘‘...夕

.

月一日
.
0
�

n
。

a一a

‘i <‘2 ”
‘

< ‘

b。
:

·

b‘2 ⋯b‘。 =
0 ( 旅 一几)为

C . o

b l
·

b : ⋯b , =

k-1E

这是关于一b ; ,

一b : ,

⋯ ⋯
,

一b 。

这 n
个未知数的

n
个方程

,

它的求解与求
n 次代数方程

.

a 。。二”
+ a (卜 、) 、二卜 ‘+ ⋯ ⋯ + a 。。 == 0 ( 2

.

9 )

的 n
个代数根是等价的

。

从 (2
.

6)
,

( 2
.

8) 式的最后一式可知
c , , c : ,

⋯
,

‘是 。次代数方程
a o 。二”

+ a o ( 。 一 1 ) %卜
‘+ ⋯ ⋯ + a 。。== O (2

.

1 0 )

的 n
个代数根

.

由此可见
,

若 j( P
,

q) 可分解为一次式的乘积 ( ( 2
.

5) 式 )
,

则其系数及分解

式的b , , e ,
(j= 1 , 2

,

⋯
, n
) 由

a ‘, (‘+ j== n
)及

a o , ( j= 0
,

l
,

⋯
, n ) 完全决定 ( ( 2

.

7 )
,

(2
.

9 )
,

(2
.

1 0 )式 )
; 反之

,

若f (P
, g )的系数

a ‘, 间有 ( 2
.

7 )
,

( 2
.

。)
,

( 2
.

1 0 )式所示的关系
,

则依合, ,
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c, 写出的一次式乘积 ((2
.

5) 式 ) 必恒等于f( P
,

q)
,

由此我们有
:

定理 2 多项式j( P
,

q) 为可分的充要条件是其系数山
, 间借勿

, c , (j 二 1 , 2 ,

⋯
,

n) 满

足 (2
.

7 )式
,

而b , , c , 分别是方程 (2
.

9) 及 (2
.

1 0) 的 n
个代数根

。

三
、

可 分 方 程 的 解

n
阶可分方程的最普遍形式可写为

:

了(夕
, q )甲 == fl (夕+ 吞* + 。。)’

。甲二 o

(3
.

1 )

(j
: + j: + ⋯ + 拓= n)

式中
,

a 。= b
oc 。

(寿, 1
,

2 ,

⋯
,

m )
,

而 b。
, c 。分别是方程 (2

.

9 ) 及 (2
. _

1 0 ) 的根
.

若方程

(P 十b闪 + a *
)了

。切 = o的一般解为甲
* ,

则方程 (3
.

1) 的一般解可写为
:

甲= 甲: 十甲: + ⋯ + 甲。 = 乙叭
存一 1

(3
.

2 )

于是方程 (3
.

1) 的求解
,

归结为方程

(夕+ 6 *q + a 。) , * 甲二 o
(3

.

3 )

的求解
。

记
,

(p + “*。+ a 。)’“
一 ’

, 一
岁

,

罗
一。

,

右
) 二

(, + b k“+ a k
)岁

= ”
-

(3
.

4 )

f 3
.

5 )

这是岁的一阶线性偏微分方程
·

令
,

。(x
, 夕 ,

则关于。的一阶偏微分方程为
:

岁)
一 c o n , ,

.

一一口一(1:甲口
�口

(1)甲
口。

. ,

口。
一凡下, 十 口触不

-

一一 a ‘

O 劣 O 夕

它对应的常微分方程组为
:

一

些竺 = 乡
_ ~

l b。 一

d ( 1 )

_ 一 -
望

_

a 乏( i )

甲

栩甲(l)甲
夕口a

一一一
亦即

d x

一

—
二 二

1

dy d( 二 + 热妇
一

吞尸 一 2 ( 3
.

6 a ,

b )

积分 ( 3
.

6 )的第一式
,

有
: x 一拼k , = e o n s t

积分 (3
.

6) 的第二式
,

并注意到上式
,

有

忿
, == * 。*

(二一 ; 。。) e x p

r
一 鲁

一

(二 + 。。。)1
丫 L 自 J

( 3
.

7 )

式中
,
叭

。
(“一热刃为 (劣一脚妇

」

的任意函数
.
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‘iP

‘“, 一”的解的构造

依 (3
.

4) 式
,

(3
.

7 )式又可写为
:

卜‘, + “。。+ a 。,富
一 * 。汽

(一
; *。,一p

卜二 (劣 + 。*。,〕 (3
.

8 )

这是省的一阶线性偏微分方程
.

其解用与上面相同的方法求得为
:

W

份= ((二 + 。*。)*
: *
(二一。

*。) + , 。*
(二一。

*。))
。x p
卜粤

一

(工+ 。*。)1
岁

.
L 白 J

(3
.

9 )

式中
, 甲: * (戈一热夕)为 (%一拜沼) 的任意函数

。

如此进行下去
,

直到 ]’̂次
,

则有
:

, 。二吵) 一(省
(二 + 。。。)

·, : 。
(二一。。))

e x p

卜令 (二 + 。。。)1
丫

、

,-
。

”
“

刁

(3
.

1 0 )

把 (3
.

1 0 ) 式代入 (3
.

2) 式
,

得
:

j* 一1

甲= 乙 甲* = 息
‘
· + 。九。,

‘ , 一(一
“,“,一p

[
声

半 (二 + 。*。)1、
乙 」 /

(j
, + j: + ⋯ 十 j. = n )

(3
.

1 1 )

此即可分方程 (3
.

1) 的一般解
。

取 a * 二 0 (k = i , 2 ,

⋯
,

m )
, n = 4 ,

则 (3
.

1 1) 式可具体写为
:

切。:
(二一拼

: , ) + 甲
。:
(劣一拼沼 ) + 甲

。:
(劣一拼

39 ) + 甲
。‘
(劣一内夕) (单根)

甲。: (二一拼
; g )+ (二 + “,夕)中

, :
(二一“

、g ) + 甲
。:

(二一召沼 ) + 甲
。3

(x 一拼
a夕)(一个重根 )

甲。, (劣 一拼心)+ (x + 拌:g )甲
: :

(x 一拼心) + 甲
。:
(二一拌

: , ) + (二 + 拌: g )甲
: :
(二一“

: 夕)
‘

(一对重根 )

甲。:
(戈一拼心) + (x + 拼: , )甲: :

(义一拼刃) + (x + 拼: , )
“甲 : :

(
戈一 “: , ) + 甲

。: (二一拼: g )

(一个三重根 )

甲。、
(戈一拼

:夕) + (戈 + 拼
: , )甲

; :
(% 一“

:夕) + (x + 拼:夕)
2甲: :

(一
拼: g )

+ (劣 + 拌: g )
8甲s :

(x 一拜
: , ) (一个四重根)

....r..lee少、lleeeeee

一一甲

它是方程
,

乙
。‘,
夕了甲 = 。的一般解

,

亦较C
.

F
‘

M H x JI 二 。给出的结果广泛
.

‘+ 了. 4

取 a ; == 0 (存二 1 , 2 ,
⋯ m

,

)
, m = 2

, 拼: = ‘, 拼: = 一i (i

—
虚数单位 )

,

并记 亡= 劣 + i夕
,

互二二 一勿
,

则 (3
.

1 1) 式可具体写为
:

j, 一 1

甲 == 乙 (二 + 拼
1 !, )

’甲。 :

(二一拼
: , ) +

j: 一 1

兄 (二 + 拌:夕)
. 中a :

(二一拼
29 )

a 一 0

= 乙 (x 十勿)
’中。 :

(x 一 l’g )十 乙 (二一勿户甲
, :
(二十 :’y )

= 乙 (互
a

巾
,

(亡) + 乙
,
岁

。

(乙)) (3
.

1 3 )
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式中
,
巾

,

(约二 , 砚(约
,

少
。

(酌二甲
, :
(酌

, r == 冬 (因为复根 成 对
,

必 有 j: = 人
,

又j: + j: = , ,

乙

所 以 j: = j
:
= 乃

乙

2

= ; )
.

它是方程
,

11 仕 + 6 * a )j
六

甲二

(
= O的一般解

,

即是说甲应是 r重调和函数
.

由此可见 (3

般解
,

这正是我们熟知的Bek y a
公式

.

, 十于
。
、
‘’

‘, + 一
界丫

: , = △
· ,

户 1 , 、 尸名 ,

.

1 3) 式表示的即是
r重调和方程的一

四
、

一 般 方 程 的 解

下面我们来考虑二个自变量
,

常系数
,

线性偏微分方程的最一般形式
,

的解
.

我们先来求方程 (1
.

1) 的形 为 甲(二
,

的 = 甲(二+ 拼妇
,

(拼(勿 )的解
.

程 (1
.

1)
,

有
:

即 方 程 (1
.

1)

为此把它代入方

f (夕
, q )甲= 乙

a ‘, 夕‘g 夕甲= 兄
a ‘, 拌, D “ + , , 中= 乙 f

‘
(拼)D

‘甲== o
(4

.

1 )
‘+ J‘ ft ‘+ J‘ .

式中
,

方程 (4

f
.
(拌)二艺

a (‘一 , ) , 拼夕,
一 d
L, 三

,

刃砰 ,
互= % + 拼刀

肠5

.

1) 是以舀为自变量
, 拼为参数的

n阶常系数线性常微分方程
.

令
,

中= e 二‘

把它代入 (4
.

1) 式
,

求得确定 几的特征方程
:

乙 f
‘
(拼)几

‘= o
(4

.

2 )

从此特征方程中可求出确定的 几值的充要条件是方程组
,

了
‘
(川 = 0( ‘= 1 , 2 ,

⋯
,

n) 没有公

根
.

先假定这一条件是满足的
,

于是从方程 (4
.

2) 可求得
:

几“几‘(拼) (i= 1 ,

2
,

⋯
, n

)

若在上列根中互不相同的根 有 , (《
”
)个 , 几: ,

几
: ,

⋯
,

几。
,

其重数分别为
; : , r : ⋯阮(r

: + r : + ⋯

+ r . == 种)
,

则方程 (4
.

1) 的解为
:

仍 护云一 1

甲 = 乙 乙 f
‘, (“)占

, e x p [几‘言〕 (4
.

3)
‘一 I J一 0

式中
,

八
, (内为参数拼的任意函数

.

因为对于任意的 拼(勿
,

(4
.

3) 式均为方程(4
.

1) (即方程 (1
.

1) ) 的解
,

所 以 它 的 形 为

中(二 + 仰)的一般解是对所有拼的叠加
,

即
:

I
二
f
‘,
(。, (/ 斗

一

。。, ’一 p 〔义
‘

(二 + 胭 , “““
(4

.

4 )
ri-1乙j-0.

乙f-l
一一甲

式中
,

厂为拼平面上任一使积分收敛的积分路径
.
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现在我们来 看 f
‘
(。)= 。(i = 1 , : ,

⋯。
)有公根的情况

.

不妨设一。
: = 一粤

一 ,
一。

2
=

。1

1 1 一 ⋯
、 _

八
_ , .

⋯
, 、

~
:

~
. ,

. ,

一
, , , 曰 _ 、

~

一
~

万叮 - , . ’ ‘ ,

一热二 一飞
一 是

’

匕 1「J阴 Sl
,

匀
,

⋯
,

sk L叭十气抽十
. ’ .

十凡乓
七” )里于民

。

此盯力 刁生 Ll
。

1 )夕业
。Z U 存

然可以分解为
:

自

, (夕
, 。)切= 了(夕

, 。) fl 二(夕+ 。‘。)
S‘ 甲= o

(4
.

5)

式中
,

了(夕
,

若方程

g )是 f(P
, g )的

n 一 (
s : + s : +

‘一 1

⋯

了(P
,

的甲= 乙
f+ 了(

。一 (
s 、+ : : +

·

(p + b‘q )
’‘甲= o

+ s。
)次质式

·

厅‘, p ‘q , 甲== 0 (
a ‘, == e o n st)

及方程

的解分别为中气

+ s 。
)

(玄= 1 , 2 ,

⋯
,

为)
}

“
·

6 a ’

b ,

甲‘(玄== 1 , 2 ,

⋯
,

k)
,

则方程 (4
.

5 ) (即 (1
.

1)) 的解可写为
:

甲= 甲, + 乙仰

从前面的讨论
,

我们知道方程 (4
.

6) 第一式的形为甲(“ + 仰 )的解为
.

”一(
‘, + ; : ⋯ + s ‘

)
r ‘-l

甲朴= 乙 兄
‘. 1 了一0

工了
‘,‘。,‘“ + 、 , ’一p 〔“““ + ” , 〕““

式中
,

了
. ,
(的是拼的任意函数

,

石是方程

的r 。重根
,

方程

‘

兄 茸〔‘
一 , ) , 川= o

j一 0

r : + r : + ⋯⋯ + r * == n 一 (
s : + s : + ⋯ + s。

)

(4
.

6) 的第二式又可写为
:

1im (p + b ‘g + a ‘)
. ‘甲 = 0

a 百今 0

若把方程 (p + 认q + a 。)
“‘甲= o的形为甲(

“+ 四 )的解记为肠
‘ ,

则 方程 (p + 认q)
“‘甲= 0 的 形

为甲(% + 仰 )的解为
:

甲= h m 甲。 ‘

a ‘今 0

(4
.

7 )

甲。 ‘可写为
:

一

可{z,
f
‘, ‘“, ‘“ + 。。,

’e x p

[
一a ‘

1 + b‘拼
(二 + 、 )」

d 。 (‘一 1 , 2 ,

⋯
,

k )

式中
,

梢(“)是“的任意函数
·

若我们把 (4
.

7) 式的极限过程也并入 (4
.

4) 式的表示中
,

则从上面的讨论我们看到方

程 (1
.

1) 有 形 为 甲(x + 洲 )的解
,

且其一般表示即为 (4
.

4) 式
。

现在我们进一步来证明
,

若 甲(二
,

川是方程 (1
.

D 的解
,

则它只能取甲(二 + 仰 ) 这种函数形 式
,

由此我们可以断定方

程 (1
.

1 ) 的一般解即为 (4
.

4) 式所示
。

下面我们用数学归纳法来完成这一任务
。
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秉 政

取 n = 1
,

则方程 (1
.

1) 变为
:

(p + b‘q + a ‘)甲= 0

式 中
,

认一
之

,

山一

瓮
·

这是我们前面讨论过的可分方程
,

它的一般解
,

依 ‘3
·

‘l) 式

可写为
:

, 一。
。

(一
。‘。) eX p

〔
一

扣
! + 、)」 (

。一

愉
一

)

一
p

卜
一

晋(二 + 。‘。)〕I
二

,
‘。
(; )一 p

卜令
一

。‘% + ; ‘。,〕
d 。

一

J
二

,
‘。

(。)二 p

{
一
灌

‘一

〔(1 + 。)· + (‘一。, 。
‘。〕
}
d 。

一

J
二

,
‘。

(。)一p

卜
一

誉“ + 。,(
! +

~

长公
; 。, ,〕

d 。

作代换
,

粤平弊
。‘、。

,

则上式变为
:

l ~ 】~ 户

, 一

I
二
“

。

(“,一 p

「
一

黑
i (! + 、 )」

d 。

一

I
二

,
。。

(。)一p 〔, ‘
(! + 、 )〕J。

-

式 中
,

几‘= 一
口‘拼‘

拼+ 拼‘
显然是特征方程(

1 +
一

牛、, + 。‘= 。的根
.

\ 户‘ I

由此看出
, n = 1 时命题是正确的

.

若假定 (n 一 1) 时命题是正确的
,

现在
一

我 们 来 看
。 的情

况
。

为此令
,

切(x
, g ) 奋(况

, 夕)= 灭(二
, g )亩(二

, g ) (4
.

8 )
夕一g劣一X甲一~甲

一一

是方程 (1
.

1) 的解
,

而 葵(
, ,

妇 是方程 (l
.

D 的形为 中 (二 + 仰 ) 的一个解
,

不妨取它为

ex p 以(二 + 洲)〕
,

且又= 双刃 对任意的拼(勿可得任意的又(勿
.

于是我们只须证明X (, ,

的有

X (二 + 仰 )这种函数形式
。

把 (4
.

’

8) 式代入方程 (1
.

工)
,

并注意到萝是方程 (1
.

1 ) 的解
,

则有
:

乙
a ‘, 夕‘。, 甲 = 乙

a 。,夕
‘

q 了(X 币)
‘+ J‘ ” ‘+ 夕‘ ”

乙
1 ‘感+ J‘ ”

a ‘,夕‘a夕X + 几 乙 W (
a ‘, , 拼)夕‘a夕X + X

1 ‘协+ 才‘ ft 一 1

乙
a ‘, 夕‘q J币

0“ + J‘ .

乙
a ‘, P‘q 夕X + 几 兄 W (

a ‘, , ,

产)夕
‘q 了X

1“ + J‘ 括 1“ + J‘一
l

式中
,

W (
a ‘,

,

拼)= E
娜+ J + 2 ‘自+ r ‘ ”

·* ,

(全)(乡)
“‘。

‘” 一 “‘” 一

““’“
’一 ’

对任意的久上式恒成立的充要条件是
:

E
a ‘, 夕‘。, X = o

,

乙 砰 (
a 。, , 拼)护。,尤‘ o

1“ + J‘ ” 1“ + 浮‘” 一 1



论二个自变量常系数线性偏微舫嘿恐iPi “, 一”的解的构造 4 39

即X (二
, , )是二方程的公解

·

但其中的一个是 (。一 1) 次方程
,

依归纳假定
,

对这个方程命

题是正确的
,

即它的解必取X (劣 + 沁 )这种函数形式 (其一般表示即(4
.

4 )式)
.

因此
,

此二

方程的公解自然不能超出这种函数形式之外
,

于是命题得证
.

上述结果可写成
:

定理 3 ,

方程 (1
.

1) 有且仅有 形 为 甲(二 + 洲 )这种函数形式的解
,

且它的最一般表示即

为 (4
.

4) 式
。

现在我们来证明
,

对可分方程 (4
.

4) 式与 (3
.

1 1) 式是等价的
.

为此只须讨论 方 程
,

(p + bo g + a *
)I“ 甲= 0

的解即可
·

式中“*

一景碧
一

(
脚- :

)
,

是此方程特征方程的了
,重根

.

于是依定理 3 《4
.

4 )

式) 在不计及任意函数记法符号上的不同
,

我们有
:

一写J
二

,
自, (·)(· + 、)

,

一[
一

潞
(· + 、 )]

“·

一

写I
二
“

了

(·,

裁一[福黑二
(

一
’〕
“·

奇{
二
‘
为,
(。)

·
xP「荞贵

一

(·十、 )卫
。

薪{洲
。)ex p

卜
一

呵攀吐 (
· + 一

}诺
一

姗)即
-

靛
一

J
二
“, (; )二p

{
一

令
: (1 + 。)

· + (卜
。);

*。〕
}
。。

聂一
p

[一晋
一 (· + 。‘。)〕{

二
,

*
(。)二p

[
一

奋
。(一

; 。。)]
、。

,.-1乙,-0泪乙j-0,*-1乙,-0,’..1乙,-0
一一一一一一一一

共(
一

合)
’

(‘一
,
‘

J
·
‘

* ,
‘·, ‘一〔

-

子
拼(, 一拼

、, )
山 〕

d 。

+

J
, 。,

* , (。) (! 一。、。)
,
一p

卜会
。(一

。、。,
〕
d 。

)一
p

卜令
一

“ + 。、。,]

式中

一

写(
(· + 一) ,

,
* ,
(

一
卜了

食, (

一
))一[

一

令
(· + 一 ,」

一

写
(· + /

闷

·)
, 甲。(

一
)一〔

一
李‘· + / 。)

]

j * 一1

甲* ,
(
二一拼*。)三f

*。

(
二一召*。)+ E 了

* , (二一拼心)
,

f
, ,
(一

拼* , )
,

:

了
* , (二一拼心)均 为 (二
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一脚g ) 的任意函数
.

上式正是我们前面得 出的可分方程

程的一般解以 (4
.

4 ) 式的形式给出或以

不同
,

实质上它们是彼此等价的
。

盖 秉 政

(3
.

3) 的一般解 ((3
.

1 1) 式) , 由此看来
,

可 分 方

(3
.

1 1) 式的形式给出
,

它们只在 表 面形式上有所

五
、

力 学 上 的 应 用

卜

应用上面的结果
,

下面我们来讨论二个具体力学实例
。

例 1 ,

刚性矩形薄板问题
,

它归结为求解
‘3 ’:

△
2 二一 ? 功== o ; L (川 ) }边二 o (5

.

l a ,

b )

式中
, 功为板的挠度

,

l为作用于功上的运算子
, 夕是与具体问题有关的待定常数

.

方程 (5
.

D 的第一式的一般解
,

依 (4
.

4) 式可写为
:

.

。一

弓{
二
““,二p〔“ · + ““”““

令 f伽)= 乙
a : s

d伽一
:
) (: == 滋拼

,

。为乃函数
, a , 。

二 e o n s t)

。 = 乙 乙
a ; a e x p (几, + su ) (5

.

2 )

在上式中几
, ; 取纯虚有理数时

,

它即是挠度功的一般复式Fou
r ie r展开

。

对矩形薄板
,

改写 (5
.

2) 式为
:

切= 兄 乙 (厅
: e o s久二 + a庐 in 几二 )(g

. e o ss , + 6
8 s in ; g ) (5

.

3 )
么一 o a 一 0

式中
, 。‘ ,

厅‘
,

b
, ,

若
。

为待定常 数
.

它们及 之
, ; 的选择应满足边界条件 (5

.

1) 的第二式 ,

几
, s
又应满足方程 (5

.

1) 的第一式的特征方程((4. 2) 式 )
.

下面仅就简支边界来讨论这一问

题
,

此时 (5
.

D 的第二式可具体写为
:

功一

票
一。 (二一。

, 。
)
; 。一

嗽
一。 (v一 。

,

。)

甘 内 L, 分
(5

.

4 )

在 (5
.

3 ) 式中
,

·

若取 : ; = 若
,
= 。

,

, =
粤

一 , s = 粤 (。
, 。
为正整数)

,

则边界条件
几曲 ‘少

(5
.

4) 显然可以得到满足
。

于是我们有
:

切 = E 乙A 。
肠 . 1 介 . 1

优兀
5 I n 一一一

a

朴汀

x s 立n 一石 g (A
。 ,

= a ; b
,

) (5
.

5 )

此即刚性简支薄板问题中惯用的双三角级数解
.

依 (4
.

幻 式
,

方程 (5
.

1) 的第一式的特征方程为
:

(几
2 + ; 2

)
2
一y = o (5

.

6 )

由此有
:

? 一“
‘
+ ·2

,
2
一

((誉)
’
+

(
一

君
‘

)
“

)
“ 二4
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‘q如~ O的解的构造

王+ I( 炸

若令 1) ? 功 = q( 二 ,

川 / D
,

(q为板面上的横向载荷
,

D 为板的弯曲刚度)

则有
:

A 。

一粉
, 。。一丁:I:

。(/
, 。)

S‘· m 兀
一一一劣 5 I n
a 等

““如

从而我们得到四边简支矩形刚性板受横向载荷作用时的双三角级数解
:

。= 乙 乙
g 。”

.

tn 兀
.

n 汀
丁r、 5 1 11 一二一工 S in

一

汇 刀

下刀 U U - (5
.

7 )
价。 l 粉 . 1

若令 2) 甘二
。2示

D
(。为板振动圆频率

,

承为单位板面质量)

则有
:

。2
示 了/ m 、

2 ,

/ n 、
2
、

2 _ ‘

- 万, 一、、万) 一、万) 丈
J
兀

-

从而我们得到 四边简支矩形薄板的 自振圆频率
:

曰

一义(警)
’ +

(会)
“

)嘿 (5
.

8 )

若令3 ) : 功 一合会
,

(九为板响所受压力)

则有
:

, 一

奇(群
、

从而我们得到 四边简支矩形薄板二向受压时的临界载荷
:

兀艺a

九= 一

叨((誓)
’+

(晋)
“

) (5
.

9 )

例2
,

圆柱壳为圆孔削弱时的应力集中问题
,

它归结为求解“’:

A
Z
小 + i斌 1 歌

、

I两勺
R h

口
2

少

口扩
= 0 , L (中 )}边 == 0 (5

.

1 0 a ,

b )

式中
,

必= 。 + 伸 为复应力函数
, 切 为壳的挠度函数

, 甲为壳的膜应力函数
,

R 为 柱 壳圆半

径
,

h为壳厚
, v
为材料的Poi sso n 比

,
L为作用于中上的运算子

, 二
,

, 为壳面坐标
,

i= 斌二丁
.

方程 (5
.

10 ) 的第一 式的特征方程为
:

(‘+ “
“

,
’

“ + ‘8”
“
“‘一”

(刀
忍- 交鱼亘三巫生、

4左h l

解之得
:

于是方程

少 =

之: , : 二 士2 1斌示刀
2
/ (1 + 拼

2
)

,

几: , . == 0

(5
.

1 0) 第一式的一般解
,

依 (4
.

4) 式
,

可写为
:

I
二
f

!
(, ,一p〔“1

(! + 、 )〕d ; +

I
二
了

:
(, )一p〔“忽(戈 + 、)〕d。

+

I
,

,
:

(; )一p 〔‘3
(/ + 。。)〕d 。+

I
二
(劣 + 。。); (。)一p以

·

(二 + 。 )〕d ,

一

J
二

,
1

(, )一p

l
Z‘、二 ,
畏誉〕

d。+

I
二
f

Z

(。,
。·p

l
一 2‘斌‘”霍丰笋}

d , + A 二 + B , + C

式中
,

f
: ,

f
: ,

f
: ,

j. 为 料的任意函数
,

A
,

B
,

C = co ns t
.

去掉不影响应力状态的线性项
,
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我们有
:

、

盖 秉 政

。一
!

_

r
;

(。)
e x p
「
: ;澎

一

示刀乏牛缪1。
。+

!
_

z
:

(。)
。x p
「一

2‘澎云刀
J j’ ‘ 1

.
T

.

什 J J ,
’

‘

劣 + 拼g

1 + 拼2 ]
d 。一 ,

·
+ ,

-

式中
,

, 一{/l(
。,二
和而嵘摆孙

, 一丁洲
; ,

e·p

〔
一 2‘

而喂判
“

引入复变数互= , + ‘夕
,

C== x 一勿
,

则有
:

, 一I
二

,
1

(。)‘
X p

〔
2‘、: ;刀去(

1

1 + i召

1 、了 雪一C
.

_

亡一C 、1
,

个
‘

i‘币八一-
玄

~

一 十片 一公 )」
“拼

一

J
二
了

:

(。)二p

〔
‘、二
噜(

; + “+ 爱母恶
“+
盖架

西)}
d 。

一
{

_

r
:
(。)

e x p
[ ‘创云刀

一

斗直
一

+ ‘

J l
,

L ‘

斌
~

云刀
2

了1一 i拼 ; .

1 + f拼八 IJ
.

、丁干不
S 个 i二玄声

一

‘月叩

= e x p (玄澎云刀二)丁
:
‘

!
‘。, eX p

l生零夕(哥
“+

招黝孙

一
p (‘刚‘刀/ ,

{
二
‘(‘,二p

〔
‘

缨(
,。+

令)
d ,

(
‘

== e x p (i双不刀x ) 兄 厅尝H
,

(斌云如 )
e x p (‘

no )
‘”

= 丛二 i梦
1 + i拼

== e x p (i材 云刀二 )乙
a吉H

。

(斌亏刀户)
e o s o o (H 一== (一 l)

”

H
,

)

式中
,

H
”

(斌云加 )为
n
阶柱函数 (J

。

—
n
阶B e sse l函数

,

H 盖
‘’,
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—
z

、

2 类
。
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,
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_
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:

中
一
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二
)乙

a釜H
。

(斌习刀户)
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,
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,
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十
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一

= 艺 (
a盖e x p (‘斌不刀p
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a : ex p (一玄双厄了刀p e o s o)H

。

(斌云加)
e o so s

此即方程 (5
.

10 ) 第一式的一般解
。 (5

.

1 1 )

若取
,

时二叮 =
1

万 a , , (
n == 0

,
2

,

⋯ )

则有
:

·‘一 。 : 一

含(‘+ ‘,
。一 ‘

。一 ‘
, 3

,

⋯ )

中 == 乙
a 。刀

e。

(刀户
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。

(双习刀p )
e o sn o

一 0, 2⋯

+ 乙
a。A

。‘
(夕p e o s o)H

.

(材不夕户)
e o sn o

, 一

七. , ’ ,

(5
.

1 2)
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任
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1 + ‘)(一 p (‘研‘;舀,

一
p (一 ‘斌 2“,

,

(“的奇函数 ,

如果注意到函数过
。 ;
(豹

,

过
。 d (约与A

.

H
.

K p 。二。 B 函数

= e h占e o s占; 习 :
(舀)

1
二二二 一

2
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1
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。
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= 下 5 11 白5 111 自号 占甘4 气g ) =
乙

1
, . ‘

一

丁
一

气C n 白一 S n 宝C O S 白)
任

乒g户心口口!
之

l
、

之间的如下函数关系
,

A
e 。

= 口 : 一 2‘口
: ,

刁
。d = 口 : 一 Zf又

则不难看出 (5
.

1 2) 式实质上就是 A
.

H
.

月yp 、 e
在研究这一问题时所提供的解

,

这里我们

只不过是把它作为我们一般结果的一个自然推论而已
.

下面我们来考虑壳面圆孔附近的应力状态
.

假定壳面
“

远处
”

受到膜向拉 力 N
二

= 夕h
,

N , = qh (其中P
, q为x , , 向单位厚度的拉伸强度)

,

壳面为半径为
r 。的圆孔所削弱

.

则壳体

的内力状态为
:

N
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告
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“

命))
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式中
,

N , ,

N 。,
·

N Pe 分别为膜向拉
,

剪力 ,

Q君
,

Q 普分别为横力及广义 K ir ehih o ff横力 ,

M
, ,

M
。 ,

M
, , 分别为横向弯

,

扭矩 , Q , ,
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aZ
.

1

公 =
一入 牙 十 一

_
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一

尸

口

日P

1
十

一~ 下
-

P
-

日
2

日0
2 为极坐标下 的

L a pla ce 算子 , 上标co 表相应量于
“

无穷远
”

处的值
,

它们是
:
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应用 (5
.

1 3) 式
,

边界条件 (5
.

1 0) 的第二式可具体写为
:

N , = N , , = M , = Q萝= 0
,

(p 二
r。
)

( 内力) T , ( 内力) T . ,

( p , oo )

边界条件 (5
.

15 ) 的第二式即是 要求 p , oo 时
,

巾 , 。,

H
,

= H 护
’ ,

此条件即可得到满足
.

I (5
.

1 5 )

于是按柱函数的渐近性质
,

只要取

把 (5
.

n ) 式代入 (5
.

1 5 ) 式
,

可获得确定待定系数吐及a: 的无穷代数方程组
,

用截断

法解此代数方程组即可得到 问题的最终解答
,

它适于任意大小的孔径
r 。·

对于小孔 (即令
-

<<. /互的孔、
,

则在孔边附近加《 1
,

于是 ( 5
.

1 2)
,
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一⋯一 ” 一”
‘

~
、 一 ’

一
r ’
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少
。
展开‘然后摄动地去满足边界条件 (5

.

1 5) 的第一式
,

从而求得 待 定 系 数 a , 。

这就是

A
.

H
.

J’I yp I, e 的 作 法 (其详情可阅他的原文
,

我们这里将不赘述)
.

他的精确到 (户
。

)
2

项

的最后结果是
:

1 N
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