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摘 要

在本文中讨论了外推法对椭圆一抛物奇异摄动问题数值解的应用
,

提高了解的精度
,

估 出 了

精度的阶数
,

并对文【1 1中的一致收敛性在附录中给出证明
. : ‘ 二 ; 、 *

.

众所周知
,

Ri ch ar d s o n
外推方法可用来提高数值解的精度

.

这一方法亦可用于奇异摄动

问题
,

但须对方法加 以变形
,

在外推公式中的系数将依赖于小参数
。 。

本文对椭圆一抛物奇异摄动问题的一致差分格式构造其解的外推公式
,

并估计了这一公

式的精度
.

在文章的最后一部分对【1 〕中所研究的差分格式的一致收敛性给出证 明
。

一
、

摄动问题和差分问题

1
.

摄动问题

在矩形区域 R :
(O《 %《l

,

口Z u
.

美声三
“万护

~

十

。 } _
。

I尸

O《t《 T ) 内讨论椭圆型方程第一边值问题
:

a Zu , 、

a u

丽
f 一 a叹戈

,

g )万互 + “叹戈
,

, )u = J L戈
,

夕) (1
.

1 )

(1
.

2 )

其中
己是正的小参数

,

厂是矩形R 的边界
。

我们假定
:

1 )
a
(劣

,

夕)> a > 0 (a = e o n s t),

2 )
c
(劣

,

v )《0 ,

3 ) 方程的系数
a
(x

,

, )
, e
。

,

y )和右端函数f(二
,

g )充分光滑 ,

4 ) f(0
,

夕)二 0
,

f(l
,

, )= 0
,

(0成y《T ), 在矩形R 的四个角点上
a 二

(‘
,

夕)== o
, e

f
, , 一f

二二
一 a

(二
,

, )f
, = 0

.

退化问题 (
。= 0 )

:

(1
.

3 )

(1
.

4 )

口2叨:
。? (X

,

。)三

会一(,
,

, )
蛊

+ ·
(、

,

。, 。一f(X
,

。,
(1

.

5 )

(1
.

6 )
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功 ! = 0
, 田 ! = 0 (1

.

7 )

2
.

差分 问题

笑 ;
介 , ‘ , u ‘, ” ,

(二
,

。)三 : (x
,

。
, :
)
。

岛”
,
(“

,

。)+ 。

穷
” (

“ ,

, )一
a (“

,

。)
“

犷”
,
(‘

,

。)

+ 。
(二

,

g )
“‘” ,

” (二
,

, )~ f(x
,

g )
。(: , · )

⋯
_ = 。

}厂
* , ,

这里 h
, : 分别是沿

N 一h = l
,

N
: 了二 T

.

(1
.

8 )

(1
.

9 )

戈 轴和 g 轴方向的步长
, 戈‘== ih

, g , = jr ,

i== 0
,

i
,

⋯
,

N
: ,

, (x 刃
, :
)是 11, in 因子

:

= 0
,

1
,

⋯
,

N
Z ,

v(戈
,

夕
, :
)=

厂、 , ,

是 网格区域的边界
,

a
(二

,

夕)
:

2

e th
a
(戈

,

夕)
:

2 8 (1
.

1 0 )

u

几”
, = (u

‘“ ,
” (x

,

。+ r
)一Zu ‘几 ,

” (x
,

。) +
“‘几 ,

” (‘
,

。一 :
))/

‘2

u

典
’ ‘ , = (

u ‘几 ,
” (x + h

,

。)一Z u ‘几 , ” (,
,

; )+
u ‘几 , ‘ ,

(“一h
,

。))/ h
‘

u

犷
’ ‘ , = (

“‘几, ‘ ,
(x

,

。+ ‘
)一“‘几

,
” (“

,

。一 T
))/ 2

‘

如果我们用网格(2h
,

2动
,

则相应的差分问题为

犯 ;
“几 , Zr , u ‘, , , ’· ,

(二
,

。)“ , (二
,

。
,

2: )
。

劣
, ’‘ ,

(“
,

。) +
u

缪
, ’‘ ,

(“
,

。)

一 a
(‘

,

。)u

梦
几”” (“

,

。)+
c
(‘

,

。)
u “几

,

”’
(“

,

。) = f(‘
,

。) (1
.

1 1 )

。。“。 , , · )

}
_ == 。

11 2 人 . 加
(1

.

1 2 )

为统一起见
,

将网格 (h
,

动 和 (2h
,

2动 上的差分问题写为

犯二
声”’u ‘“,

”(
“ ,

。)“ , (“
,

。
, v
)
u

器”
,
(“

,

。)+ “

二; ”
’
(“

,

。)

一 a
(‘

,

。)
u

犷”
’
(x

,

。)+
c
(‘

,

。)
u ‘”,

” (“
,

。) == f(“
,

。) (1
.

1 3 )

u ‘, , ·
, (二

,

。)!
。 二。

11 ” , ,
(1

.

1 4 )

其中 “二h 或
·

2h
, , = ‘ 或 2‘

在附录中我们将证明
,

差分格 式 (1
.

8)
,

(1
.

9) 关 于 小 参 数
。一 致收敛

,

其收敛阶为

O(
: 音+h

2

)
.

如果在渐近解中取更多项
,

则可达到 。(
: + 护)

.

下面利用外推方法提高这一逼

近精度
。

二
、

外 推 方 法

我们知道
,

摄动问题(1
.

1 )
、

(1
.

2)在 夕= T 附近出现边界层
.

为了构造这一问题在全区

域内的一致有效渐近展开式
,

扶 几。 c T
eP

H H K一B H。 , :
方法需在夕== T 阱域内对原来摄动算子
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笑
。

作第二次分解以构造边界层校正项
.

为此
,

作伸长变换 t二 (T 一 , )/
。,

并将方程中的系数
a
(戈

,

g )
, c

(%
,

, )在 , = T 附近展开
,

从而有

二

一(令
+ ·(

· ,

: )
斋)

+

器
十 ·

(!
,

丁 ,

。
、 .

e z
产

二 ,

。
、 .

一 erc 沙Lx
, I ) 十不 二 斌几

:
气劣

, l ) 十
‘

”

‘ I 口

(2
.

1 )

这是算子 兄
。

的第二次分解
.

在这分解中的主要部份是

口Zu ,

~
、

日“
J竹

n材 三三巴一二一万
~

一Q t戈
.

1 】一二
-

口g
一 、

“
口U

(2
.

2 )

利用它能求得边界层函数
。。= 一 切(二

,

T )ex p (一a( 二
,

T )(T 一妇 /
。
)

,

它满足

日Zv 。 ,

~
、

口v 。

IV1 0v
。
三“几砂

一 一“、“
, J )-万犷== ” (2

.

3 )

” 。

! + 叨(二
,

T )= 0 (2
.

4 )

对算子 M
。

我们可以构造相应的差分算子
:

M石
‘” , 二 , (二

,

夕
, r
)△

, , 一 a
(,

,

T )△、 (2
.

5 )

M石
“几 ’“, , 二 夕(二

,

夕
,

2 :
)△

, ; 一 a (况
,

T )△、 (2
.

6 )

为了提高数值解的精度
,

我们利用外推公式

汀‘几
, , ,
(二

,

g )= A u ‘而 , , , (二
,

g ) + B u ‘2几 , 2 , ,
(二

,

g ) (2
.

7 )

其中 砂
“, ” (戈

,

g )
,

小幼
, “, ,

(
二 ,

, )是分别利用网格 (h
,

劝和 (2h
,

2动 所求得的差分问题的解
.

系

数将依赖于
: 和 。 .

在A
,

B 是常数的情况下精度不能提高
〔2 , .

现选取A
,

B
,

要求对于函数U (二
,

妇二
a :砂 + 2b

;

翔 + cl 犷 + d :
有下面关系式成立

:

(姓对石
几 ,

” + 刀M舌
“几 ,

“ ,
)U (,

,

夕)== M
o

U (x
,

夕) (2
.

8 )

如此我们有

且试二
,

g
,

动 + 脚(二
,

g
,

2动 = 。,

A + B = 1 (2
.

的

因而

A =
。一 , (劣

,

,
,

2 :
)

B = 一
。一 , (劣

,

夕
, 二
)

试劣刃
,

动一 , (劣刀
,

2 :
)

’ , (二
,

夕
, :
)一 , (二

,

y
,

2 :
)

(2
.

1 0 )

这样我们就得到提高差分问题解的精度的外推公式(2
.

7 )
,

(2
.

1 0 )
·

三
、

摄动问题和差分问题的渐近解

1
.

摄动问题的渐近解

我们将摄动问题 (1
.

1 )
,

(1
.

2 )的解表示为以下形式
:

“
(
% ,

, )= U 二(戈
,

, ) + 厂
二(况

,

夕)

U 二
(劣

,

g )= 阴
。

(二
,

夕) +
。切 :

(二
,

g )+ ⋯ + 。N切二
(二

,

刀)

这里功
。

(二
,

, )
,

叨‘
(x

,

夕) (i二 1
,

2
,

⋯
,

N )分别表示下面问题的解
:

(3
.

1 )

(3
.

2 )

二
。tD 。

(!
,

。)一 , (%
,

。)
,

功。

1
, 一。

(3
.

3 )
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兄
。田‘

(%
,

, )== 一
a

Z功‘一

口夕2
, ‘

1
, 一。 (‘一 1

,

2
,

⋯
,

二)
(3

.

4 )

而犷
,
(劣刃 )由微分问题

笑
.

厂二
(x

,

夕)= 一
。N 十’

口2切万

口夕2

厂二
(0

,

夕)= 犷
,
(l

,

夕)二0

犷二
(戈

,

0 )= 0
,

犷,
(劣

,

T )= 一 U ,
(二

,

T )

确定
,

其中S == { (二
,

o )
,

o( 二成l}U {(o
,

, )
,

,0《 , < T }U {(l沼 )
,

o《 , < T 卜

以下我们总假定
a
(二

,

g )==
a == c o n st

.

(3
.

5 )

(3
.

6 )

(3
.

7 )

2
.

差分问题的渐近解

我们先将差分算子(1
.

1 3)进行改写
。

已知
,

兄犷
,
”二丫(

v
)△

, , + △
二, 一a A 夕+ c

(二
,

夕)

y(
”
)=
分

“’h
一

贡”
带

(
。、0 )

所 以相应的退化差分算子为

黝一
’, ) 一△

二

一
△、+ ·(!

,

。)十

冬
“, , 一八

二

一、 + :
(二

,

。)
(3

.

8 )

因此

坛
一‘。+ “

帆
。)一划

“ ,
” 一

誉
“妇

从而我们有

洲一
’二 , (

,
)“妇 + 洲一 ”一

等
一

△妇
(3

.

9 )

我们将差分问题的解表示为以下形式
:

“‘“ , ” (
二 ,

夕)二 U扩
,
” (

二 ,

夕) + 犷扩
,
” (x

,

夕) (3
.

1 0 )

U 犷
,
”(二

,

, )== 乙 , ‘(
,
)。矛

产” ,
(x

,

g ) (3
.

1 1 )

这里的函 数 tD 荟
” ,
” (二

,

g )由下面一系列边值问题确定
:

: ‘一 。‘一 (二
,

。)一 , (二
,

。)
,

口
。

1
: , , ,

一”

“一
功‘一(二

,

。卜 , (苏
,

。卜夸
A , , 口‘一 (/

,

。)
, 。、一

(3
.

1 2 。)

s , , ,

= o (3
.

1 5 。)

笑‘
“ , · , 口万

, , · ,
(二

,

。)== 一△
, , 叨差: :

·,
(二

,

。)
,

口万
, , , ,

}
。

二。 (、== 1
,

2
,

⋯
,

二 )

1 0 声 , ,

(3
.

1 2 *
)

: ‘一
,。:一(x

,

。卜谬
一△, , 口、一 (劣

,

。
卜△, , 。、“、一 (二

,

。)
, ? 、一1

_

一。

一

O P , ,
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(k= 1
,

2
,

⋯
,

N ) (3
.

1 3 。)

而 犷穿
, ” (x 刀)是下面问题的解

:

兄护”
, 犷扩

,
”(x

,

g )=
一

学
一

△ , ;
E , ‘(

v
)(。沂

, ,
”一 口荟

p ,
” )一 ? N ‘ ’

(
v
)△

, , 二犷
,
” (二

,

夕)

“
一 。

犷扩
,
” (o

,

g )== 犷扩
,
”(l

,

夕)二 o

犷犷”
,
(x

,

o )== o
,

犷犷
,
”(x

,

T )= 一 U 扩
,
” (二

,

T )

其中 S
, , ,

是网格边界
。

(3
.

1 4 )

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

四
、

几 个 引 理

众所周知
,

对于退化微分算子

兄
。注

a
乙

口

百玉f 一“万丁 十 “气x
,

g )

和退化差分算子

兄犷
,
” 二△

二 , 一。△, + 。
(“

,

, )

来说有极值原理成立
.

引 理 1 若 田》 o (在 S上 )
,

并且兄浏( o
,

则对一切 ;(x
,

妇 (亘
,
(0 《x 《l

,

o( g < T )有

tD > 0
。

若 功‘p , , ’) o (在 S
, , ,

上)
,

并且兄吕
p , , , 脚‘p , ”( o

,

则对一切(x
,

, )(Q
, , ,

有 阴‘p , ”》 o
,

其

中 Q
, , ,

是 Q 的网格区域
,

S
, , ,

是其边界
.

引 理 2 设功= 却(劣
,

刃是亘内任意一个光滑函数
, 切妈 ” = 田 (” , .) (戈

,

刃 是 Q
, , ,

内任意一

个网格函数
,

则有

!切(劣
,

, ) {《 m a x
}切(二

,

夕) !+

—
】n a X

a O
}兄

。。(x
,

夕) } (4
.

1 )

}叨
‘p , , ,

(二
,

g )}( m a x }切
‘p , , ,

(x
,

g ) }+ !艺石
声 ”, 切‘p , , ,

(二
,

夕)1 (4
.

2 )
S

, , ,

T

—
n l a X

a o
, , ,

证 构造辅助函数

F
·

(‘
,

”)一臀
X
l, (“

,

。) l+ 老增
X l￡

。“(“
,

“) .士’(‘
,

“)

F 罗
, , ,

(二
,

, )== m a x }功
‘“ , , ,

(二
,

g ) }+
S

, , ,
丛m a x }兄石

,
一 , 。 ‘, , · ,

(二
,

。) }土切
‘, , · ,

(二
,

。)
a o

, , ,

利用引理 1 即得到引理 2 的论断
。

现对展开式(3
.

1) 中的边界层校正项 犷武 x
,

的 和展开式 (3
.

1 0) 中的 厂犷”
’
(二

,

妇 作出估

计
。

引 理 3 对于 函数 犷以 二
,

刃和尹犷” (二
,

的分别有如下的估计
:
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l犷
二
(x

,

, )j( M (
。N + ‘

+ e x p (一 a (T 一 夕)/
。
))

}犷扩
, , ,
(二

,

g ) }《M (?
N + ‘+ , 刀+ e x p(一 a (T 一 , )/

。
))

其 中 。== m a x l△
, , (功 ;

” , , , 一口万
p , ·,

)l
, 切J

, , , , ,

口奋
“ , , , 分别是由(3

.

1 3 。)
,

(3
.

1 3 ‘); (3

(3
.

12 ‘
)确定的函数

.

证 我们知道
,

对于算子笑
。

和笑了
’” ,
来说极值原理成立

.

作辅助函数

(4
.

3 )

(4
.

4 )

1 2 。)
,

。
, 、

·

: 二 2 1
、r ‘

二
, ,

。
、 , 、

、
.

。
厂 八 x

,

g )== J以 吸
一 几厂 夕己

‘

”
一

十 e X P气一 a 气1 一 g ) / ￡) j土 厂 万L劣
,

夕)
、 “ I

F 犷”
,
“

,

。, 一M(立
。(:

N ‘ ’
+ , 。, +

e X p (一(T 一。, /
。
))
士 F‘

, ·
, (二

,

。)

即可证得所要结果
。

为了建 立 函 数 。‘(二
,

夕) (i== o
,

1
,

⋯
,

N ) (参 看 (3
.

3 )和 (3
.

4 ))及 其 导 数 和 网 格 函

数 U奋
, , , ,

(二
,

妇
, 切J

, , v)
(
x ,

刃及其差商的估计
,

现考虑下面的微分问题和差分问题
:

‘

少、

夕X
了.、

,

夕

梦一一2

‘

,
r

夕XC+
2一g口

一a
a

一

之一忍
r

‘一X日一口
一一一梦劣

了吸
、

之兄
日2之

(4
.

5 )

兄犷
’· , : (p , ” (x

,

g )二 △
二 ; : ‘“ ,

” 一 a △; z ‘“
, 护, + c

(二
,

刀)
: ‘p ,

” = 岁(二
,

夕)
, : ‘“ ,

”

对于问题(4
.

5 )和(4
.

6 )的解
z
(二

,

, )
, : ‘产 , , )

(二
,

夕)有下面二个引理成立
.

引 理 4

设

1 ) 函数 劝(二
,

夕)有有界导数
,

劝(0
,

g )= o ,

砂(l
,

夕)= o

2 ) 岁(x
,

夕)有有界差商
,

岁(0
,

, ) = 岁 (l
,

, )= 0

s , ,

厂 0 (4
.

6 )

3 ) I(△, )
‘一 ‘

(△
,
)
‘[劝兰

二

(二
,

, )一 △
二
△* 梦 (二

,

g )] }《M
r

4 ) }(△, )
自一 ‘

(△
,
)
‘[势笋

,
(“

,

。)一(A * )
” 一’(△

,

)
‘少(x

,

。)〕i《M
r

则对问题 (4
.

5 )的解
之
(

, ,

, )和问题 (4
.

6 )的解
z 伽 , ” (%

,

夕)有估计式
:

i ) }(△ , )
月一 ‘

(△
, )‘[ : 鉴

二

(二
,

夕)一△
二
A ; 二 ‘“ , , ’

(二
,

g )〕!《M (
v + “

2
+ :

)

2 ) }(△, )
‘一 ‘

(△
,
)
‘〔‘笋

,
(“

,

。)一 (△; )
”一 ’

(△
,
)
’“‘” ,

” (x
,

。)〕j( M (叶
。“ + r

)

其中 。 ,

花
,

j
,

l都是整数
,

九
, 。》 o

,

l= 0
,

1
,

一
,

九, j= 0
,

1
,

⋯
, 。 ·

证 为了证明估计式 (4
.

9 )只须证明

}A
二
A *

(
2
(
% ,

, )一之 (“ , , ,
(
二 ,

, )) !( M (
, + 拼

2
+ r )

即可
。

为此
,

对方程 (4
.

5 )的二端关于 x 微分二次
,

则有

黑
。2 二 二

(
二 ,

, )~ 劝
二 二

(
二 ,

g )一 Ze 二

(x
,

, )
: 二一 c 二二

(
二 ,

, ):

对方程 (4
.

6 )的二端以算子 △
二* 作用之

,

则有

笑石
“” , △

二 ; : ‘” , , ’
(

, ,

, ) = △
二 * (△

二 * 一 a△, )z (” , , ’
(x

,

夕) +
c
(‘

,

夕)八
二 , z ‘“ ,

” (x
,

夕)

利用关系式

△
二 ,
(
c 切)= △

二c A
二
甲(二

,

刀) + 么
; 切(二

,

, )A
; c + 甲(%

,

夕)A
二 ; e + e

(二
,

夕)A
二 * 甲(二

,

夕)

可将 (4
.

13 )改写为

(4
.

7 )

(4
.

8 )

(4
.

9 )

(4
.

10 )

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )

(4
.

13 )
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兄石
“” ,△

二 ; z ‘” , ” (二
,

夕)== A
二 ; 岁 (戈

,

g )一 △
二e△

二z (” ,
” (,

,

g )一么* : ‘“ ,
” (二

,

g )A
* c

一 : ‘“ , , )
(劣

,

v)△
二 ; e

(4
.

14 )

根据(4
.

1 2 )和 (4
.

14) 在引理的条件下可得估计式
:

兄石
” , , 、八

二 *
(
z
(二

,

g )一
z 〔” , ”(二

,

夕) )= O (
, + 拼

2
+ r

)

再由引理的条件我们知道
,

表达式 么
二 *
(武%

,

, )一 : ‘“ ,
” (二

,

, ))在 邻= 0 , 二二 l和 , = o 这 三条

边上都为零
.

从而由极值原理推得估计式 (4
.

1 1 )
.

现证估计式(4
.

10 )
。

由于

}(△* )
海一 ‘

(△
,
)
‘[ ‘笋

,
(‘

,

。)一 (A , )
“一 ’

(△
,
)’

z
(“

,

。) ] l( M
v

为了证明(4
.

10 )只须证明

}(A , )卜
J
(A

, ) ,
(
二
(二

,

夕)一
z ‘“ , , ,

(二
,

夕)) l( M (
, + 拼

2
+ r ) (4

.

1 5 )

以归纳法证之
.

对于 n = 0 ,

因为

兄石
“ , , , (: (,

,

, )一 : ‘“ ,
” (二

,

夕))= (兄占
“ , , , 一兄

。

) : (二
,

夕) + 沪(二
,

夕)一 梦(二
,

, )

!(兄石
p ” , 一笑

。

) :
(二

,

夕)I( M (
, + 拼

2

)

由引理条件 }沪(戈
,

, )一岁 (x
,

夕) }《M
r ,

故有

}兄犷”
、

(
:
(%

,

梦)一
: ‘“ , 护,

(
二 ,

, )) }簇M (
, + 拼

2
+ r

) (4
.

1 6 )

又
:

}
_

一。
, :
叭川

。
一。

.

因而 由极值原理得到
l夕

一 ‘

15
, , , - -

一 一 一 一 ~ 周
、

一
, 、

~

1
:
(
* ,

, )一
: (“ , , ,

(%
,

, ) }( M (
v + 拼

2
+ r

) (4
.

17 )

对于 。= 1 ,

我们考虑

黑石
” ,
” (

二
(二

,

夕)一
: ‘“ , , ,

(二
,

夕)) = △
二 , (二(二

,

夕)一 : (p ,
” (二

,

, ))

+ a A , (二 ‘
’ ,
”(

二 ,

, )一
之
(二

,

夕))+
c
(x

,

g )(
:
(

, ,

, )一
: ‘p ,

”(二
,

夕))

由(4
.

1 1 )
,

(4
.

1 6 )和(4
.

1 7 )推得

!八。(
z (“ , , ,

(,
,

夕)一
z
(二

,

夕))1( M (
, + 拼

2
+ r

) (4
.

1 5 )

据此我们亦有

1么
,
(
: ‘” , , ,

(%
,

v )一
:
(,

,

夕))】( M (
, + 拼2 + r

)

对于 n = 2
,

我们先导出公式

兄石
“”, △, 切(二

,

夕)= △,兄百
p ’, , 甲(%

,

夕) +
e
(二

,

v )△, 甲(%
,

, )一 A、(
c (x

,

夕)甲(义
,

夕))

(4
.

1 9 )

由此公式我们有

黑 ;
声”, 八。(

:
(
二 ,

, )一
: ‘“ ,

” (二
,

, ))= △, 笑犷”
,
(
: (、

,

g )一
: ‘” ,

” (二
,

夕)){

+ c
(二

,

夕)△, (
z
(x

,

g )一
z ‘, ,

” (x
,

, ))一 A。(
c
(二

,

夕)(
z
(劣

,

g )一
: ‘“ ,

” (二
,

g )))

根据(4
.

9 )
,

(4
.

1 7 )
,

(4
.

1 5 )和引理中的条件得到

兄犷
, ·, △。(

z (二
,

, )一
z ‘“ , p ,

(二
,

夕))== O (
v + 户

2
+ r ) (4

.

2 0 )

但另一方面
,

兄犷
’”, 么。(

: (二
,

, )一之‘“
, , , (、

,

, ))= 八
: , [八, (

:
(
二 ,

, )一 2 ‘“ , , ’(x
,

, ))〕

一 a △、[△。(
z (劣

,

夕)一
二 ‘” , , ’

(劣
,

夕)) ] +
c
(x

,

g )△。(
二
(二

,

梦)一才(, ,
”(x

,

, ))
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由(4
.

2 0 )
,

(4
.

1 8 )和(4
.

9 )我们得到

!△。△, (
:
(二

,

g )一
二‘“ , , ,

(
, ,

夕))}《M (
, + 拼

2
+ r

) (4
.

2 1 )

类似地可证得

l△
, △; (

:
(二

,

夕)一
z ‘“ , , ,

(,
,

y))l《M (
v + 拼

2
+ r

) (4
.

2 2 )

及

}△
, △,

(
二
(二

,

夕)一
z ‘, , , ,

(二
,

g ))}《M (
, + 拼

2
+ r

) (4
.

2 3 )

对于
n> 2 的证明是类似的

。

最后再由(△。)
“一 ‘

(△
。
)
‘甲(二

,

夕) = }A , )
七甲(二

,

g + Iv )及估计式 1(△* )
掩
(
:
(
二 ,

, )一
z ‘p , , , (x

,

夕))l

( M (
v + 矿十

r
)即完全证得我们的引理

。

现考虑微分问题

口肠口怡 a之

儿
0 2 气x

,

夕) ==
一
万二J 一 a 一 5 二丁 十 c 叹x 刃 )之= 甲林刃 )
u 汤 。 U

(4
.

2 4 )

‘

、
J

�
匕,口月任

了.、

1
..we.、z‘皿J...

和差分问题

笑‘
, , , , : ;”

, , ,
(二

,

g ) = △
二 * z {“

, , ,
(二

,

夕) 一
a△, z {

p ” ,
( 二

,

, ) +
c
(二

,

g )
: f

声” ,
( x

,

, )

= 蛾
二

,

。) + 华
△, , : (P , · , (x

,

。)
‘

_ ( , , , )
I _

。

之犷尸 r 了 . = O

其中 z 伽
, , ,
( 二

,

夕)由差分问题 (4
.

e) 确定
。

引理 5 假定引理 4 的条件成立
,

: l产” ,
( 劣

,

夕)有估计式
:

则 对 问 题 ( 4
.

2 4 ) 的 解 或 二
,

川 和 问 题 (4
.

2 5) 的 解

} (△, )
点一‘
(△

,
)
‘

(
z
鉴
二

( x
,

, ) 一△
二
A ; : f声

, , ,
( 二

,

, ) ) }《M (v + 拼
2
+ r
) ( 4

.

2 6 )

J (△, )
‘一 ‘
( A

,
)
‘
(
z

吞弩
,
( x

,

, )一 ( A , )
“ 一’
(△

,
)
’‘f

p ’·,
( ‘

,

, 川 ( M (v + , 2
+ r
) (4

.

2 7 )

其中 n ,

k
,

j
,

l都是正整数
,

k
, n
> o

,

l= o
,

i
,

⋯
,

k , j= o
,

i
,

⋯
, n .

甚之
,

若

l(△, )
‘一 ‘
(△

,
)
‘
(劝奋芳:

,
(
“ ,

。) 一 (△ , )叹△
,
)
”
少 ( ‘

,

。) ) I ( M r ‘ ( 4
.

2 8 )

则

!(△, )
‘一 ‘(△,

)
‘
(
二么 ( x

,

夕)一 △
二
△, : I

“ , , ,
( 二

,

夕) ) !《M (v 名+ 拼
2
+ , r + r ‘) ( 4

.

2 9 )

}(△, )
九一 ‘
(△

,
)
‘
(
“

咨全:
,
(‘

,

。) 一 ( A , )
”

(△
,
)
“ : f

” ’,
, (

“ ,

。川《M ( v
,
+ 。

2
+ ”r + r ‘

)

( 4
.

3 0 )
证 不等式 ( 4

.

2 6 )
,

( 4
.

2 7 )和 ( 4
.

29) 的证明与引理 4 中的证明类似
.

现证估计式 ( 4
.

30 )
,

亦以归纳法证之
。

为 了证明 (4
,

3 0) 只须证 明

{(△, )
·

(△
,
)一

, [ z ( 二
,

。) 一
:
;

, , ·,
( 二

,

。) ] I簇对 (
v Z + 。

“
+ v r + r ‘

) (4
.

3 1 )

即可
。

对于 。二 o ,

我们考虑表 达 式 兄犷
” ,
(
z
( 二

,

夕) 一
: f

声’·,
( 二

,

y ) )

因为
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￡‘一
,
(
:
(二

,

。)一
:
f一

)
(二

,

。))=

答f
二

纷(:
,

。) +
:
纷(。

,

。)l+半f
二
:
:

(二
,

。)
任 r L

一’ . ’

J ‘ L 口

一△, ,

一
(劣

,

。

小子
·

岁(二
,

。) + , (X
,

。
卜梦(X

,

。)

所以由引理 4 及引理中的条件(4
.

28 )我们得到

}名犷”
,
(
z
(二

,

, )一
z
{
p , , ,

(二
,

夕))}( M (
v Z

+ 拼
2
+ v r + r 产) (4

.

3 2)

从而 由极值原理推得

}
:
(x

,

y )一
二
{
p ”,

(,
,

y) {( M (
v Z
+ 户

2
+ v r + r 声

)

对于 n = 1 ,

由(4
.

3 2)
,

(4
.

2 9 )和 (4
.

3 3 )得到

}△, (
:
(劣

,

, ) 一
:
;
声 , , ,

(x
,

v)) !《M (
v Z + 拼2 + v r + r ‘)

因而亦有

}△
,
(
二(x

,

g )一
二
f
声” ,

(二
,

, ))}《M (
, 2 + 拼么+ v r + r 产

)

(4
.

3 3 )

(4
.

3 4 )

(4
.

3 5 )

对于 n = 2
,

我们考虑表 达 式 艺犷
, .) △, (z( 劣

,

刃 一或
“ , , ,

(%
,

g) )

它可改写为

艺犷
” , △, (

:
(,

, :
)一

2
1
声, , ,

(二
,

夕))= △, 兄石
p , , ,

(
z
(二

,

g )一 : l
产”,

(二
,

, ))

+ c
(二

,

夕)△, (
z
(二

,

夕)一
:
;
井” ,

(二
,

夕))一 △, (
c
(二

,

, )(
:
(x

,

, )一
z
f
p ”,

(x
,

g )))

由引理 4 和引理中的条件以及已证得的结果 (4
.

3 2)
,

(4
.

3 3)
,

(4
.

3 4) 可对上式右端各项

逐一进行估计便得到

l兄犷
, , , △ , (

二
(二

,

g )一 :
f
声” ,

(二
,

, ))I《M (
, 2

+ 拼
2
+ vr + r 产

) (4
.

3 6 )

另一方面
,

兄占
p , , , △, (

z
(二

,

g )一
:
l
“,
” (

二 ,

, ))= △
二 * 么, (

二
(戈

,

, )一
:
;
“”,

(劣
,

, ))

一 a △; △, (
:
(二

,

, )一
Z
l
p , , ,

(二
,

y ))+
c
(二

,

夕)△, (
:
(二

,

, )一
:
l
产, , ,

(二
,

g ))

故由(4
.

3 6 )
,

(4 : 3 4 )及不等式

}△ , △
二 ,
(
:
(二

,

, )一
:
{
p ”,

(二
,

夕)) !( M (
v Z
+ 拼

2
+ v r + r 尹

)

推得

I△, 么, (
:
(x

,

g )一
z
{
声, , ,

(二
,

, )) I簇M (
v Z

+ 拼
2
+ vr + r ‘

)

因而亦有

1△
, 么,

(
:
(二

,

夕)一
:
;
p ” , (x

,

夕))1( M (
v Z

+ 拼
2
+ v r + r 尸

)

}△ , A ,
(
:
(x

,

g )一
:
;
p , , ,

(二
,

g )) }《M (
v Z
+ 拼

2
+ v r + r 尹

)

对于 n > 2 证 明是类似的
。

最后利用关系式 (△, )
几一 ‘

(△
,
)
‘甲(二

,

g )= (△, )
“甲(“

,

夕+ Iv )和已 证 估 计 式 }(△, )
为
(
z
(劣

,

v)

一 :
;
声” ,

(二
,

u ))l《M (
v Z

+ 拼
2
+ vr + r 产

)即得到引理 的完全证明
.
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五
、

外推解的精度估计

为了对外推解 (2
.

7) 作出精度估计我们先证明不等式

IU
二
(二

,

夕)一A“扩
,
” (x

,

, )一B U 分
几 , , ‘ , (二

,

夕)l《M (h
Z
+ : 2

)

及不等式

l犷
二
(二

,

夕)一A 厂梦
,
” (二

,

夕)一B 犷分
介1 2 , ,

(二
,

g )j

(5
.

1 )

( M (h
么
+ : 2

+ 。N 十 ‘
+ ? N + ’+ e x p (一

a
(T 一夕)/

。
))

现证不等式(5
.

1 )
。

由(3
.

2) 和 (3
.

1 1) 我们有

(5
.

2 )

}U
二 (二

,

夕)一A U 扩
,
” (二

,

, )一B U 分
而, 2 ’)

(二
,

夕) {簇乙 l(
。‘一A , ‘(

: )一B 下‘(2
:
))切

‘(二
,

, )l

+ A 乙 , ‘(
:
)I切

‘(二
,

夕)一功护
,
” (二

,

y)i+ B 乙 , ‘(2
:
)l切

‘(,
,

, )一叨沂
‘几, “, ,

(二
,

g )I

(5
.

3 )

下面利用引理 4 和引 理 5 对 I。
‘
(二

,

夕)一叨沂
“ , , ,

(
二 ,

夕) I以及 , ‘
(
二 ,

刀)的导数 和 阴沂
“ , , ,

(二
,

, )

的差商作出估计
,

巨口

}w
‘
(x

,

, )一功万
p , , ,

(二
,

夕) }( M (
v Z

+ 科
2

) (5
.

4 )

并且对于 n> 0

}(八, )
九一 ‘

(△
,
)
‘
(阴;忿

·

(‘
,

。)一 (A , )
“ 一 ,

(A
,
)

,切奋
“ ’·, (‘

,

。)) I簇M (v + 。
2

) (5
.

5 )

i(△, )
怠一 ‘

(△
,
)
‘
(。{岁

·

(
“ ,

。)一 (△, )
”

(A
,
)
”叨;

”” ,
(二

,

。)) }《M (
v Z

+ ; 2

) (5
.

6 )

对于 i= 0 ,

此时 劝(二
,

妇 二岁(二
,

妇 = j( x
,

妇
,

由引理 5 直接得到所 要 的 估 计
,

即对于
。> 0 有

l(△, )
儿一 ‘(△,

)
‘
(“欲孙

·

(x
,

。)一(△, )
“ 一‘(A

,
)
’田舌

那” , (x
,

。) ) {《M (
v + 。

2

) (5
.

7 )

l(△, )九
一‘(△,

)
‘(田6{芸;

.

(“
,

。)一 (△ , )
“

(△
, )

” 田百
声” )

(
“ ,

。)) j《M (
v Z

+ 。2

) (5
.

8 )

利用引理 5 于 切 :

(
、 ,

夕)
, 切f

产,
” (二

,

夕)
,

由 (5
.

8 )

, 1, , 、 .

{ 护w
。 ‘ , 、 ,

!
l节气x

,

夕)一 岁 气x
,

夕) l= l
一-

而落一一 凸叮叨
。‘””

‘

L%
,

夕) J簇了才 (, ‘

+ 拼
‘

)
1 . J !

因而得到 ‘= 1 时 的 论 断
.

有 了 功 ;
(二

,

妇
,

w {
“” , (二

,

妇 的估计以后再利用引理 5 可 得到 关于

切 2

(二
,

川
,

。护
’

伙 二
,

妇 的同样的论断
.

如此继之
,

可证得我们的论断对于一切 ‘(‘= 0
,

1
,

⋯
,

N )

都成立
。

现估计 田‘(,
,

, ) (‘= o
,

1
,

⋯
,

N )的系数 s‘一A 下
‘

(: )一脚
‘

(2 : )
.

由 (2
.

5 )知
,
‘二 o

,

i时这

些系数为零
.

现考虑 ‘> 2 情形
.

因为
_

A + B 一 1 ,

所以

。‘一A ? ‘(
: )一B下‘(2

:
) = A (

。‘一 , ‘(
:
)) + B (

。‘一下‘(2
:
))
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表达式

。‘一夕‘(
,
)==

。‘之‘(兄
一 ‘一 e th凡) (之

一 ‘
)
‘一 , 一 ‘e th ‘几

f-l兄,-0

其中 汽= av / 2
。。

根据试v) 、
。
(

, , 0) 及估计式
1
不 -

一 C t n 几

几
《对几我 们有

}
e ‘一 , ‘(

v
) }( M

v Z

(i> 2 )

上一不等式对 公= O 和 ‘= 1 亦成立
,

因此

}
: ‘一下‘(

,
) !( M

v Z

(‘> 0 ) (5
.

9 )

由于 A
,

B 有界
,

所 以在(5
.

3 )中 w ‘(戈
,

妇 的
几

系数都是 O (沪)的量
,

于 是估计式 (5
.

1) 得证
.

现 证 估 计 式 (5
.

2)
.

因 为 A 和 B 有 界
,

由 估 计 式 (4
.

3)
,

(4
.

4) 知
,

只 须 对 勺二

m a x l△
, , (。沂

产” ,
(x

,

夕)一U百
产” ,

(二
,

夕))l作出估计
.

我们反复应用引理选和引理5于问题 (3
.

1 2
。

)
,

(3
.

1 3 。)
,

(3
.

12 ‘)
,

(3
.

1 3 ‘)即可证得

}A
, * {切

‘
(二

,

, )一 。;
声’ , ,

(
: ,

, )) }( M (
, 2

+ 拜
2

) (5
.

1 0)

, A
, ,
(。

‘

(x
,

夕)一厅厂
” , , , (二

,

g )) I( M (
v + 拜

么

) (5
.

ri )

从而我们有

刀= m a x tA
, , (厅J

p , ·,
(,

,

夕)一。奋
”, ·,

(二
,

夕))I( M (v + 拼
么

)
,

(5
.

1 2 )

有了 (5
.

1)
,

(5
.

2 )这二个估计式以后我们可 以得到下面的主要结果
。

定理 若系数 c( 二
,

的和右端函数 j( 二
,

妇充分光滑
,

条 件 (1
.

4) 成 立
,

并 且 a( %
,

的 = a

= co ns t ,

则外推解 (2
.

7) 关于小参数
。一致逼近于摄动 问题(1

.

1)
,

(1
.

2) 的解
,

并当N > N
。

= 6 /乙时有估计式

}
。
(二

,

, )一订
‘几 ,
” (二

,

g ) !《M (占
,

亡)(
二卜‘+ h

Z

) (o ( x ( l
,

o《 g 《T 一 6) (5
.

1 3 )

其中 亡
,

己((O
,

l) 的任意常数
,

M 不依赖于 人
, T 和 。。

证
。
(
二 ,

, )一汀
‘而 , ‘ ’

(
二 ,

夕) = U 二
(二

,

, )一A U 护
,

” (二
,

夕)一B U 分
几, ‘” (二

,

夕)

+ 厂二(、
,

刀)一 A 犷护
,
” (二

,

, )一B 厂分
而, “, ,

(二
,

y)

由(5
.

1 )
,

(5
.

2 )我们有

}。(二
,

夕)一汀
‘几 ,
” (x

,

, )}( M (h
Z
+ 二2

+ 。N + ’+ ? N + ’+ e x p (一
a
(T 一 g )/

。
)) (5

.

1 4 )

对任意 占((O
,

1) 可找到这样的 M (句
,

当 T 一 g > j 时使有不 等 式M
e x p(一a( T 一的 /

。
)

《M (占)
。N 十 ’

成立
。

故有

!
u
(二

,

g )一 汀
‘几 , ‘ ) (二

,

g ) }《M (占)(h
Z
+ : 2

+ 。万 + ‘+ ? N + ’

) (o(
二
《l

,

0( g ( T 一 d )

(5
.

1 5 )

由【1 〕中的古典估计 (参看本文附录) 推得

}
·
(X

,

。)一。
(。 ,

一 (二
,

。) }、、(手
+ ”

2

) (5
.

1 6 )

因为 }试动 }《M (
。 + 约

,

所以(5
.

1 5 )可改写为

}
。
(二

,

, )一厅
‘几 , ‘ ,

(x
,

g )}镇M (占)(h
Z
+ : 2

+ 。N + ’+ (
。 + r

)
N + ‘

)

(0 ( 二《l
,

0 ( g ( T 一 6 )

由 (5
.

1 6 ) 和 (5
.

1 7 ) 推得
,

当 N 》N 。== 6儿 时有

(5
.

1 7 )



3的 苏 爆 城

}
。
(二

,

, )一叮
‘几,
” (戈

,

g )}( M (占
,

乙)(
: 2 一‘+ h

Z

)

于是定理得证
.

(0(
%簇l

, 0( 夕( T 一占)

附 录

现对文【1 1中差分格式给出一致收敛性的证明
.

按 11 , cT e p H 二 : 一B 二m H :

方法我们可构造摄动问题 (1
.

1 )
,

(1
.

2) 的渐近解
:

·(二
,
。
卜 W (二

,
。)+ 一

(
二

厂苦竺)
+ 0 (·) (A

.

1)

其中叨 (x
,
g )是退化问题 (1

.

5)
,

(1
.

6) 的解
, T 一U

暇a )
是
边 界 层 函数

:
T 一 g

己 )一
‘二

,

T ’
夕

劣

矛

了..、
�n�U

,
劣

了

l
‘

、

n臼U

·

e x p ( 一。(二
,

T (T 一 g ) / 。)根据渐近解(A
.

1)
,

相容性条件( 1
.

4) 和不等式

可以证得

I D 愁
‘u l《M

.

ID {
.

, 。 }《汀 [ e
一‘e x p ( 一a (二

,

T ) (T 一 , ) / e ) + 1]
,

’ 一 男

“
、
”

一

g ”
、 一 ‘

一 否 、 、 尸 , 、 ~ , ‘ 产 ’

一
’

此外
,

}e 一 , (二
, . , : ) 1《M , , / e

*“e x p ( 一 t )《对 e x p ( 一f/ 2) ( ,》o )

1
,

4 (A
.

2)

,。
, 。,、一l

g j+ l

(A
.

3 )

(A
.

4 )
g j一 i
!盅}帆

M e 一’

因此

了m
l�。

+
!* :*

, 一 (。 ( ‘
, 一。

,
。
卜

·(·
,
。) )
{
《
等 }胳卜器}器 }

+ !一 , (二
,

,
, ·) !}二。}、M (告

+ “
2

)

垫
口夕3

( A
.

5)

在 厂* , ,

上 u( 而, ’ ) (男
,

刃 一城二 ,

的= 0
.

故由极值原理得到误差的古典估计
:

,·‘人
, · ,‘二

,
。, 一‘

二 ,
。, ,‘M(子

+ ‘2

)
,

(二
,
。)〔瓦

, :

(A
.

6)

现在来作非古典估计
.

由(A
.

l) 只须对差

·“
’ r ’‘一 “, 一(

切 (一。, + 一

(
· ,

旱)) (A
.

7 )

作出估计即可
.

以差分算子男舒
, ‘, 作用于表达式(A

.

7)
,

我们有

‘“
‘’ r ’

[一
‘二

,
。)一 (

。‘一。) + 一
(
二 ,

旱))〕
。

, _ 。 .
* 。

. _ 、

。 ( ‘ . , 、
_

/
_ _

T 一g 、
= 口LT

·

十 “ ·

,t- 七, 一苏扩”
’ U OI 轰 ,

一一二

一 夕
、 临 I

(A
.

8)

则 (A
.

8)

= O ( :
, + h

, + 。) 一[ 下(二
,

夕
, 二)。。, , 一 a (二

,
g )。。。+ u 。二 * + c (二

,
g )。。1

Q ,

(二
,

, ) = 下(二
,
夕

, : )。。
, 。一a ( x

,
g )。。,

Q : (二
,

, ) = 。。 * ,

Q 3
(二

,
‘) = c (二

,
g ) 。。

可改写为

彩
‘, 一

[一
(二

,
。
卜 (

。(二
,
。) + 一(

二 ,
,

今
竺

))」
= 0 (二

, + h
, + e ) 一[Q

,

(二
, v) + Q : (二

,
夕) + Qa (二

,
夕)〕 (A

.

9)

现在来逐一估计Q‘ (二
,
。) (‘一 1

,

2
,

3)
.

因为一 (
二 , 7’一 ,

)满足方
程下‘“

,

T
, r , ”。· , 一。‘“

,

r , ”。”一”
,

所以
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Q
,

(, ,
, )= [ , (二

,
g

, r )一 , (二
,

T
, : )1。

。, , 一 [ a (戈
,
v)一a (劣

,

T )〕
。。。

一
w (二

.

, )万旦(丛丛扛f
。th , (乡卫)兰一

e tu些(些
竺

望坦、
’

L 么丁 \ 艺8 2 8 /

·

4s in h
,

(a (二
,

T ) : / 2。)e x p(一a (劣
,

7’)(T 一 , )/ 。)

因此
,

!。
:

(二
,
。)}、、匹梦工!(

。th卫

镶弈一
t“少豁)兰)

·

4 sin h , (a (“
,

T )‘/ 2‘)e x p (一 a(, ,

T )(T 一。)/ ‘) ) (A
.

l。)

以下分 : /e《 1 和 : /e > 1 二种情况 分别 利 用 不 等式 ca t 《 sin hf 《仇t (0《t《c) 和不等式 c , e x p t《s in ht

《e : e x Pt (e( t< oo )对
a (x

,
, )

2 r

e th匹丝卫丝 _ et、

艺己

(二
,

T ),

作出估计
.

我们得到
.

当 公/ e《1 时
a (x

,
夕) 一

cth 匹赞
兰

}。区
鲁

工

当 叮8》 1 时

据此易证

a (x
, ‘)

2 r

a (二
,

, )
2r

e t、旦(兰
旦
丝乏兰_ e th些丈兰

卫

皿兰

Z e 艺己

IQ
:

(, ,
, )I《M e x p (一a (T 一夕)/ 2。)

、。卫健逃
·x p (一 / ·)

(戈
,
夕)〔R *

, ;

(A
.

1 1)

(A
.

12 )

、n
, _ _ . 、

七 刀
_

/
_ _

T 一 g 、“士 、一 。
:

二 ~ , ~
. _

_

,

一
* _ ,

fX+ 人 .
_ _ , . ,

_ _

一
。 , 、

, 。
蒯 喻价

, y 尹
,

很 佑
”。
气气

一

万
一

尹则衣达八
,

利用小寺八 l”。‘ !、
“ ‘

、
二一。 ‘”。‘, l“弄 巴 以址付

’

IQ
:

(二
,
夕)卜 }

。。: * !《M e x p(一a (T 一 g )/ Ze)

对Q
3

(二
,
夕)显然有

IQ
3

(男
,

, )!《M e x p(一a (T 一夕)/ 2。)

因此
,

‘“
‘, ·’

[一
‘X

,
。, 一‘。(X

,
。)+ 一

(
二 ,

工普竺)]
《M (二

2 + h, + e + e x p(一 a (T 一g )/ 2。))
,

(, ,
g )(R h , :

构造闸函数

班(二
,
g )二 e ,

(T + , )+ c : e x p(一a (T 一 g )/ 2。)

其中 c : , c :

都是正的常数
.

我们取
c , 二M (: , + h Z + e)/a

.

勺二 m a x (e
, : )/c

以差分算子另乏
“, 刃作用于函数 研(,

,

刃便得到

穷护
, r ,才 (二

,
, )《一M (:

, + h Z + 。)一M e x p (一 a (T 一夕)/ 2
。

)

设

(A
.

1 3)

(A 一 4)

(A
.

1 5)

(A
.

1 6)

z (二
,
。)一班(·

,
。)士
[一

(,
,
。
卜(甲(二

,
。)+ ·

《
一

旱))」 (A
.

1了)

另毛
h , ·, Z (二

,
g )( 0

易证在 r * , :

上 Z (x
,

刃》 0
.

{‘
几, ·, (二

,
。
卜(

。‘二
,

(A
.

1 8)

因此由极值原理推得

。) + 一(
二

,

工普竺))}
、平(二

,
。)

,

。) + 二(
, 厂里兴)){

《M‘· + ‘
: + · ,

(x
,
夕)〔R * , :

(A
.

19 )

有外有则此故

}
·‘“, ·, (二

,
。, 一(

, (二
,

(A
.

2 0)
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从而得到误差的非古典估计

))1
!·“

, 万’(二
,
。
卜

·(二
,

。) ,、
{
·(二

,

。卜(
。 (二

,
。)+ 一(

二 , 一

沙
+

1
: J‘”’‘’‘一“, 一(

。(一。)+ 一
(
· ,

旱))}
镇M 。+ M (二 + hZ + 。)( M(二+ h

, + 。) (A
.

2 1)

当 沙) : 时利用古典估计 (A
.

6)
,

当 砂《丫 时利用非古典估计 (A
.

2 1) 即得到我们所要证明的一致误差

估计
:

l。(x
,
。)一u (* , ·)(二

,
。)I( 材(T令+ 、: ) (A

.

22 )

其中M 是与 。 ,

h
, : 无关的常数

.

若在渐近解中取更多的项以得到非古典估计

1。(x
,

, )一 。(h , ‘ )(戈
,

, )1《M (: + h , + 。 3

) (A
.

2 3 )

则可得到更精确的一致误差估计

}。(二
,
封)一 。(h , f , (二

,
g ) 1( M (: + h ,

) (A
.

24)

[ 1 〕

[ 2 〕
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