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摘 要

关于非 Fu山s 型方程
,

Poi nc ar 。 曾经作出过重要的论断
:

没有方法可以求出非正则积分的显

刀
c ·“p + ”,

示表述
.

为了阐明这一论断的实质
,

我们证明对应定理
:

非正则积分是类具有树结构的新型 解析函数
,

其中一部份解是通常的递推级数
,

而另一部则是不遵循递推关系的
“

树级数
”

.

与经典理论 (H ill
一Poi nc ar 卜vo

n K oc 句 计算无穷行列式的数值解不同
,

本法自然 地给出严

格解析解的显示表式
.

本法可以建立统一的解析理论以讨论一般变系数方程
,

包括有奇线 在 内 的

多种奇点
.

由于树级数具有自守性
.

我们讨论 Poi nc ar 亡猜测的意义
.

一
、

P o in e a r 6 非正则积分问题

如所周知
,

微分方程的解析理论发端于 C au ch y 的定域性存在定理
.

其 后
,

L
.

Fuc hs

(18 6 5)
t‘’
规定微分方程解析理论的基本任务不仅在于对方程求积分

,

而且在于研究解在整个

平面的性质
.

Fuc lis 定理证明方程存在正则解的充要条件是其系数具有所 谓
“

正则 极 点
” .

Fuc hs 型方程的正则积分理论早已形成 比较完整的体系
,

它的应用已经深入到数学物理的各

个领域中了
,

但是
,

有关非正则积分的发展情况却大不相同
。

虽然
,

它比正则积分在理论 上 和应用上

更具有一般性
,

而且经过 F u c h s ,

P o in e a r。,
H ill

,

M itta g 一L effle r
,

L ia p o u n o ff
,

B ir kh o ff

等著名数学家的长期探讨
,

但是非正则积分的严格解的显示表述仍然无法得到
,

至今只能采

用种种近似方法和数值计算一
关于非正则积分问题

,

Po in c a r亡 有过很多贡献
,

他在 1 8 8 0年巴黎科学 院 的 数学大奖征

文料中先提出渐近解法
,

接着又创立自守函数理论来讨论这一问题
.

后来 Poi nc ar 亡 在 1 8 8 7年作出历史性的论断
,

认为没有任何方法可 以 求 出 非 正则积分

扮多
‘二·

, 的显式表迅 ”。 iO Ca r‘ 论断的原始表述如毛

“
S o it u n e ‘q u a tio n lin 亡a ir e d e la fo r m e su iv a n t :

, l马80年2月第一次收到
.

二 题目是 《Pefe e tio n n e r

lin 乙a ir e s 应 u n e s e u l

e n q u elq u e p o in t im Po r t a公t la the o r ie d e s ‘q u a tio n s d iff‘r e n tielle‘

y a r iable in d‘p e n d a n t e》 参见全集卷一 p
.
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d e la fo r m e s u iv a n t :

% p ‘叻‘(二) (i= 1
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2
,

⋯
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(O e u v r e s T
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I
,

p
.

3 3 3 ;

A eto M
a the o a tic a T
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.
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【设有一线性方程形式如下

尸
。

+ P
。 _ -

d
”一 1 9

d % ”一 1

+ ⋯ + 尸:

奥
+ P0 。一 。

肠 人

夕
一月叭

.
一火d一

夕a

其中尸是二的同一幂次m 的完全多项式
.

可 以证明
,

当二甚大时
,

此方程有
”
个积分如下

戈p ‘劝‘(戈 )

所有 劝
‘

是 x 的正幂和负幂无穷收敛级数
.

但是没有任何方法决定此级数的 指标和系数
.

(数学学报
,

第1 0卷 (28 8 7 )
, 3 1 0一3 1 2页 , 或全集

,

卷i
,

33 3一3 3 5页 )]

对于上述论断顺便作两点忿记
.

(1 ) 方程类型

当方程系数是同次多项式时
,

该方程将具有非正则极点
.

但此条件在理论 探 讨和实际应

用中限制过强
,

并不 自然
.

为了对非正则积分作较系统的研究
,

须要考虑更一般的方程
.

我

们将讨论一般非 F u c hs 型方程 (标准形式见下 )
.

(2 ) 基本解系

熟知对于正则积分
,

当指标差为零或整数时
,

相应的线性独立解中将出现对数奇异性
.

对于非正则积分
,

基本解系的求得相当复杂
, 在一般情况下

,

Fro ben ius 的参数微分法并不

成立
.

但是
,

利用本文所提出的解析方法可以统一方式得到方程的基本解系的显示表式
.

与正则积分相比
,

非正则积分在理论上更有一般性
,

在应用上更有广泛性
.

就二阶方程

而言
,

比较熟知的例子如下
:

单周期系数方程—如月球进动的 H ill 方程
,

晶格中电子运动的 Blo ch 方程等
。

b
.

双周期系数方程—如椭球 H el m h ol tz 方程
.

具有奇异势的 S e h r 6 d in g e r 方程和 D ir a e 方程等
。

弯曲时空中波动方程 (如 S e hw a r z s e hild
,

Fr ie d m a n ,

K e r r 度规等 )
。

从解析理论角度而言
,

非 Fuc hs 型方程所定义的函数是类新颖解析 函数
.

这一论断具有

根本性的意义
。

按照 Poi nc ar e 猜测
,

它和自守函数论密切相关
。

有关非正则积分问题的重要研究如下
:

1 8 7 8 H n l 对于月球进动的无穷行列式分析
【“’,

·

1 8 8 0 Poi nc ar ‘ 的渐近解法和 自守函数理论
〔3 , ,

1 8 8 3 T h o m 亡 的常规解法
【4 ’,

1 5 5 5 F a bry 的次常规解法
〔5 ’,
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1 8 9 1 v o n K o e h 的收敛性证明
‘6 ’,

1 8 9 6 L ia p o u n o ff的小参数展开法
〔7 ’,

1 9 1 3 B ir kh o ff 的回路矩阵法
〔8 ’,

1 9 4 8 B r illo u in 的 JW K B 法 〔。’等等
.

上述种种方法基本上可分为两类
:

(l) 各种近似解法和(2) 无穷行列式的数值解法
.

如所周知
,

渐近解常常是发散的
,

它不构成完整的基本解系
,

而且有时求得的解并不是

唯一的
.

和Poi nc ar 亡渐近解相似
,

T h o m 6 常规解和 F a br y 次常规解也都是以事先假定的形

式解为前提
,

因此不能为一般理论的建立提供基础
。

L ia p o u n o ff 的小参数展开法
,

B r illo u in 的JW K B 法
,

B ir k ho ff 的回路 矩阵法以及新

近讨论的两点联络法等等都属于近似法范畴
.

它们对于特定形式的方程常能给出有效的近似

解
,

但是根本不能阐明非正则积分的真实解析结构
。

值得注意的是以无穷行列式为基础的经典理论 (或称 H ill
一P。她。ar 己一v

on K oc h 理论 )
。

H il l 关于限制性三体问题的数值分析开辟了一条重要的途径
.

假设非正则积分具有鹰周期级

数解形式
,

待定系数法给出无 穷元的无穷方程组
,

由此所得的无穷行列式可用来决定指标的

数值
,

但无法写出指标的显式
。

其后
,

Poi nc ar 己 论证了 H il l行列式的绝对收敛性的充要条

件
。 v o n K oc h 继而证明了上述形式解在一定条件下在环域内的解析性

,

从而 完成了利用无

穷行列式求数值解的经典理论
。

显而易见
,

形式解中 Fou
r ier

‘

系数和指标的表式归根结底是不能得到的
,

其原因在于形

式解具有无穷个正
、

负幂次项
,

按照待定系数法
,

指标和 Fou
r ier 系数都是方程参数的新超

越函数
,

通过无穷行列式来表示
.

这一情况可简称为
“

二困难
” .

简言之
,

形 式解必然导致

无穷行列式
,

从而必然导致 Poi nc ar 亡论断
:

无法写出解的指标 和 展 开 系 数
。

也 就 因此
,

H ill 函数的解析表述无法得到
,

非 Fuc hs 型方程的解析理论至今未获应有的进展
.

经典理论是当无穷行列式绝对收敛时
,

利用截断法取 N x N有限行列 式 求 近似解
.

因

此
,

无穷行列式理论对数值解提供一般基础
,

但是非正则积分的真实结构仍付阔如
.

还应该

指出
,

数值计算根本不能给出基本解系的一般表述
,

即当 指 标 差 为 零 或 整 数时
,

通常的

Fr ob en iu s
参数微分法一开始就无法应用

.

再者
,

根据微分方程 的基本定理
,

线性独立解的

个数等于方程的阶数
,

因此指标的个数等于方程的阶数
,

这在无穷行列式理论中是个待证的

问题
。

二
、

新 方 法 的 特 点

我们的目的是求非 Fuc hs 型方程本身所定义的一类新型的解 析 函 数
。

按 照 Br iot 和

B ou qu et 的观点
,

方程本身就是函数的定义
,

因此特定类型的方程定义了特定类型的函数
.

首先需要阐明
,

非正则积分的 内察结构不是通常所假设的形式解
,

乙 ‘尹
‘ + ”

(或乙‘

·

砂‘
’ + “”, ‘

) 在物理问题中
,
二是空间变量

, t是时间变量
,

前者含 Lau
r
en t 级数

,

常称为Bl oc h

解
,

后者含 F o u r ie r 级数
,

常称为 Flo q u e t 解
.

为简便计
,

两者可统称 为 Flo q u et一Blo eh

形 式解
.

假定形式解实质上是对非正则积分的原 始结 构 再 作一次 L au
r o nt (或 Fou

r ie r) 展

开
,

这将使展开系数更加复杂化
,

以致不能直接写出显式
.

最根本的是先验解的假定排除 了

求得原始表式的可能性
。
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为了发现非正则积分的原始结构而建立的新方法
,

必须克服经典理论中的三个原 则性困

难
:

(l) 排除先验解的假定
,

求解的内享结构或自然解
;

(幻 正
、

负 幂 无 穷 级 数 解 引 起

士co
“

困难 ; (3 ) 克服级数用递推关系的局限性
.

利用数学归纳法不能写出无穷行列式的一 般

项
,

简单算例可参见 [ 1 1〕
.

这一点揭示了经典理论的逻辑上缺陷
:

一开始假定解遵循数学归

纳法
,

最后得到的解不遵循数学归纳法
.

本文的结果表明
,

只有将数学归纳法推广到树图归

纳法才能求出非正则积分的解析表式
.

其原 因很简单也很根本
,

因为非正则积分的内察结构

是树结构
。

我们提出的新方法是 由对应关系
、

解析延拓原理和树图归纳法三个环节组成
.

利用本法

可 以绕过上述三点困难
.

现略述如下
.

(1) 对应原理

为求非正则积分的原始结构
,

摒除先验解的假定
,

直接从方程本身求解
,

因此根据方程

的内在性质建立对应原理如下
:

任何一个 l阶的非 Fuc hs 型方程的基本解系为{功
,

} (a = 1
,

⋯
,

l)
,

相 应 的 退化常系数

方程 L必= O的基本解系 {必
。

}
,

则甲
,

与必
。

之间存在对应关系
:

甲。

(亡)二勿
。

(亡)毋
。

(亡)

其中对应函数勿
。

(约只与原 始方程的算符结构有关
.

为此须要进一步证明分解定理
:

任一l阶变系数方程可分解为 l个 Fr ed h ol m 型变系数泛

函方程
.

设萝表示 F r
ed hol m 微分积分算符

,

有

萝甲
,

= 劳
,

式中夕 = 勿
一 ’.

进一步应用双边积分变换
,

C au ch y 定理给出对应函数的解析表式
.

(2) 解析延拓原理

由于非 Fuc hs 型方程中正
、

负幂次项同时存在
,

因此级数解中正
、

负幂级数 必 然同时

出现
.

H ill
一Poi nc ar 亡一v o n K oc h 理论中

,

由于根据代数法
,

形式解导致无穷元的 无穷方程

组 (即co
Z

困难)
.

反之
,

如果采用解析法
,

正幂和负幂级数分别在左
、

右半平面 解析
,

并在

互相覆盖域上相等
,

根据解析延拓原理
,

这两部分级数可 以作为同一个函数的 互 相 延 拓的

元
.

积分变换基本定理和留数定理将自然地给出解的构造
.

这种延拓处理是 W ie ne
r一H o p f方

法的基础
,

也是本文求得非正则积分的关键之一
。

这里不存在支点分解问题
,

但是 留 数级数

及其求和问题则是过去未曾出现过的
.

(3 ) 树图法

对于熟知的正则积分
,

级数解有一般项表示
,

如 L eg en dr e 函数
,

数 学 归纳法成立
.

非

正则积分的一个根本性困难是其中正负幂次并存时将引起相消
,

E
n ‘= o

,

简称
“

收 缩
” .

‘一 l

收缩会产生高阶极点序列
。

而且更重要的是相邻两项之间的收缩并不遵 守 数学归纳法
,

求和

时必须逐项绘出树图
.

因此对于这类积分
,

数学归纳法不够应用
,

必须采用树图法来归纳
.

在树

图归纳法中利用序列求和公式和树算符可以得到级数解的解析表述
.

树级数解的一个特 点 是

每一展开系数的高阶修正项是不可穷尽的
.

这一点也只是树结构所特有的
。

全部分析表明
,

非正则积分是类新型的解析 函数
,

它通过方程的参数表成 T ay lor 一Fou
-

r ie r
混合级数

:

即(l ) 作为 F o u r ie r 级数
,

它的每一 F o u r ie r 系数是 T a y lo r 级数
,

如果

视为 T a ylo r 级数
,

它的每一 T a ylo r
系数则是 Fo u r ie r 级数 , (2 ) 所有 T a ylo r 系 数 又
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是方程参数的常项树级数
,

高阶修正项的树结构具有不可穷尽性
.

因此
,

这类级数可简称为
“

树级数
” .

与无 穷行列式理论相比较
,

树级数本身表明它是一般解
,

.

是类新型函 数
.

再 者
,

它的求

和程序有确定的规律性
,

只要作出逐
“

代
”

的树图
,

根据 收缩序列的求和 公 式
,

即 得 树级

数
.

其中包括与元代树图相对应的 (元+ l) 代直到、代的主要项
,

这些项属于 数 学 归 纳法类

型
.

最后
,

为便于数值分析
,

根据 已知参数的数量阶
,

从解析式中对主要项可 以进 行 单独处

理
.

应该强调指出
,

树级数是严格解
,

它和微扰解有实质性的不同
.

通常微扰论中按 小参数
‘

展开的
、“称为几阶项

.

这里为避免混淆
,

树图的几
“

代
’,

是指 (乙
‘

二
‘
⋯

” 1 . 2

乙
‘
)类型的一切项

.

两种展开的意义并不相同
.

一般文献中
,

当方程的所有奇点全是正则极点时
,

则称此方程属于Fuc hs 型
.

非Fuc hs 型

方程没有确切 的定义
.

以下约定
:

非 F uc hs 型方程是指所有奇点全是非正则极点或 本 性 奇

点 ; 准 Fuc hs 型方程是指正则极点和非正则极点同时并存
.

又
,

方程的系数函 数为 非 整 幂

次
,

且无收缩时称为广义Fuc hs 型方程
,

有收缩时则称广义非 Fuc hs 型方程 (收缩的定义见

后 )
.

最后两类方程暂不详述
.

本文方法可以扩大方程奇点类型的讨论范围
,

将正则
、

非 正

则极点和本性奇点
、

代数奇点
、

超越奇点以及奇线等统一处理
.

三
、

一般非 FLlc hs 型方程

方程的标 准形式

设在一 R iem a n n 面上给定一个具有 (拼十 l) 个奇点 (。 : , e Z ,

⋯
, e , ,

co )的 了阶变系数微分

方程
:

, ,
j d

关 吸z , 一
万 二

\ U ‘

、 _

三
_ _ 硅 , 。

j甲(
“ )二 乙 尸

,

(: )z
”

亏莽 = o
, _ 门J ‘

声 . U

(3
.

1 )

当方程在
z 二 e ‘

处具有本性奇点
,

则系数函数 尸
,

(z) 在此奇点邻域有展 开 (为 简 单 计
,

令

, ‘== 0 )

p
,

(
z
)= 乙 夕, , 。 : ,

(3
.

2 )

P
, , 。

是展开系数
.

并设尸
,

(z) (拼一0
,

1
,

⋯
,

l) 在公共环域 K
:

内解析

K
: :

{刀
:

< 1
:
}< p Z

}

特例是当方程只孔 两个本性奇点
, 二二O和之 = C>o

,

且p ; , O, p Z

, co
。

令之 = 1/ 2,
,

可讨论无穷大处解的行为
。

较一般情况是系数尸
,

(习 是L a ur en t级数
,

通常遇到简化情况如下
.

(l) 尸
,

(
z
)是半纯函数

尸
,

(z
)= P拼

,
一脚 z 一” ,

十 ⋯ ⋯ + P
, , 。

+ P, , : z + ⋯

这时方程在 : = o处有N 阶非正则极点
,

N 是 n ,

> o 伽= 0
,

1
,

⋯
,

l) 的最大值
.

(2 ) P
,

(
之
)是多项式

P
;

(z )= P。 一
。 , z 一” ,

+ 一 + P , , 。+ P
, , 、z + ⋯ + P“

.

。
, : ,

·
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这时方程在 : = O处有 N 阶非正则极点
,

N 是 ‘> 0 伽 = O
,

1
,

⋯
,

I) 的最大值
。

Poi nc ar 亡的同

次多项式情况是特例
: 拼一 。,

二 m > 0
,

拼一 m ,
= 0

.

: 产P
,

(
z )二P

, , 。二‘ + P
, , 。 _ , z “ 一 ‘

+ ⋯ + P
, , 。

(3 )
2 “尸

,

(
:
)是 T a y lor 级数或其截断多项式

:

: “P
,

(
二
)= P

, , 。
+ P, , : : + ⋯ + P

, , ”‘ 钻

这时方程在
: = o具有正则极点

.

按 F o
ch

s 定理
,

方程具有正则积分乙‘ : 产十” 的 充要条件是

z , O为正则极点
,

现作为特例纳入统一处理
.

不仅如此
,

在最后讨论中将指出本法可统一处

理其它几种类型奇点
。

,
.

~ 一 ~ ~
二、 , ,

、 一 _
, ,

Z
,

d 、 _
、,

_ 二 _ 二 、

。
_

‘ . ,

_ _
,
l d 、_

_ _
利用简单变换

: = 产
,

将算符笑《产
, ~

慕
一

)分离为两部份
:

常系数算符 Lf 弓
不

】和变系, ” , ‘J ‘
叫丫 ~ ~

- 一

”
曰 汁

””

内、
一 ’

d亡 / 刀
’刊 / “ r ’ J 曰 尸 ’刀 ’ 用 刁 “

琳开
”” ~ 、 d亡 /

q 目

入刁 ‘

d雪

、
、..产“

一武
数算符军

‘

严“
·

睑). 因此
,

有(
D -

五(。)甲二乙
‘。”“对

,

(刀)甲 (
。= 士i

,

士2
,

⋯
(3

.

3 )

其中主算符L(D )和次算符M
。

(刀)分别为

L (D )= P: , 。
D (D 一 1 )⋯ (D 一 l+ 1 ) + P‘一 : , 。

D (D 一 1 )⋯ (D 一l+ 2 )+ ⋯ + P
。, 。

M
,

(D )二 p ‘, 。
D (D 一 1 )⋯ (D 一 l+ 1 ) + p ‘一 : , 。

D (D 一 z )⋯(D 一l+ 2 ) + ⋯ + p
。, .

设上式的零点分别有刀
。

和y 二 , , ,

则

五(D ) == n (D 一刀
。

) (a == 一
,

⋯
,

l)

M
。

(D )二a ,

n (D 一 , 。 ,
, ) (j= z

,

⋯
,

l)

了

已取P : , 。== 1
,

P‘
, 。
= a 。 .

故方程 (3
.

3 )可写为

n (D 一刀
。

), 一 乙
‘。 。 e· 、

n (刀一, , , ,
),

口 ” 了

(3
.

4 )

方程 (3
.

3) 和 (3
.

4) 称为一般非 Fuc hs 型方程的标准形式
,

因为它对于求解
、

分类和推广

有明显优越性
。

以下约定求和记号艺
‘中 。一士1

,

士2
, .

⋯简化情况只须考虑
。一 1

,

⋯
,

N
: ,

一 1
,

⋯
,

一从

(N
, ,

N
Z

是正整数或零 )
,

显然 M
,

的阶数不超过 L 的阶数
.

通常 (l 一 l) 阶项通过变换可消

去
。

为简化讨论
,

设指标集{刀
,

}中两两之差不等于零或整数
.

不然
,

计算较繁须另行讨论
,

本法能自动给出基本解系
,

经典方法则并不适用
。

四
、

等 价 定 理

退化方程

L必(亡) = O

的基本解系是 {必
。

(亡)蛋= {e夕
a ‘卜

,

L (刀
。

)= 0
.

(4
.

1 )
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G re en 函数 g “一亡勺满足方程

L g “一夕) = d (亡一乙
/
)

截亡一夕)是 D ir a c的己函数
.

因此
,

方程的解如下
:

(4
.

2 )

* ‘“, 一 , (“, 十

厂
OO 。(“一约军

‘

一叫静冲
勺d’’ (4

.

3 )

按照线性分解原理
,

有

切(雪)二艺
c a沪 ,

(亡)
,

价(亡) = 名
c 。

必
。

(亡) (4
.

4 )

因此得到 l个互相独立的变系数微分积分方程

,
·

(“)一

JT
二 “(“一“/

,

“勺* ·

(“
产
, d“

产一 ,
·

‘“, (“一“+ ‘。,
(4

.

5 )

* (: 一。‘
,

: ‘)一。(; 一 : ‘)乙
‘。倪: ,

对
。

d 少
了卫

_

、d 乙
’

注意
,

积分极限是一co 到 + 。
。

容易证 明
,

由于价
,

(约等 O, 上述方程存在非零解
,

且 为 唯

等价定理

任一 l阶非F u c
hs 型方程可以 分解为 l个互相独立的 F r e dh ol m 型变系数泛函方程 (4

.

5 )
。

五
、

对 应 关 系

根据双边L a p la c e
变换的基本定理

,

原函数叭约的映象献
;
)

, (
·
)一

IT
OO , ‘“,一

‘d“
(5

.

1 )

绝对收敛于某一带域
u : < R e ;

<
。2

时
,

则有

甲(‘, 一长汀
“ + i(洲,

功(
:
)
e s ; d :

(5
.

2 )
u 一‘的

其中 u 、< u < “2 ·

对一确定解切
,

= e凡占
,

设 R e
刀

,

> O,

取

(e附
甲 a 、弓) = 飞

、

0 ,

占< O

占> O

r o ,

* : “) 一
气
品‘

占< O

省> O
(5

.

3 )

显然
,

G re en 函数的映象G (习为

G (·, 一

命
一

早
(一”

·

,
一 ‘

(5
.

4 )

定义对s的位移算符
e x p [士动

。

」如下
eX p 〔土 na s

]F (: ) = F (
; 士n

)

利用卷积定理
、

位移法则和G re en 函数的性质
,

从 Fre dhol m 泛函方程组得到

功
。

(
s
)一H (

:
)功

,

(
s
)= 成

。

(
s
)

.

(5
.

5 )

二 (
; )=

铁
、
一

兄
’ 。x p
卜

。a
,

]万
”

(
。)

二 J 、o j
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因此有

功
。

(
s
)=

1

1 一H (
公
)

·

咨
,

(
s
) (5

.

6 )

核算符的映象

1

1 一H (
s )
一军H

久(·, 一弓毛命
一

军
‘
二p
卜

·”·

〕M
·

(
·

, }
‘

·

, / , 、 _

三
_

兀厂 ‘。 _ . 、

一乙(乙 万 ⋯ 万 )fl 艺澎糙斋瑞芳、
L (

: 一 n 。、)
)
e x p [一 , (; ) a

,

]
·

几 ”盆 n 之 ” ‘一 1

不难证明逆算符 1 二
六

(: )的存在性及其二项式展开的合法性
·

根据”‘一 d逐次逼近法
,

取成
,

(: )为零级近似代入下式的右端

功
。
二凡十H 必

。

逐次迭代
,

得逼近序列{功
,

}
(” )

功
。
二诸

,

+ 万诸
。

(! )

功
,

二苏
。
十 H 城

,

十H
Z

杯
。

(2 )

功
,

= 咨
。
十H 咨

,
十 ⋯ 十H

“
咨

。

最后一式是【1 一万〕
一 ‘

苏
,

展开的几项部份和
.

与此相应
,

函数序列伸
。

}也存在极限甲
。

(省)
.

(几)

进一步须证
:

映象序列义功
。

}当几, oo 存在极限
,

这里不拟详 述有关论证的细节
,

而将遵循 H e a’

八 s记e运算微积的基本精神
,

验证最后结果是否满足方程
。

级数解的收敛证明须单独讨论
。

六
、

解 析 延 拓

将功
。

(约分解为两部份

功
。

(; )二价言(
s
)+ 功石(

。
) (6

.

1 )

, ; (
·)在R e ·< U :

正则
·

。: (
·)在R 一> · : 正则

·

同理
,

将 ; 二

六(s )
·

六‘
·
)分解两部分

:

,

靖介)
·

‘
·

(
·
)一 F : (

·

卜二 ; (
·)

(6
.

2 )

F于(s) =
1

; 一刀
,

+

谕{(F
‘

)
、

恤咒川
十 ⋯

柯nh-l
甲�似

十

(乙
‘

￡
‘⋯ M

。、( s 一 n ( , ) ) M
。入

L ( ￡一。 ( * )
)

; 一

⋯

} ‘
·‘* ,
》 0 ,

刀! 勺

处型业〕+

月
。
一 n e轰)

F二( s) =
一 I f八

一 1 / 、 M
。 ,

(
s 一拄,

)
r } 、 一

、 . / ,
,

- 一一 一 万 一

—
-

一 , r
’ . ’

乙、‘ ) ‘\

万
z + “一户

“
一 n ‘
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十 乙
M

。。
(
; 一 n (。)

)
L(

; 一 n (。)
)
丛巫单粤业

+

刃一P a

一刀(鑫)

⋯

} (
”‘·, < O,

乙处

因此得到

P (; )= 功言(
;
)一 F言(

s
) = 一 (功二(

s
)}一 F于(

:
)) (6

.

3 )

显见第二式于R es > u 、正则
,

第三式于R e ‘
<
“: 正则

,

上述方程定义于
“、< R es < u : 。

根据解析

延拓原理
,

尸(
:
)在整个

: 平面正则
.

由于 M
。

(
:
)/ L (

:
)二O (

: 一I+ 阴心
,

考虑上式在 }
;
1, “ 处

行为
,

由L io u v ille定理知P (
s
)二 0

.

故得

衬 (
s
)一 F咨(

s
)= 0

,

功二(
;
) 一 F 子(

s
) = 0 (6

.

4 )

现在的关键是对上两方程按极点序列的构造再作一次分解
.

注意
,

非 Fuc hs 型方程的根

本特点是
:

正负幂次 n ‘同时并存
,

因此可能产生
“

收缩
” .

与之相反
,

Fuc hs 型方程的求和

指标
n ‘全是正号或全是负号

,

因此不存在任何收缩
,

它只是非F uc hs 型方程的特例而已
.

将展开式的第几代项

(军
1

L (
‘
)

e X p〔一 。。,

〕。
。

(
·
))

“ 一 乙
‘

乙
‘

· 二

乙
‘

找
”入 ‘一 1

M
。。
(
s 一 n (、)

)
L (

;
)L (

: 一 n (。)
)

M
, :入
(
s 一 n (* )

)
s 一刀

,

一 n (; )

e x P [一 n (; )a ,

〕

按(”
, , n Z ,

⋯
, n *

) 幂次和的一切可能组合分为三类
,

即(l) 无 收缩项
、

(2) 全收缩项租 (3)

半收缩项
,

分别以星号
, ,

。和”
,
来标记

。

与之相应
,

功
,

(
:
)和〔1 一H (

;
)」

一 ’
·

;
,

(
;
)可分为下列三部份

.

(1 )功季(的—
无收缩部

各项中所有
n :都不参加收缩

,

朴、kr么
、.少

S
护‘、

口

口

必.
功誉(

·
, 一

{
1

l一H (
s
)

(2 ) 功季
朴
(
;
)—

全收缩部

各项中所有
n‘都参加收缩

,

每项可有一个或多个收缩
,

,

、 , , 、

f l
。 , 、

、朴怜

毋;
一

、‘) ’飞丁二万(刁
‘

势‘气‘)了

(3 ) 价萝料(s )
—半收缩部

各项中部份
n ‘
参与收缩

,

部份
n ‘不参与收缩

,

即每项中至少含有一个收缩
,

而且至少有

一个
。‘不参与收缩

,

、

LJ
六

�(s)
1
�

H, :二‘· ) 一{、
考虑到左右半平面的解析延拓

,

故有分解

功言(
: ) = 功誉

士

(
s
) + 必岔

份 士

(
;
) + 必季

劳 芳土

(
: )

从而得到三组方程如下
:

功少 ( ; ) 一 F誉
上

(
; ) = o

,

功誉淞 ( ; ) 一 F 季井
士

(
s ) = 0

,

功岔料
士

(
;
) 一 F蓄

肠概 (
:
) = 0

(6
.

5 )

( 6
.

6 )
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因此(
。; < u < u Z

)

、....
.

!
产

1

1!
, :

·

(: )一

命I:二:二
, :

·

‘
·
)一“·

* :二 (: )一

命J:二:二
, :二 (

·
)一“

‘

(6
.

7 )

。:⋯(: )一

命{

七
、

对

“千foo

功萝
铸共 士

(
s
)
e “考d s

U 一‘0 0

应 原 理

进一步对上述映象反演
,

并结合树 图归纳法可以求得原函数的显式
〔‘“’.

从而得到

对应原理
:

非Fuc hs 型方程及其退化方程的基本解系{中
。

}
,

笼步
。

}之间存在简单的对应关系

甲。

(亡) == 勿
。

(雪)功
。

(亡) (7
.

1 )

勿
。

(约 = 勿孰约 + 勿尹 (约 + 勿尹气约 = E
匆 . 一 (父)

兄 D
, 、。亡存e

” “

拒一 0

(7
.

2 )

对应函数 勿
。

(约在一 已知的平行带域 内解析
.

它是无收缩部
、

全收缩部和半收缩部的对应函

数勿季
,

勿萝气 勿尹
补之和

:

勿飘约 = 乙 A
, 。 e 拼‘

“咖一 、启间
一

仲
·‘阳 +

’

(乙
M

。,

(刀
。

)M
,: :

(刀
。
+ 。,

)
L (刀

。
+ n :

)
+ ⋯

仍

、
、.口了了

乙
勺

十 ’

(兄
‘

乙
‘⋯

凡1 月2

乙
‘

)
们入

上 几才 ⋯r 口 山 . 、

n
一

兰学户公罕止分号
, 之

7I’ 台一 1 ~ 、尸叮 . 百 ,
‘介 } J

L‘”
·
+ 一

) , + ⋯

}

勿才
共
(互)= 二 B

, 、乙“

勿季
‘ ,

(互) = 乙 乙C
。 *。亡存e , ‘

注意
:

勿孰约是个F o ur ier 级数
,

系数A、遵循递推关系
.

刻萝权约 是 个 T a y lor 级 数
。

勿护气豹是T a y lor 一F o u r ie r
混合级数

,

系数B
, 、和C

, 、通过方程参数有显示表述
.

对应原理还可表述成具有明显的鹰周期性
〔‘“〕:

,

勿
,

(亡)== 乙月
, , 。。(与 + , )‘

(7
.

3 )

其中指标和展开系数是方程参数的树级数
:
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A
, 。= (1 )A

, , , + (2 )A
, , 。 + (3 )A

, , 。 + ⋯

v ,
= (2 ) v 。 + (3 ) v 。 + (4 )v ,

+ ⋯

左上角标(i) 表示第 i代子树图所作的贡献
.

现述主要修正项推导如下 (高阶树图计算较繁
,

暂略去)

其中

“ ’甲a

(‘)= T
,

(‘)
e凡‘ == 乙

‘, , 月
, ,

. e (凡+ “)“

T
。

(亡)= T (
s ,

亡) }
: 一凡 == 兄 ‘”A 。

(
s
) }

: = 品 e 饥‘

‘”A 。
(
s
)=

.

万失
二乃

不。
. (; ) + 乙

‘
材

。:

(; )r
l一乙

‘
对

。:

(
; + 。:

)
。x p [ 。2。

。:

] 1
一 ‘

J‘‘ 、0 勺厂 , I ‘少 、

M 二一 。 :

(
‘+ n :

)
L (

s + n :
) }

考虑收缩 <叭飞>及其A
,

D 序列的贡献
。

,

一
、 , .

口
又n 一”2夕= l i m 一万二一 1刀气S ) e” 全

,

刁 Ls ) =
‘今凡 。 ‘

,
产

卫旦丛圣二今鱼丝」 (目

订 L
‘

(s )L (S一 n ‘)

A (”: n Z> = 1im 一

s , 品

口
, , , 、

~
,

d云
~

1口 L“ ) 1 LS
,

‘)“” 全

~ 2 ~ 3

D <”: n Z

) == (n : n :

> + (n : n Z

) + (n : ”2 > + ⋯ =

1 ; _

答卫
- 了一生、

:

葺蕊粼 掩: 、 。; z
{刁血

(
s
)
e a ‘}

由此得D A复合序列

n , <暴
2>一 )魄艺音(备)

“{。‘
(: ): (

· ,

: )一 }

。 尸 尸口 1

因此
,

有
“, 甲 ,

(雪)== “ , 甲。

(雪) + D A (”: n : >

= 1im
s , 凡

= 1im
: ”品

零音(景
一

)
‘、、自

(; ): (:
,

: )
。: ; }

一p

王诱
一

“(·)
}

·

: (·
,

: )二 。

== 乙
‘2 , 月

, , 。。(‘
, , 物 + 凡 + , )“

其中
(2 )

一
“ (

·
)
}
: 一、 一
军

‘

竿奇石黔守
乏}

: 一刀
口

(2 )。
· , 。

一
,

· , 。 +

晕亩(
一

豁)
“ {、 ‘

(
·
)
(1 ), 。

(
·
)}

{
: 一、

讨论

根据经典理论
,

形式解乙‘
。‘“十 ” , “的假定必然导致无穷行列式

。

由于无穷行列式的
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一般展开项无法写出
,

非正则积分的解析显式无法求得
,

只能求得数值解
.

根据本文的对应原理
,

将非 Fuc hs 型方程化为微分积分方程组
,

利用积分变换和留数定

理自动给出非正则积分的显式
,

它是严格的解析解
.

2
.

对于异常分布的 G r e二 极点 (即指标差等于零或一整数)
,

基本解系中将出现一阶

以上的对数奇点
,

根据本法可得相应的对应函数
.

这时 F r o ben ius 参数微分法并不普遍地成

立
。

3
.

根据对应函数法可以统一讨论具有正则
、

非正则极点
,

本性奇点
,

代数奇点
,

对数

奇点
,

超越奇点以至奇点的方程
,

从而扩大解析理论的研究范围
.
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