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摘 要

本文从文【1月中导得的轴对称塑性问题的一般方程出发
,

运用摄动技术
,

对圆杆颈缩问题进
行渐近分析

.

所得的结果将使我们对拉伸试件的颈缩现象有进一步的认识
,

并使我们能更好地解

释拉伸试件形成杯一锥状断口的原因
.

一
_

日! 言,
.

J . 卜闷

单向拉伸试件颈缩处应力与应变分布是相当复杂的
,

并且至今还没有得到满意的解决
.

但是
,

由于对于了解在破坏前一刹那的流动应力数值的重要性
,

这一问题早就引起了研究者

的注意
。

B r id g m a
n( 1 9 4 4)

〔‘’基于实验所提供的数据
,

假设在最小颈缩截 面
.

上 变形是均匀的
,

即

有径 向速度
“ 与 r 成比例

,

因而径向应变率 云
,

与周向应变率户
。相等

,

并与 r 无 关
。

据 此
,

立即得到 a ,

二 a 。.

分析这 一 问题 的困难还在于
,

颈部的形状是未知的
,

并且只能跟随它的

逐渐发展来确定
.

因而
,

B r id g m a n
假定颈 部外廓线为部分 圆弧

,

即假设主应力面的 曲率半径

a Z
+ ZaR 一 r Z

p = 一一- 豆石一一 (1
.

1 )

其中
, a
为最小颈缩截面的半径

,

R 为最小颈缩截面处的曲率半径
.

这样一来
,

就使问题得到很大的简化
,

由此
,

导得了最小颈缩截面上的应力分布近似公

式
。

口a B ” 几 eH K o B 和 C n ”p ”江o H o B a
(1 9 4 5 )

〔2 ’
作了 和 B r id g m a n

类 似 的分析
,

同样导得了最

小颈缩截面上的应力分布近似公式
·

所不同的是
,

他们根据实测结果
,

未作进一步地说明
,

就假定主应力面的曲率

(1
.

2 )
r

aR一一
1MWP

Par ke r
等(19 4 6 )

〔“’采用半实验方法
,

计算了最小颈缩截面上的应力 分 布
.

结果表明
,

除对称轴外
, a ,

和 a 。 并不相等
.

Y a m as hi ta (1 9 6 6)
〔毛’的 实验研究表明

,

拉伸试件颈缩处的应变分布是不均匀的
,

他假设

井

钱伟长推荐
.
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在最小颈缩截面上
,

轴向应变为
r 的二次函数

,

即

苦
:

= B 一A r Z

(1
.

3 )

其中 A
,

B 为待定常数
.

其实验结果还表明
,

主应力面曲率与 口aB 。解
H
劝

B 公式 (1
.

2) 很好地相符合
.

据此
,

他

计算了最小颈缩截面上的应力分布
,

得到的曲线高于 B r记g m a n 和 瓜a 。。八e H R O B 的结果
·

K aP la n( 1 9 7 3 )
〔”’基 于 均匀变形的假设

,

研究了最小颈缩截面 邻近区域的应力与应变分

布
.

得出
,

颈部塑性区范围为 O( 习
a
( 0

.

87
,

颈部外廓线为抛物线
.

陈篇(19 7 5) 〔。’基于实验数据
,

认为颈部外廓线为共焦双曲线
.

在均匀变形的假设下
,

导

得了最小颈缩截面上应力分布的另一种近似解
。

C h en (一。7 1 )
〔7 ’,

N e e dle m a n
(1 9 7 2 )

〔“’,

N o r r is 等(1 0 7 8 )
〔“’,

S a je (1 9 7 9 )“
。’, C h e n L i-

gu o( 19 83 )〔
‘“’,

松醒等(19 83 )‘
’“〕,

借助于计算机程序
,

对 颈缩 处 的应力与应变进行数值分

析
,

由于采用了不同的计算模型
,

得到一些有或多或少差别的结果
.

为了获得对颈缩处整个塑性区应力与应变分布规律性的进一步认识
,

本文将从文〔1 1〕中

导得的轴对称塑性问题的一般方程出发
,

运用摄动技术
,

来构造颈缩问题的渐近解
。

二
、

摄 动 方 程

在文【1 1」中
,

我们导得了轴对称塑性问题的一般方程
,

并可以表为如下无量纲形 式
:
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其中 ￡为小参数
.

将式(2
.
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.
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.
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,
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所有的方程

,

除了式 (2
.

5 ) 外
,

已线性化
.

适 当地选取

程
,

加之边界条件
,

就可以构造轴对称塑性问题摄动解
.

日劝
, _ 梦劝 ( 2

.

1 0 )

o 级解
,

我们就能得到全部线性化方

三
、

颈 缩 问 题 摄 动 解

对于圆杆颈缩问题
,

我们有对称条件

, ,n
�
0
�

二巴arZ声
矛了

( 1 )

( 2 )

“== 0

子
( 3

.

1 )

切二 0

其中
, “= “ 。= 叨/ a 为无量纲速度分量

·

和应力边界条件
,

之 == 0 , r = 1 ; a ,

= 0
( 3

.

2 )

其中
, J , == a 刁为为无量纲应力分量

·
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根据文【1 1〕
,

我们有
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因此
,

相应于各级摄动方程
,

有各级对称条件
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可表为
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,
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.

5 )
,

我们取 O 级摄动方程的解为
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.
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仅系数
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与小参数
e 尚未确定

.

四
、
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皆为无量纲应力分量
.

将式(2
.

4 )代入(4
.

1 )
、

(4
.

2 )
、

(4
.

3 )
,

得
,

势一r
口

势护一口护
r , 另

=

_ _
l

_ _ _

(星嘟 _ 1
~

旦些立 - 旦i竺
其、一卫

-

「了
2几or \口r 乙 r 口r 口之

‘

/ 2 几or L\

_
_

l 口劝
, _ 里迄

一

、
r 口r 口2 ‘

/

a势
。 口2

劝 i 日劝
2

日
2

劝
口之:〕 ~ 22 )会〕一添[(日r Z r 日r 口之2 )即

口2

劝 旦些生 _

口r
越蜘丫三

、一丝、_ (蜒 _
_

l丝口z ‘

/ \几。 入丢/ 、口r ‘ r 口r

_ 咖
、

口2 2、李1
。: + 。

(
。3

)
, 几O J

(4
.

4 )
,上一r

a
r

一 a e =命(
一

予登
+

瓢)+命[(
一

号臀
+

瓢)
一

(
一

鲁
一

黔
一
+

瓢)1:]
·

+

命[(
一

二
一

势
+

叙)
一

(
一

令鲁
+

瓢)(务粼

a
z

一 a f

=

+

熬)瓮]
一+ 。(6

3

)

一 2

歉)+ 众附器
一 2

熬)
一

(子

(4
.

5 )
2一r

一

2..、
.

一

吵 一 2

塑、们
。

口 2 口r a 之 / 几。」

姚一
。agh0。

]Jr
‘

/..、
、

1一0r
一
月

凡

.‘,

久
内二0

+

命
一

「(卜瞥
一 2

熬)
一

(令
一

瞥
一 2

黔)(j
一(

一

工掣
、一 2

彝、辱
、
1
。,

+ 。(: 3 )

\ r 0 2 O r口之 / 九 o J

将式(3
.

2 6 )
、

(3
.

2 7 )代入
,

得

(4
.

6 )

· , :

一

(芳
r·

)一六(
‘”·‘· +

万
一

r“ )
e “+ o

(
e 3

) (4
.

7 )
16



轴对称塑性问题摄动解 I—圆杆颈缩

a
·

一(万髻
一

)一、考
(‘一 + ”“·“·“, ·

2
+ 。

(
·”

,
(4

.

8 )

。:

一a ,

一、
一

、一
(满

r 艺

)
· +

升(晋
, 4 一 2‘·’·“,

·“+ O
(
·
”

(4
.

9 )

由式(4
.

8 )
、

(4
.

9 )
,

得

·。一

言(
。

:

一 )一

夸
一

[
1 +

(誓)一音(咨
一+ ‘2”·’· ‘,

· ’

了
+ 。

(
·
” “

·

‘。,

根据平衡方程
,

我们有

aa
,

「a r , :
.

a
,

一a el

口r L 口之 r J

aa
二

F日r 一 二 .

r 一二

〕
二苏 竺 = 一l二子

竺
一

+

一
l

az L 日r
‘

r 」

将式 (4
.

7 )
、

(4
.

8 )代入 (4
.

1 1 )
,

积分得
_

「
‘ . 、

_
‘ , 、 , 、

7
.

1
_

r
, , 。、

‘
, , . 、 ,

a
,

== d ‘
0 , + h‘

o ,
(
:
) + ld “

,
.

+ h‘”(
:
)一布

~

专
r Z

{
e + ld ‘

2 , + h‘2 , (z )“ 护

一 “ ”
’

、‘ 少 ’

L~ ”
‘’

““ 了

汀 3
‘

」
‘ ’

L一

+

共
(sr ‘+ so r , : “ )l

e , + 。(。 , )
八了 3

一

J

其中 少
‘,

(公= O
,

1
,

2) 为待定常数
,

h( ‘,
(的仅为

2 的函数
.

计及边界条件(5
.

9 )
、

(3
.

1 0 )
、

(3
.

1 1 )
,

得

(4
.

1 1 )

(4
.

1 2 )

.

「
, , . 、 , 、 .

1
, _ _ 。 、

〕
.

「
, , , 、 , 、 .

1
, _ J .

_ _ , , _ 、

1
, .

a ,

= 九
、“尸

L之) 十 ! 八
、‘ 户

气之 )十
.

万爪
一

L了一 了r 一 ) le 十 In
、一 沪

气2 ) 十 , 7京
七

L匀r 一十勺6 r 一之-

一 6 ) le
一

十 O Le 一

)
L 入

产 6 J L 户甲 O J

且 h“,
(0 )== 0

由式 (4
.

。)
、

(4
.

1 3 )
,

我们得

(f= 0
,

1
,

2 )

(4
.

1 3 )

(4
.

1 4 )

。
:

一 、、 + *‘
。, (

·

卜「
”(

! )
(
·

卜六
(卜

8一)〕
· +

{
”(2 )
‘
·
)

+

清(誓
一 + 3 2

一
5

)〕
·2

+ 。
(·”

(4
.

15 )

、.少
r

‘了、2
g+

2b(
r!
..�

+e

, .lesJ
乞

Z

卜‘一一OQ,口一一嗯.,11/ 2

一

‘、.尸

r
气了
、

g+b(
resesL

将式 ( 4
.

7 )代入式 ( 4
.

1 2 )
,

积分得

a :
二 b‘o , + g ‘”,

(
r
) +

+

砖(
3 2
一

+

晋一 )〕
一+ O

(一 ,
( 4

.

1 6 )

其中 b “)
( i == 0

,

1
,

2 )为待定常数
, 夕“)

(
r
)仅为

r
的函数

.

式 ( 4
.

1 5 )
、

( 4
.

16) 必须匹配
,

因此
,

我们得

一
, , 、

7
O

、“ / = V 3 , O
、‘ ’

= 一牙蕊
声甲 O

h ( o )
(
:
) = 0 ,

h ( ‘)
(
z
) = 一

”(助

一寿
-

芳一 ”( 2 )
(
·

, 一

清(争
4

)

渝一 。(一 (犷)一
清(誓

一

)

( 4
.

1 7 )

、......气/飞l..rJ

夕‘
o ,
(
r
) = 0 , g ( ‘,

(
r
) = 一
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那么

_
.

1
, _ _ 。 _ _ , 、 .

1 1 13
, . _ _ , , .

8
‘ _ 、 ,

.

a
一 斌了 +

云
(7 一”r

‘
一‘22

’

)
“ +

云又管
r ‘ + ”Zr

“
‘

+ 言
“‘ 一”)

e ‘

+ “ (“
‘

) (4
·

‘”)

1
, _ _ 。 _

_ 。 、 .

1 1 _

二
_ _ , , .

S
J _ 、

, . , , 、 , . ‘ , 、

a
,

= 一子一(7 一 7 r 2
一 1 2之

名

)e + 万尧‘sr t
+ 5 6 r

z 之乙 + 一
之

一 5 , e 孟

+ o (e 。

) (4
.

1 9 )
以 3

“

”
-

-

一
2 一 ’

M 3 、
~ ’

一
’

3 一
,

。。== 币车〔
7 一 。r : 一 1 2 : :

)。 +

德(
。r ‘+ 1 5 2 r , 二: + 午

‘一 5 )
e ,

+ o
(
e “
) (4

.

2。)

丫 3
’

一

/̂ 3 \ J ,

因此
,

在最小颈缩截面 (2 = 0) 上
,

我们有

a
一、

+

六
‘卜

8 r 2

,
· +

六(誓一
5

)
一 + 。

(
·“

,

a

一清
(卜

7一)
· +

六
(5一

5 )一 + 。
(一)

(4
.

2 1 )

(4
.

2 2 )

a e二

r f 名=

华
(: 一 。r

:

)。 +

华
(。r一 6 )。: + 。(。

3

、

V 3
’ 一

习 3
-

O

(4
.

2 3 )

(4
.

2 4 )

·。一

夸1
1 +

丁一晋一
’

」
+ 。
‘
·‘

,
(4

.

2 5 )

有了应力分布我们就可以来确定颈部外廓线方程
。

截面上的轴向载荷相等的条件来得到
。

即根据条件

p 一 2汀一“

I:
a ·

卜一r d , 一 2二一“

J:
a ·

卜⋯d ·

颈部的形状可以根据平行于最小颈缩

(4
.

2 6 )

将式 (4
.

1 8 )
、

(4
.

21 )代入条件(4
.

2 6 )中
,

得颈部外廓线方程

(音
r Z o Z

)
: 4
一

(
Zr么。 一

号
r 4一

)
一 +

(专
+

晋一音
。2

)
r Z 一

普
。r 4

+

器
一r

一(合
+

音一器
。2

)
一 。

(4
.

2 7 a
)

或
(器
一

)
r。一

(号一普一 )
r 4 +

(合
+

着一晋一
2
一 +

告一)
一

1 1
.

1 17 八
一气丁十万

“ 一丽
e 一

夕= ” (4
.

2 7b )

由式(4
.

2 7a )
,

我们有

1 + 冬(7一 8 r 2 一 1 22 : )。+ 令(琴
r‘+ 3 2 r 2 z 2

0 0 \ ‘

.

8
十下

.

2 ,

一 5
O )

e “+ o (
“
”

“
『‘

,
“一

合(
‘6 r ’‘ +

替
『, 3

)
。2 + o

(
。3

)
(4

.

2 8 )

一
瑞育默羁糕穿

3
)

〕
’ (4

.

2 9 )
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则外廓线曲率

竺= 一卫星且
-

p (i +
: , 之,

)

、 == (4
:
)
。一鲁(2 8r 一 1 6 r 3 一 1 7 6 r二 2

)
。“+ 。

(
。3

)
(4

.

3 0 )

当 z = o , r 二 1 时
,

有 p = R
,

因而得

分
一 ‘e 一 ‘e Z

+ O
(
e 3

)

如若给定 a/ R
,

那么小参数
e
将由下式确定

(4
.

3 1 )

一拒
一

了仁习 (4
.

3 2 )

因为 a 与R 可 由实验测定
,

一旦小参数
e
确定后

,

应力场与颈部外廓线方程也随之完全确定
.

五
、

速 度 场 与 应 变 场

将式(3
.

2 5) 代入式 (3
.

3 )
,

得速度分量无量纲表达式

·

一 [一 (一 + ‘6一,
· +

(
2 : 5

+ 6 4

一
+ ‘

;
‘ r一

)
·2

」
+ ·

(
““’

(5
.

1 )

切 = 。n

「
2 : 一(4

r 2 : + 移
一 :

八
。 + (1 2

r 4 : +
一

L \ j / \

2 5 6

3

r Zz s +
8 4 8

15

一

)
一

〕
+ O

(
“3

)
(5

.

2 )

那么应变场为

。
,

==
一

严
一

= 一 。n

「
1 一 (3 r “+ 1 6 : 2

)。 + (1。
r‘+ 1。: , 2 2 “

+ 绍生
z ‘

、
e 2

1+
。(。

3

) (5
.

3 )

O r
一

L
一

、 j , J

‘。

一犷
- -

-

一[卜 (一 + 1 6一)
· +

(
2 , 4

+ 6 4

一
+ 碑;怪

一

)
一

〕
+ O

(一) (5
.

4 )

‘

一号瞥一
。

〔卜 (4一 + 3 2一 )
· +

(
1 2 r喀+ 2 5 6 , 2 ·’ + 多;

8 一

)
一

〕
+ O

(一 ) (5
·

5 ,

。
, :

一

言(鲁
+

昙笋)一
。

「
(1 2 r·)一(

4 o r 3 · +

望全一 )
·’

」
+ 。

(
·
” ‘5

·

6 ,

因此
,

在最小颈缩截面 (
: = 0) 上

,

有
u = 一 a 。

[ r 一 r 3 e + Zr 巴e 艺〕+ o
(
e s

)

功= 0

云
,

= 一 a 。〔1 一 3 r Z e + i o r 4 e 么 ] + o
(
e 3

)

应。= 一 a 。[ z 一 r Ze + 2 r 4 e 2

〕+ o
(
e 3

)

乙
:

= a 。[ 2 一 4 r Z e + z Zr‘e Z

〕+ o
(e s

)

夕
, :

== 0

显见
,

速度场与应变场的最终确定依赖于系数
a 。的确定

.

如果我们给定颈部塑性区
: = 二 ,

截面上的平均轴 向速度 。气

5
.

7 )
‘
、少、.产、.、了,产、宜了八石Otl�U�1191

:
1一,11
.

尸01卜曰

⋯

了‘爪、‘了.、、了.、

口卜U工勺叹d了
.‘、了、、了.、

那么系数
a 。
可 由 下列条件

确定 _ fa ”

艺“
J

,

理
, ‘梦

· r a

二==
。 ,

( 5
.

1 3 )
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一
一�we

35压

由此导出

。

斗对�沼口。 =

_

必
.

_
2zn

一

l卜(艺卜替

1

4 2 4

1 5 豁)
一 + 。

( 。
3

,〕
( 5

.

1 4 )

其中 ‘ / a

a / R 得出
.

可见
,

可 由介 /a 代入外廓线方程 ( 4
.

2 7b) 得到
,

小参数 e 仍 由式 ( 4
.

3 2) 按不同变形程度

对于不同变形程度 a/ R , a 。

取不同的值
。

a
/ R = 0

.

4 9
。
/ R 二 0

.

6 5

一
了- 一一一厅- 一- 一勺~ 一一一了 - 一一

—
本文

一一 月
a s “ 。 e ”“o ”

—
本文

一
一旦a 日“及 e o K o 日

a
/ R 二 0

.

7 5

一一飞一
刀

—
本文

_

一

一 几a . “几 e 任伏o e

~ ~ ~
一 一 ~ 乏

“
厂一一一

、

乏> 聋

1
.

0

‘ 0
.

8
、、,

叔
侧 。

.

6
r .

0
.

4
士泛卜

\飞铭
‘

\尧袄‘

1 0

0 8

0 6
r .

0 4

。
.

2厂厌‘言‘‘芝李泛人 ‘

李决

口’
一‘、

耀司
。

’

:

T而

一
~ -

一
~ . . . . . 户. . ~

二
杀裹

奥

创86‘2
.

⋯
1八甘八”00

,

女

一 O
_

2 一0 2 一 0 2

0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

r
/

a

.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

r
/

a

0 2 0
.

4 0
.

6

r
/

a

翔0 .

8 1
.

0

2
,

0 2
.

0

e 韶

1
.

8 才
.

1
.

8

八U00

:
n乙. .山

1
,

e 1
.

61 一

仆|
�

汇J露椒侧

苦
,

‘‘‘襄
~ 一‘

.

-
‘一- 一 ~ ~ ‘一

0
、

2 0
、

4 0
.

6

一 0
.

6

一 0
.

8
召,

一 0
.

6

一 O
_

8
t r

一1
_

O
e .

一1
.

0
刃口

台00口户目汽甘n�月1

一一一

0
.

8 1
.

0 0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

r / a

0
.

2 0
.

4 0
.

6 0
.

8 1
.

0

r
/
。

图 1 最小颈缩截面上应力与应变率分布(a/ R = 0
.

49
,

0
.

肺
,

0

r
/

a

.

7 5 )
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六
、

结 论 与 讨 论

(1 ) 根据式(4
.

2 1 )~ (4
.

2 5 )及式 (5
.

。)~ (5
.

1 1 )
,

图 i 分别绘出 a
/ R = 0

.

4 9 ,

0
.

6 5
,

0
.

7 5

不同变形状态时
,

最小颈缩截面上的应力与应

变分布 曲线
,

并 与 月a B 二江e H 二。B 的 结 果 进行

了比较
.

显见
,

随着 a/ R 逐渐增大
,

轴向应 力

分布曲线呈双曲率型
。

图 2 绘出 a/ R = 0
.

75 时
,

颈缩处不同截面

(
:
/
a = 0

,

0
.

5) 上的轴向 应力分布曲线
.

这 和

N o r r is 等〔。’计算机模拟结果很相似
。

(2) 实验证 明
,

即使在剪切断裂的情况下
,

断裂也开始于轴 部
.

Par ker 等在文 【3] 中对

此有详细的论述
.

他们指 出
,

要 么 a :

一a ,

在
z = o 截面上并不是常数

,

而是在轴上 有 最 大

值
; 要么滑移面上的张应力对临界应力有影响

。

他们的实验结果支持前一个可能性
。

由式(4
.

的
,

在
z = O截面上

a :

/ 口
。

J任勺曰
.口

曰工,工

刀
。二O

刁
a二 0

.

8

。

一才了斌了了了丫万 0 1
.

2 r
/
a

图 2 不同截面轴向应力分布曲线(a/ R 二 0
.

75)

a
:

一。
r
= 斌厄「

1 一粤
, , 。 + 冬

, ‘e “

1+
。
(
。“
)

L O 乙 J
(6

.

1 )

不难看出
,

最大值在对称轴上 (r = O处 )
.

渐近分析的结果同样证实前一个结论是正确的
。

(3 ) 颈缩塑性 区的应力与应变分布是远非均匀的
.

由式 (5
.

7 )
、

(5
.

9 )
、

(5
.

1 0) 可 以 看

出
,

仅仅作为零级近似
,

才 有径 向 速 度
。 与 r

成比例
,

且有 公
,

= 若。
.

因此
,

B r id g tn an 和

八a 。。 ; 。H ‘。 B
关于均匀 变形的假设是相当粗糙 的

。

(4 ) 由式 (4
.

3 0 )
、

(4
.

3 1 )
,
取一级近似

,

我们容易得到 (有量纲形式 )

表 1

犷

=
~

砍

颈部外廓线计算值与实测值比较

(6
.

2 )
1工P

计计 算 值值

{{{
计 算 值值

⋯⋯⋯⋯⋯⋯
实 钡」 值 〔“’’’’’’’’’’’’’’’’’{{{{{ a / R * 0

.

6 7 222

{{{{{
r Z= (10

.

3 6 5 )
2 + D

.

86 45 7 43 15 之222

⋯⋯⋯
rrr rrr

⋯⋯
0

·

。。 1 0
.

3 6 555 10
.

36 555

333
.

了了了

⋯⋯
1 0

.

4 7 000 1 0
.

4 7000

444
.

33333 } 2
.

555 10
.

6 2 777 1 0
.

6 2000

333
.

555 10
.

8 6 333 10
.
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1 6 999
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.
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这就是 瓜aB 二肚
H
即

B
假设

.

作为一级近似 瓜aB 。肚
H
Ko

B
假设无疑是正确的

.

(5) 由式(4
.

27 a)
,

取一级近似
,

我们可 以导得 (有量纲形式 )

当 O(
:
/
a《 0

.

7 时
,

有
r Z
二 a Z

+ 4 z Z e
(a

.

3 )

表 1 给出按式 (6
.

3 )的计算值与文【6〕中实测值的比较
,

可见
,

在拐点之内
,

用双曲线来

描述颈部的外廓线具有相当好的精度
.

(6 ) 文【1 1〕中的一般方程是按理想塑性体导出的
,

考虑到实际问题中的强化效应
,

采用

应变硬化假设
,

在计算应力与轴向载荷时
,

我们可让斌 3 几= a0
, a 。

取 应力
一
应 变 曲 线上的

瞬时值
。
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