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摘 要

本文以加补充项的富里哀一贝塞尔双重级数的位移模式
,

对扇形弹性薄板在各种边界件 条 下

的弯曲和振动问题
,

提出了一 种应用范围比较广的
、

便于计算的
、

解析形式的解法
。

作为算例
,

文中给出了各种角度的径向边界简支或固定的扇形板在均布荷载或集中荷载作用下产生 的 挠度和

弯矩的分布曲线
,

并与有关文献的数值结果进行了比较
.

本文推广了加补充项的富氏 级 数法的应
用范围

,

并计算出各种角度的径向边界简支的扇形板的自振频率和节线的图表
.

一
、

引 言

扇形弹性薄板在各工业部门中有着广泛的应用
,

然而这方面的研究与圆板相比还是不够

的
.

在有关文献中
,

有的是近似解法
,

有的是半解析法
,

有的只适用于特定的扇形角
,

有的

只适用于特定的径向边界条件或特定的荷载条件
.

本文以加补充项的富里哀一贝塞尔双重级

数的位移模式
,

对扇形板在各种边界条件下的弯曲和振动问题提出了一种新的
、

应用范围比

较广的
、

便于计算的
、

解析形式的解法
。

这种解法不但可以适用于任意的扇形角
,

还可以适

用于各种载荷
.

对于集中载荷
、

间断分布载荷等较复杂的载荷条件
,

也可 以用统一的形式求

解
,

不用分段表示
.

文献 【2 〕从研究富氏级数的收敛和逐项可导的性质出发
,

采用加补充项的富氏级数
,

大

大扩展了富氏级数解法的应用范围
,

解决了直杆
、

矩形板及轴对称圆板的有关问题
。

对于圆

周固定或简支的圆板受偏心集中力作用的弯曲问题
,

文献【2〕的作者曾使用如下形式的位移
:

Cx 匀 CK )

研二乙 乙 W
. o

J。 (久
。 。p )

e o e m o + 乙 A o p “ (i一户
,

)
e o sm e (1

.

1 )
附 . 0 ” . 1

式中几
二 ,

是J。 (劝 = 0 的第 。
个正根

,

并得到满意的结果
.

本文将在此基础上
,

把加补充

项的富氏级数法推广到扇形板的弯曲和振动问题
,

这样就进一步扩展了这 种 方 法 的应用范

围
。

二
、

径向边界简支的扇形板的弯曲

在极坐标系 (
r ,

0) 中
,

设半径为
a ,

夹角e
。
= 二/寿的扇形板直边简支

、

圆边任意
,

受横向荷
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载q (p
,

0) 作用
。

这里 p = r/
a 。

基本微分方程为
:

v
Z
、

2

班 (。
,

。) 一虹卫碧世 (2
.
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式中
:
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E
,

拼
,

t 分别是板的弹性模量
、

波桑比和厚度
.

直边边界条件
:
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,

口。)二 0

M
。(p

,

o ) = M
。
(p

,

0
。

) == o

圆边边界条件 由下面四式中的两式组成
:
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这里 研
,

口不 / 。p
,

M
, ,

M
。 ,

厂
,

分别表示板的挠度
、

转角
、

径向弯矩
、

环向弯矩和径

向总分布剪力
.

它们的定义式与正负号规定均与文献 [ 4
.

〕相同
.

早在 1 9 1 5年 N a ’
d a i就讨论了这类问题

,

在文献 [ 3〕
、

[ 5〕
、

[ 1 2 ]
、

[ 1 3 ]
、

[ 1 6 ] 中也分析 T 沿

直线边缘简支的扇形板
.

但他们使用的方法
,

有的适用范围不够广
,

有的计算不够方便
。

现

在我们把加补充项的富氏级数法应用到直边简支的扇形板
.

经过选择比较
,

我们设直边简支

的扇形板的挠度形式为如下的加补充项的半周期为0
。

的富里哀一贝塞尔正弦级数
:

砰(p
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(久
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式中
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。
二 km
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0
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为扇形角
,

九是大于等于 i 的任意实数 (寿> i )
.

附
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B 。 均

为待定系数
.

肠
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是 。
阶贝塞尔函数J

。

(x) 二 O 的第
n
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.

对于径向边界简支的扇形板
,

直边上牙及其二阶导数 M
,
为零

,

根据富氏级数理论 (参

阅文献 〔1 〕第五章 马8 ~ 号1 0)
,

对此正弦级数可以逐项求导
.

但在圆边上 研 及其二阶导 数

M
,

不一定为零
,

当有间断值时
,

就不能逐项求导
.

为了消除这种间断
,

在 (2
.

8) 式中加入了

与 (1
.

1) 式类似的补充项乙 (A
o p “

+ B o p
“ + 忿

)
sin o s

.

相应的转角
、

弯矩和剪力可由公式求出
:
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0) 也展开成富里哀一贝塞尔级数
:
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把 (2
.

8) 和 ( 2
.

1 3) 代入微分方程 ( 2
.

1 )
,

经过运算整理
,

对 比方程两边系数
,

得到
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,
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直边的边界条件已经自动满足
,

只要根据圆边的 各种 不 同 的 边 界 条 件
,

把 (2
.

5) 至

(2
.

1 1) 各式分别代入 (2
.

4 )至 (2
.

7) 各式
,

即可求得 A 。 ,

B 。 ,

从而得到所求的解答
.
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例 1 夹角e
。
= 二/ k (实数 k> l) 的直边简支

、

圆边固定的扇形板
,

受均布荷载q 。作用
·

这里 g (p
,
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,

由(2
.
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、
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、
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:
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在图 i
,

图 2
,

图s中分别画出了扇形角0。= e o
’ ,

8 0
。 ,

9 0
’ ,

1 3 5
’ ,

1 5 0
‘

的圆边固定
、

直

边简支的扇形板在均布荷载下在中心线 e “ 0。/ 2上挠度和弯矩的分布曲线
.

图中的计算结果是

取拼= 0
.

3 , m ~ 。= n 时得到的
·

对于 9 0
’

< 00 < 1 80
’

的扇形板
,

零点附近的弯矩值趋向于无

穷大
,

这与文献【1 7] 的结论是一致的
。

为了便于对照
,

表 1 中列出了上述五种夹角0。的扇形板中线上 p = 0
.

25
, 0

.

5
,

0
.

75
,

1
.

0

处的数值结果
.

其中0
。
= 1 80

‘ ,

90
’ ,

60
‘

即k = 1
,

2
,

3等整数时的计算结果
,

砰 和 M
,

与文献

[ 3〕的结果符合得很好
,

M 。的值文献 [3〕中没有给出
.

对于8。= 5 0
‘ ,

1 3 5
’

即 k 二 2
.

2 5
,

1
.

3 3 3

等非整数时附
,

M
, ,

M , 的值
,

是用文献 [ 3」的方法不能得到的
.

表 1 中还对比了当取m
, n = n 和

m
, , = 15 的计算结果

.

可以看出
,

( 2
.

20 )至 (2. 22 ) 给出的结果具有很好的收敛性
,

取到 m
, n = 11

时 已经足够精确了
.
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图 1 直边简支
、

圆边固定的扇形板在均布荷载下中线挠度平的分布

图2 直边简支
、

圆边固定的扇形板在均布荷载下中线上弯矩M
,

的分布

三
、

径向边界非简支的扇形板的弯曲

当扇形板两个直边0 = O柑 0 = 0。不全为简支时
,

其基本微分方程仍然如 ( 2
.

1) 所示
,

圆

边边界条件也依旧是 (2
.

4) 至 ( 2
.

7 )各式
,

只是直边边界条件不再有 ( 2
.

2 )
、

(2
.

3) 两式 同时成

立了
.

如果我们仍然用 (2
.

5) 式来求解
,

在直边上 不 及其两阶导数 M ,
将有间断

.

根据富 氏

级数理论 (参阅文献〔1 ]第五章 马8 ~ 马10 )
,

对 ( 2
.

8) 式是不能逐项求导的
.

为了消除这种

间断
,

需要在牙的表示式中加入新的补充项
.

我们设挠度函数为
:
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,

夕) + 中i
(户

,
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( P

,
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。
(P

,

口) ( 3
.

1 )
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表 1

图3 直边简支
、

圆边固定的扇形板在均布荷载下中线上弯矩M 。的分布
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、

直边简支的扇形板在均布荷载下中线的挠度和弯矩值 (拼= 0
.

3)

. ~ . ~ . 妇侧一 . . ‘

一一续表 1

___
「

p 一 0. 25 } p 一0. 666

招招 九 - - - -

一
-

一
-

一
一 }-

一
- -

一 厂 -
- -

-
-

- - -
-

一
- - - 一

一一
一
一一 )一 - 一一

-

——
一一

一一 一 巡吧里兰
’

一竺i鲤生
-

梦i吵生 竺i旦i坚i匕列卜
~

竺丝i塑
一

’

竺11, 巴
---

000
.

D0 0 1 7 一 0
.

0 0 0 6 0
.

0 0 0 5 7 ! 0
.

0 14 333
333 6 0

’ -

-

一
-

一
- -

—
- - 一

- - -

一一 一
-
- 一 -

——
一 一

- -

一
-

一一 }
--
一 一

- -

一一

___ _
0

·

0 0 0 1 5 95 一 0
·

0 0 0 6 8 8 0
·

0 1 4 9 6 1 0
·

0 0 0 5 6 4 0
「

0
·

0 14 2 9 8 0
·

0 19 6 8 888

一一一

000
.

0 0 0 4 4 09 2 0
.

0 0 0 3 3 9 0
.

0 2 1 6 2 8 0
.

0 0 1 0 5 6 0
’

0
.

0 2 3 2 5 2 0
.

0 2 2 90 6 222
222

.

2 6 8 0
.

一
_ 一 _

_ _

_
_ _ _ _ _

_
_ _ _

_
_ _

_ — —
一

_
_ _ -

一
-

一— 一
_

_ 一
_ _

___
000

.

0 0 0 4 4 090 0
.

0 0 0 3 4 3 0
.

0 2 1 6 5 8 0
.

0 0 1 0 5 5 8 0
.

0 2 3 2 7 7 0
.

0 2 2 9 2 1 000

000
.

0 0 0 63 0
.

0 0 68 0
.

0 0 1 3 2 0
.

0 2 7 222
,, 一 o n

.
一 一一

111 0
.

0 0 0 6 3 14 0
.

0 0 6 5。一 0
.

0 2 3了6 1 o
.

ool3 r6 0
.

0 2了z了999

111
.

3 3 : :35o 些些竺;竺一
~ ~

二
~

9竺吧_
一

卫卫吕些丝
一

二旦竺吧
_

_ ~

夕些旦兰生
一

卫二夕吕些旦些
_ ___

000
.

0 0 2 72 5 6 0
.

0 2 7 5 6 5 0
.

0 2 6 2 1 5 o
.

oo2 4 3BZ o
.

oso2 6a 0
.

02 66 6 111

一一一一一一 一一一一一
「「 ,

0
·

0 02 9 3 4 4 {0 02 9 3 0
.

0 4 7 3 0
.

0 03 3 7 0
.

0 44 666

111 18 0
。 -

-
- - 一 -

一

—
—

- - - 一 一

—
- - 一 - 一

—
一

-

—
-

—
一

-

—
一

--

一一 一一

,, ,

0
·

0 02 9 3 4 4 { 0
·

0 4 7 3 9 1 2 0
·

02 4 3 3 9 } 0
·

0 0 33 69 9 · 0
·

0 44 5 7 8 ] 0
·

02 8 6 1。。

一叹
‘ . ’

)二二{
)

一

l兮流
一

底习
一丁 丽

「

应画三二j 二亘二⋯⋯二⋯三二⋯
0

.

0 0 0 4 6 7 7 0
.

0 12 4 1 0 0
.

0 1 1 6 4 9

0
.

0 0 0 7 0 4 6 0
.

0 12 35 4 0
.

0 12 1 4 4

0
.

0 0 0 7 0 4 3 0
.

0 12 2 6 8 0
.

0 1 2 13 7

0
.

0 0D8 2 0
.

0 1 13

0
.

0 0 0 8 14 0
.

0 117 0 6 0
‘

0 122 7 2

0
.

0D12 2 7 2 0
。

00684 9 0
.

01 2 5 5 6

0
.

00 1 2 2 6 9 0
、

0 06 7 8 7 0
.

012 5 88

0
.

0 0 15 3 0
.

0 0 16

0
,

0 0 16 2 6 0
.

0 0 15T4 0
.

0127 06

备备 注注

文文献 [3〕〕

本本文
,

取取
饥饥= ”= 1 1



扇形板的富里哀一贝塞尔级数解

式中
:

中(p
,

0 )二兄 兄牙
。 ,

J
。

(又
。 。p )s in u o (3

.

2 )
协 . 1 月 . 1

中
:

(p
.

6 )二 乙 (刁
。 p “

+ B o p “ 十’

)
s in 。夕 (3

.

3 )

巾:
(p

,

e)二乙 O ,
(0)J

,

(久
, p )

了一 1

(3
.

4 )

中
3

(p
,

0) == I p
2
8 + Jp

Z
+ K (3

.

5 )

这里日 ,
(0) 是包含 4 个任意常数的 0 的三 次函数式

,

为了运算方便
,

设O ,
(0) 为

:

“, (“)一 C ,

些巍豁丝
丢旦一 + 马 旦愧赢因

+ “ , 一

气
旦十“

,

(3
.

6 )

其中
:

W
. 。 ,

A 。 ,

B 。 ,

C , ,

D , ,

E , ,

F , ,

I
,

J
,

K 均为待定的任意常数
. v 为 大于等于 2 的

固定常数
,

为便于计算一般选取
v
为 2

,

3 等整数
。

几J则为入(劝 = 。的第 j个正根
,

J
,

(劝为
v

阶贝塞尔函数
.

把 (3
.

1) 式代入微分方程 (2
.

1) 进行运算
,

再把各项都展开成双重富里哀一贝塞尔级数
,

对比方程两边系数
,

整理得到
:

“ “
”
”

“ 一‘一

言 L、

C , + 刀D ,

fn Z兀2‘

+ : 、。: ,

冲
, 一 c 了

书黔
一

‘:
·

呱、燕、

(tn = 1
,

2
,

3
,

⋯ ; 。== 1
,

2
,

3
,

⋯

这里 R ,
(p )J

.

(几
。 , P )P d P

S ,
(p )J

。

(元
。。 p )p d p

(3
.

7 )

(3
.

8 )

(3
.

9 )

户

I
J产t..I‘

一一一一
JJ心」口招价盈价召T

占了卫

式 中 R ,
(p )“巨

一 全

梦君i唁空〕J.(
“, , 十
臀

一

JJ+
1

以
, p ,

(3
.

1 0 )

S ,
(p , 一

(醚等卫
一
写

一

、,
,

(;
, 。)+

粤
J

, 十 ,

(;
, 。)

尸 , 尸
(3

.

1 1 )

(3
.

7 )式中9 . ,

仍 由(2
.

1 4 )决定
,

而符号

, 一

{
(m 二 1

,

3
,

5
,

⋯ )

(m = 2
,

4
,

6
,

⋯ )

弯矩
、

扭矩和剪力都可由公式求出
。

例如
:

(3
.

7 a
)

4�

写洲卜“

对应于公式 ( 3
.

1) 的转角
、

(p
,

0) = 乙 E 万
。
·

l告
‘
·

(‘二 p )一 “二‘一以二p ,〕
S‘二“+

乙 〔月
。

拼 一 1 n . 1

犷一P汀甲一口a一l

十。。
(
。十 2 )。一〕

5 1。 。。+

曼
。,

(。) r答J
,

(久, p )一 , , ,
, + :

( ;
, p ) 1+ : , 。。+ : Jp

夕· I L 尸

(3
.

1 2 )
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‘)二 乙 乙
。
研

。 ,

J
。

(几
。 。

p )
e o s 0 0 + 乙 (A

o p “
+ B o p “ + 2

)
u c o s“口

协 一 1 介 . 1

+ 乙 O :(0)J
,

(之, p )+ Ip
Z

I 一 1

‘
曰
0E0

一

其中
O ;(0) = C ,

3 0
2
一 6 0

。
口+ 2 8孟

6 8易
+ D ,

0 0一 2 0

2 0孟

(3
.

1 3 )

(3
.

1 4 )

门l怪.J‘

、..2

M
,

(P
,

8 )二一
D 「口2

附
_

/ l a万
.

1

了 L百户
乏十 队万命

一

十价
a
Z

万
口0

2

霓鑫
砰。·

l左--lr 咭黔卜贝
J
·

(“⋯’一“’
·
‘
·

(久
“””’

+ (1一。)
粤

J
。 , 、

尸

(“二p )〕
s‘n “e

D
a 么乙 {月。(i 一拼)(

。,
一 u

)p
“ 一 2

+ B 。〔(1 一川
u Z
+ (3 + 川

。 + 2(1 + 川〕p
“

}S in “0

饥 一 1

J
幻p一旦矍抽

,
(。)[ 竺二件

。):

“一

了二丁、 L P
-

J
,

(久, p )一只{J
,

(几
, p ) + (l一拼)

, 十 、

(几,户)

十 ”等(”, 咨
一

以幻动 2 (1 + 拼)(10 + J) (3
.

1 5 )

Me 、
)一外等

+

二喋
十

声袋
一埔补

。 ·

已兮沙困
“(“二“’一““

·

二 (之、’

+ “

云
‘“二 J一(“二。, 」

s‘二”

一

多凳{
“ 。

(。一 1 )(u
!
一u) p一 + 今〔伍一‘,一+ “+ 3“

·+ 2(‘+ “, “p
·

}
S ‘二“

一

早
一

雳{
”,

(”)
[
理生餐

二卫,夕‘
·

(“,。, 一 ““,‘
,

(“
了户, + 丝

万
‘“, ‘一‘“,”’〕

十

。
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一
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夕
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扇形板的富里哀一贝塞尔级数解 3盯

把求得的转角
、

弯矩
、

扭矩和剪力的式子分别代入圆边的两个边界条件
,

两 个直边的 4

个边界条件
,

三个角点条件
,

采用级数展开比较系数法
,

可以得到相应的 6 个无穷线性代数

方程组和三个角点条件的方程
.

把这些方程与 (3
.

7 )式联立求解
,

取适当多的m
, n ,

j
,

就可以

求得相应数量的 7 组待定常数W
。 , ,

月. ,

B . ,

C , ,

D , ,

E , ,

F , 和 3 个角点常数I
,
J

,

K
,

从而得

到所需要的解答
.

只要我们取的 m
, n ,

j足够多
,

就可使解答趋于真解
.

例 2 扇形角 0
。
一 二/左

,

边长为
a ,

周边固定的扇形板
,

受均布荷载 q 。 作用
.

在参考文献中
,

有不少篇涉及到周边固定的扇形板
.

然而
,

除了使 用 近 似 法 (如文献

[ 8〕
、

〔1 3 ] )或半解析法 (如文献 [ 1 4 ]
、

〔1 5〕
、

[ 1 6〕〕的论文适用范围较广之外
,

使用级数解法的

论文 〔6〕
、

【7 〕
、

〔9 〕
、

〔1 0 ]
、

【1 1〕都是只适用于直边固定的扇形板
.

文献【12 ]在求解边界弯矩

时必须用近似法求解两个积分方程
,

所以也不能得到解析解
.

我们在此使用的解法适用性要

比较广一些
,

而且是解析形式的解
.

由于载荷和边界条件对于中线0 = 0
。

/ 2是对称的
,

根据 级数展开理论可知
:

附
。。 = A . ”B 。= o (m == 2

,

4
,

6
,

⋯ ) (3
.

1 5 )

C , = E , = 0 (j= i
,

2
,

3
,

⋯ ) (3
.

1 9 )

由角点位移为零的条件可知
:

I= J = K = 0 (3
.

2 0)

由圆边位移为零的边界条件得到
:

B 。 == 一A 。 (m == i
几,

3
,

5
,

⋯ ) (3
.

2 1 )

由直边位移为零的边界条件得到
:

F , = O (j= 1
,

2
,

3
,

⋯ ) (3
.

2 2 )

考虑到问题的对称性
,

把以上各式代入微分方程
,

即 (3
.

7) 式 , 并代入 转 角为零的边界

条件
,

然后展开及对比方程两边的系数
,

即得到下列无穷线性代数方程组
:

等
““

·
‘之一 (“二 , W

。· +

刀(
理

, 夕

m Z汀2 )
D , 一‘⋯

窖 (m = 1
,

3
,

5
,

n == 1
,

2
,

3
,

(3
.

2 3 )

⋯ )

研 . ”
几
。。
J
。 十 ;

(几
。。

)+ ZA 。 + 4 乙 D ,

了一 1

幻J
, + 1

(幻)
m 吕汀8

= 0 (m = 1
,

3
,

5
,

⋯ ) (3
.

2 4 )

E 不
. 声理

”了+ 乙 A 。
叮留+

8乙一8乙

饥 一 1 , 3 ”一 1 ”· 1 ,s 箫
‘: 一 (“,

卜 ” (, 一 ‘
,

2
,

3
,

⋯ , ‘3
·

2 5 ,

r........j
汀

、...I....lL

上面 (3
.

2 3 )式是由微分方程
,

即 (3
.

7) 式得到的 , (3
.

2 4) 式是由圆 边边界条件及 (3
.

1 2)

式得到的; (3
.

2 5) 式是由直边边界条件及 (3
.

1 3 )式得到的
,

其中各项是按 J
,

(幻P )的 级数展

开的
,

这里
:

‘,
· , 一

J;
J
·

(“二p )J
,

以 ,。)。d 。

‘; , 一

{;
(1 一。

2

)p一 ,
,

(;
了。)、。

(3
.

2 6 )

(3
.

2 7 )

对于 (3
.

2 3 )
、

(3
.

24 )
、

(3
.

25 )式组成的无穷线性代数方程组
,

只要取足够多的 。
, n ,

j
,

形

成一个有限阶的线性代数方程组
,

从中解出W
。 , ,

且。
,

D , ,

连 同(3
.

18 )至 (3
.

2 2) 各式
,

就可

以得到足够精确的解答
.

作为例子
,

表 2 中列出了口
。= 二的固定半圆板受均布载荷q0 作用时在
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p = 0
.

48 6
,

口= 90
’

处所产生的最大挠度值
.

从表中看到
,

当取 。
, ” ,

j的数 量逐渐 增多时
,

求得的挠度值也逐渐 趋于正确解
.

当取 v = 2
,

m = 。= 了= 15 时
,

计算结果与有关文献的结果

已经吻合得很好了
。

表2 固定半圆板在均布荷载下在 p = 0
.

486
,

口= 90
‘

处

的最大挠度 (取 , = 2)

仍仍
,

”
.

]]]

一
附 (q0 a’/ D)))

99999 0
.

0 0 1 9 7 9 5 999

111 111 0
.

0 0 2 0 0 1 7 888

111 555 0
.

0 0 2 0 0 8 8 444

参考文献〔了〕 0
.

0 0 2 0 2 1

用上述方法
,

我们计算了0
。
= 90

。 ,

60
。

时的固定扇形板在均布载荷下产生的挠度W
,

弯

矩M
, ,

M
, 在中心线0= 0。/ 2上各点的值

,

和在边界0= O
。

和 0 = 0
。

上各点的边界弯矩M
。的值

.

计算结果示于图4~ 图7 中
。

图中的分布曲线是在取
v = 2

,

m = n = 了= 9 时得到的
,

这些分布

曲线与文献〔9 」的结果 已符合得很好
.

四
、

径向边界简支的扇形板的自由振动

本文的方法不仅适用于扇形板的弯曲问题
,

而且可以应用于扇形板的稳定
、

振动问题及

弹性地基上的扇形板问题
。

我们仅 以径向边界简支的扇形板的自由振动问题为例来说明
.

薄板自由振动的振型函数应满足如下微分方程
:

认, = 9 0
“

、,
r

、一D
之nU

Z‘、

l
es卜

6
{ / / 一\\

4

!

/
;

一红巡之 \
:{头衫琪注‘万一一 上丛~

之

气)
·

l u
·

乙 U
.

J U
.

4 U
。
。 U

.

6 U
.

7 0
。
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9 1

图4 固定扇形板在均布荷载下的中线挠度不的分布

~~~

一 一一一

一一
’’

}}}

图5 固定扇形板在均布荷载下的中线上的弯矩M
r

的分布



扇形板的富里哀一贝塞尔级数解

图 6 固定扇形板在均布荷载下中线上的弯矩M 。的分布

。
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图 7 固定扇形板在均布荷载下沿直边的奄矩M 。的分布

V
Z
V 么
附一丫

4

附 == 0 (4
.

1 )

式中 下4 =
o, 乞示a 4

D
( 4

.

2 )

这里。为板的 自振频率
,

其值待定 , 示为薄板单位面积的质量
,

设其值为常量
.

若求出 (4
.

1) 式满足边界条件的非零解
,

就可以得到夕必须满足的 自振频率方程
.

对于径

向边界简支
、

圆边任意的扇形板
,

挠度函数牙仍然设成 ( 2
.

8) 式
.

为了便于代入 (4
.

1) 式
,

可

先把p “

和尸
+ 2
展成 。阶富里哀一贝塞尔级数

:

p . == E C . , J。

(几
。 ”p ) ( 4

.

3 )

p . 十 Z

E D . o J 。

(久
。 , p ) (4

.

4 )

其中系数可以通过有关公式和分部积分得到
:

C o . =
2

几
一 。J。 十 :

(丸
。 。

)
( 4

.

6 )

n _ 2 「
,

4 ( u + 1 ) 1
‘价

. ee 一百 - 一了一一
-了万一- 可

~

扮l se —一不万一一一 - .
八 . f. J . +

八 几一 ) L 人 石一 J
( 4

.

6 )

把 (2
.

8) 式代入 ( 4
.

1) 式
,

并注意到 ( 4
.

3)
、

(4
,

4) 式
,

进行运算并对比方程两边系数
,

得

到 .

附
。 ,
二

夕4

几二
”

一护4 (A
o C . 。

+ B o D . 。

) ( fn == i
,

2
,

3
,

⋯ ; , 二 i
,

2
,

3
,

⋯ ) ( 4
.

7 )

边界条件仍为 (2
.

2) 至 ( 2
.

7) 各式
,

与( 2
.

5) 式相应的转角
、

弯矩和剪力的公式仍是 (2
.

9)

至 (2
.

12 )各式
.

可见直边边界条件已经 自然满足
.

只要再根据圆边的两个边界条件
,
就可以



37 0 钱 民 刚 严 宗 达

得到确定 A。
,

B 。 的两组无穷线性代数方程组
.

若要 W
。 。 ,

A 。 ,

定, 的频率方程
,

再代入 (4
.

7 )和 (2
.

8) 式
,

就得到相应的振型
.

例 3 直边简支
、

圆边固定的扇形板
,

具有扇形角e
。
~ 二/ 左

为
a 。

由边界条件不(1
,

0) = O 得到
:

B 。 = 一月。 (tn = i
,

2
,

3
,

⋯ )

B 。 不全为零
,

就会得到确

(其中k > 1 的实数 )
,

半径

(4
.

8 )

. 、 ,

~ ‘
,

.
,

aw
, _

。 、 _ 、 * , , 、 、 , _ 、 , _ , _ 、 ,
‘

_ 、 ,
.

_ 、

_
、 、 , 。 ~

由边界条j午
。 又 仁1

,

即 = U
,

开代八 L4
. ’

() 和 L4
.

匕少
、

L4
.

列
、

气4
.

6 )
,

刊 以得到
:

口尸

(tn 二 1
,

2
,

3
,

⋯ (4
.

9 )一一
一‘、.户才一y

夕大
一双

8乙�
+ +刃。

式中“= ko
.

若有非零解刃
。斧 O

,

则必有下式成立
:

‘+ ‘(“ + ‘,三翻前扁
二砰)一 ” (m 一 ‘

,

2
,

3
, ’

二

( 4
.

1 0 )

此即为确定 自振频率, 的特征方程
。

可以证明
〔‘, ‘

X 。= 乙之己
.

(几二
。

一 , ‘

1

4 (
u + 1 )

I
。 十 :

(? )
了砍夕)一十

J
. 十 :

(y )
-

J。

(力
( 4

.

1 1 )

式中 I
。

(刃
,

I
。 十 ,

(力分别表示
。
阶

, “ 十 1阶虚宗量的贝塞尔函数
.

因此
,

频率方程可整理成
:

1
. 十 :

( , )
I
。

( 丫)

J
。 + :

(丫)
J
。

( y )
0 (m = 1

,

2
,

3
,

⋯ ( 4
.

1 2 )

当“ = k。为整数时
,

上式与文献【18 〕中周边固定的圆板的频率方程完全相同, 而当
“
为非

整数时
,

上式就把文献〔1 8〕的结果推广到具 有任意扇形角0
。
= 二 /k (k > 1 的任意实数 ) 的扇

形板
.

由 (4
.

1 2 ) 式求出一系列v。 :后
,

由 ( 4
.

7 )
、

( 4
.

8 )和 (2
.

8) 式就可以 求 得 与 之 对 应的振型

帝
. : :

帝
。 ! 一A O

I s (
。 + i ) 乙

, 二: J
。

(之
。”户)

一‘
:
)几之

.

J
。十 ,

(之
。。

)

+ ( 1 一 p 么

) p
·

」
s‘n ·“

(阴二 1
,

2
,

3
,

⋯ ; l二 l
,

2
,

3
,

⋯ ) ( 4
.

1 3 )

对于 0
。
= 6 0

’ ,

7 5
’ ,

9 0
’ ,

1 0 5
’ ,

1 2 0
‘

的直边简支
、

圆边固定的扇形板
,

利用 ( 4
.

1 2 )式求得

的 自振频率 , ‘和利用 ( 4
.

1 3 )式求得的环向节线半径户 (‘, 1
,

2
,

3 )的计算结果列在表 3 中
·

表

中
u 为整数时的结果与文献〔1 8 」的相应数值结果几乎完全相同

,

而其它结果在文献〔1 8] 中是

没有的

二为了说明振型的特点 ,

在图 8 中我们画出了 0。= 90
.

的直边简支
、

圆边 固定 的 扇形板 自

由振动时对应于m 二 1一 4
,

I = 1 ~ 4 的 16 个振型的节线分布图
.

其中
, , ~ 1

,

3
,

5
,

⋯所对应的

振型是关于中线O二口。/ 2对称的
, 。 = 2

,

叭 6
,

⋯所对应的振型是关于中线 e 二 0
。

/ 2反对称的
.

例布 周边简支的扇形板
,

扇形角0。= 二/寿伪》 1的实数 )
,

半径为
。 .

往意x[J 圆边简支的边界条件和( 2
.

1的式
,

使用与例 3相同的方法
,

可以得 到 频率方程
:
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表3

吃

一
户. 一

直边简支
、

圆边固定的扇形板自由振动的频率丫, ‘和环向节线半径p ‘

自振频率 下,

2 l

扇形角00

7
.

1 4 3 5 3

1 0
.

6 8 7 0 2

14
.

0 9 R n q

1 0
.
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.
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,
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.
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.
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1 4
.

3 5 5 15 17
.

7 7 6 4 3
6 0

2 1
.

0 9 7 1 2 0
.
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.
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1 8
,

0 0 0 0 9 2 1
.

5 73 6 8 2 5
.

0 0 5 2 0 0
.
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.
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、

仁
一r12一3
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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6
.
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.
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.
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.
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.
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.
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9
.

2 9 1 46
.

8 5 5 2 3 1 6
.

2 1 2 1 0 1 9
.

4 8 78 2 0
.

6 6 3 5 6 0
.

5 2 6 56

12
.

0 6 2 6 2

1 2

1 5
.

8 2 85 2 19
.
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.
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.
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.

6 8 5 8 9

14
.

77 0 6 0 1 8
.
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.

3 1 7 9 9 2 5
.

7 7 11 0 0
.

6 2 8 5 4

6
.

90 56 7 9
.

1 9 6 8 8 12
.

4 0 2 2 2 15
.

5 7 9 4 9 0
.
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8
.

3 4 6 60 1 1
.
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.

1 49 87 18
.
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.
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.
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.

4 1 2 4 9
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.
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.

35 5 15 17
.
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.
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.

5 5 8 9 5
~
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.
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.
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.
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.

6 6 7 8 5
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7
.
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.
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.
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.
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.
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.
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.
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{
n
一
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: {
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0
.
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.
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1 0
.
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.
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.
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.
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.
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0
.
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0
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.
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卜牡七
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⋯
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.
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宁 几帅)
即

1 一拌
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,
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,

3
,
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当 “~ k。为整数时
,

上式与文献〔18 」中周边简支的圆板的频率方程完全相同
,

而当叫卜整

数时
,

上式就把文献〔18 〕的圆板的结果推广到任意夹角 0。一耐k (k》 1的实数 )的扇形板
.

求出 ? 。 : 后
,

相应的 各个振型仍旧可以用 (4
.

13 )式得到
.

表 4 中列出了 自振频率和环向

节线半径p ‘

的计算结呆
.

表中0。= 90
。

且 m = 1 的结果与文献〔18 」中相应的圆板结果几乎完全

相同
,

而其余的结果文献〔1 8」中是没有的
。

例 5 直边简支
、

圆边自由的扇形板
,

扇形角0。= 二/ 九 (k > 1 的实数 ), 半径为
a .

注意到圆边 自由的边界条件和 ( 2
.

1 0)
、

(2
.

1 1 )
,

可以得到
:

(a
,
+ 。1

)A . + (刀
1
+ 万

; )B 。= o

( a
:
+ 反2

)A
。 + (刀

:
+ 刀

:

)B
二= 0

a : = ( 1 一拼) (
。 2
一 u )

a : = ( 1 一户)
u Z

(
u 一 1 )

(切一 ‘
,

2
,

3
, ”

’

) 下
( m = 1

,

2
,

3
,

⋯ )
‘

(4
.

1 5 )

式中
: (4

.

16 )

(4
.

1 7 )
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图8 夕。= 。0
.

直边简支
、

圆边固定的扇形板自由振动的十六种振型的节线分布

刀
: == ( 1 一拌)

。2 + ( 3 + 拌)u + 2 ( 1 + 拌)

几== ( i 一拼)
。3一 (s + 拜)u , 一 4 u

泛, == 2 ( 1一拼) X
a

d :
= 一“2反i 一 2 ? 4 X

。

万
; = 。: 一s ( i 一“) (

“ + i ) X
。

万
: = 。: + s (

u + i ) [ ( i 一拌)
。Z

X 。+ X
。

]

其中X 。
如 (4

.

1 1) 式所示
,

而X
。

和X
。

可以证明 “ . ’:

O O

Xa 一

只兀
止屯 二 _ 工「几

士皿红工_ Z竺
士1 (卫〕1

。

一丫
4 一 4 L l

。

(丫) J
。

(丫) 」
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.
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一
登

~
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子立1 了一叮弃供拄
+

丽二飞八 。 ·

一 y
’

4 下L J
叭下,

J。 + ,
( ? )

J
。

(下) 〕 ( 4
.

2 5 )

由 ( 4
.

1 5 )可以得到频率方程为
:

(a
:
+ 反;

) (刀
: + 万

2

) 一 (a
Z
+ 反2

) (刀
1
+ 万

:

) = o (m = i
,

2
,

3
,

⋯ ) ( 4
.

2 6 )

由频率方程求得一系列 , . ‘后
,

由 ( 4
.

7 )
、

( 4. 1 5 )和 ( 2
.

8) 式可以得到相应的振型
:

一 , 杀. )久
。。J 。 十 ,

(几
。 ,

) 芳捧氰(
‘一

玺与]一
,土

尸lee�

一)
低

: 一

叫鬃
+

(
1 -

2? 盖: J
。

(几
。。p )

(几君
,

湍士
。2

)
。·

)
S‘二“ (阴 == l

,

2
,

3
,

⋯ ; l= l
,

2
,

3
,

⋯ ) ( 4
.

2 7 )
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表4 周边简支的扇形板 自由振动的频率, 耐和环向节线半径p 、

(“二 0
.

3)

自自振频率下,, 环向节线半径肠肠

\\\
,, 111 222 333 444 555 222 333 444

mmm \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\ 1 2
.

9 8 74 999 16
.

2 0 13 888 1 9
.

3 9 10 333 0
.

6 5 6 2 5555555555555555555555555555555555555555555555555555555555555

11111 6
.

32 1 1 777 9
.

7 2 3 6 222 1 6
.

9 8 2丫555 20
.

3 0 3 2 333 2 3
.

5了10 000 0
.

7 3 2 6 333 0
.

4 91 2 555 0
.

7 5 1 6 444 0
.

3 9 3 8000 0
.

60 2 4 777 0
.

8 0 3 3 999

22222222222222222222222222222 2 0
.

7 8 98 999 24
.

2 19 2 000 2 7
.

5 70 8 888 0
.

7 了5 5 000 0
.

5 8 6 0 666 0
.

8 0 0 2 111 0
.

4 89 3 888 0
.

6 6 9 3 111 0
.

8 3 7 5 22233333 9
.

89 92 222 13
.

6 6 2 7 333 2 4
.

4 803 555 2 8
.

D14 0 444 3 1
.

4 4 86 999 0
.

8 0 3 8 666 0
.

64 2 3 444 0
.

82 93 222 0
.

5 5 13 999 0
.

7 1 18 888 0
.

8 5 9 1222

44444444444444444444444444444 1 2
.

1 53 5 777 1 5
.

3 4 8 3 555 1 8
.

5 2 4 6 777 0
.

6 3 2 3 333 0
.

6 82 1 000 0
.

8 492 555 0
.

5 9 60 6666666

11111 1 3
.

3 2 7 1 777 17
.

2 2 0 4 111 1 5
.

4 1 34 666 1 8
.

69 0 2 222 2 1
.

9 25 3 222 0
.

7 0 8 1222 0
.

4a3 0 666 0
.

73 73 666 0
.

3 6 73 9999999

22222222222222222222222222222 1 8
.

5 2 2马444 2 1
.

8 87 2999 2 5
.

1 88 4马马0
.

7 52 2555 0
.

6 5 3 8333 0
.

7 8 4 1 555 0
.

4 56 7333333333333333333333333333

33333 16
.

6 7 6 7000 2 0
.

7 7 2 7 222 2 1
.

5 3 5 8 777 2 4
.

9 86 4 888 2 8
.

3 5 4 9 222 0
.

78 2 0 333 0
.

61 0 8 666 0
.

8 1 3 3 77777 0
.

74 2 1222 0
.

8 7 4 3 888

44444444444444444444444444444 1 1
.

5 8 8 6 9999999 0
.

6 13 4 888 0
.

6 5 1 3了了 0
.

8 3 3 8 77777 0
.

5 8 3 8 000 0
。

7 9 3 844411111 5
.

5 7 14 555 8
,

9 195 888 1 4
.

3 4 7 5 1111111 0
.

6 87 9 222
6)飞15而⋯⋯⋯⋯

0
。

64 6 6 444 0
.

8 2 5 9555

22222222222222222222222222222 16
.

9 8 2 7 5555555 0
.

了32 6 33333333333 0
.

8 4 7 1 888

33333 8
.

4 93 2333 12
.

0 5 5 8 999 1 9
.

5 3 6 2 6666666 0
.

7 6 33 55555555555 0
.

8 6 2 5 777

44444444444444444444444444444 1 1
.

1 8 0 2 1111111 0
.

5 9 8 19999999999999999999999999999999 0
.

7 86 6999

11111 1 1
.

2 8 2 7555 15
.

0 4 18 333 13
.

5 7 4 5 2222222 0
.

6 7 0 8 8888888 0
.

5 16 9 666 0
.

6 8 8 3 333 0
.

8 16 8666

22222222222222222 1 7
.

9 3 78 555 16
.

8 6 5 1 8888888 0
.

7 16 74444444 0
.

5 6 1 4 111 0
.

7 18 7000 0
.

83 75 22233333 14
.

0 0 2 1 11111 18
.

0 85 6 1111111 0
.

7 4 70 666666666 0
.

5 6 9 8 111 D
。

8 5 2 8222

44444444444444444444444444444 10
.

8 7 0 8 555555555555555555555555555 0
.

5 8 5 5 000000000000000000000000000 0
.

62 8 8333 0
.

7 8 1 1444

11111 5
.

0 6 0 9555 8
.

3 7 3 5 99999 1 4
.

7 7 1 6 888 1 7
.

9 3 99 222 0
.

6 5 62 55555 0
.

7 2 6 4 333 0
.

3 4 7 6 666 0
.

6 69 3 11111

22222222222222222 1 1
.

0 3 18 77777 1 7
.

5 95 6 666 2 0
.

80 9 8 222 0
.

7 0 0 9 8888888888888888888888888 0
.

4 3 12 666 0
.

6 9 9 43333333333 7
.

5 3 9 33333333 2 0
.

3 03 2333 2 3
.

6 7 10 000 0
.

7 3 26 333 0
.

5 2 88 999 0
.

7 7 1 2 444 0
.

4 8 9 3 888 0
.

5 5 8 933333

4444444444444444444444444444444 2 2
.

9 2 9 6 555 2B
.

2 5 3 2 99999 0
.

5 8 5 0 666 0
.

8 0 0 2 111 0
.

5 3 3 1 555 0
.

fi14 4 1111199999
.

8 9 9 2 222 13
.

5 6 2 733333 1 4
.

3 6 5 4 111 1 7
.

5 1 83 88888 D
.

6 2 5 7 666 0
.

8 2 0 9 444 0
.

3 3 2 3 222 0
。

6 53 566666

11111111111111111111111111111116
.

80 2 8 111 2 0
.

0 0 2 688888 0
.

4 2 6 7 000 0
.

了1 7 7 999 0
.

4 1 0了444 0
.

6 8 3 2 11111

111112
.

1 9 5 3 666 16
.

0 15 3 77777 19
.

1 54 3 777 2 2
.

3 986 99999 0
.

50 8 4 222 0
.

7 6 06 000 0
。

4 6 6 6 777 0
.

5 5 0 2 00000

2222222222222222222222222222222 1
.

4 3 7 3 666 2 4
.

7 2 8 966666 0
.

5 6 3 4 222 0
‘

7 8 9 0 999 0
.

6 0 9 5 222 0
.

6 0 2 4 77777

44444
.

5 8 9 6888 7
.

9 7 78 55555 14
.

0 4 0 6333 1 7
。

1 9 9 9 88888 0
.

6 0 3 9 555 0
.

8 0 98 666 0
.

3 2 0 0 222 0
.

6 4 0 2 444444444444444

111111111111111111111111111111111 9
.

3 9 1 0 33333 0
.

4 13 3 333 0
.

7 10 7 666 0
.

3 9 3 8 000 0
.

6 6仑3 111 0
.

8 0 9499966666
.

8 4 7 3 777 10
.

2 8 86 6666666 2 1
.

5 0 8 8 77777 0
.

49 12 555 0
.

7 5 1 6 444 0
.

4 4 7 5 88888 0
.

82 9 4 999

222222222222222222222222222222222 3
.

5 7 1 0 00000 0
.

5 44 9 222 0
.

7 79 5 555 0
.

4 8 9 3 88888 0
.

8 4 45 888

88888
.

8 9 7 6 555 12
.

4 8 96 77777777777 0
.

5 85 0 666 0
。

8 0 0 2 1111111 0
.

7 7 6 6888

000000000000000000000000000000000000000000000
.

8 03 3 999

111110
.

8 8 03 999 14
.

6 2 109999999999999999999 0
。

8 2 26999

000000000000000000000000000000000000000000000
.

8 3了5222

44444
.

4 0 6 8 333 7
.

6 7 7 4 777777777777777777777

66666
.

3 2 1 1 777 9
.

72 36 222 12
.

9 8 7 4 999 16
.

2 0 1 3 88888888888888888

111111111111111111111111111115
.

0 15 7 777 18
.

2 8 1 7 2222222222222222288888
.

13 7 3 111 11
.

6 7 3 9333 16
.

98 2了555 2 0
.

3 0 3 2 33333333333333333

00000
‘

8 9 9 2 222 1 3
.

5 6 2了333333333333333333333

在表 5 中列出了自振频率 , 。 :和环向节线半径 p ‘的计算结果
.

表中
“
为整数时 的部分结

果 与文献【18 〕的相应结果符合得很好
,

当 “ 不是整数时的其余结果是文献 【1 8] 所 不 能计算

的
。

把表3
,

表 4
,

表 5 的结果相比较
,

可以看到
,

在00 和下标 。
,

I相同时
,

随着圆边约束的逐

步减弱
,

扇形板的自振频率减小而环向节线半径增大
,

这是显然合理的
.

五
、

结 束 语

我们应用统一的位移模式
,

即加补充项的双重富里哀一贝塞尔级数
,

对于各种角度
、

各

种边界条件的扇形板的弯曲和振动问题
,

提出了一种应用范围比较广的
、

便于计算的
、

解析

形式的解法
.

实际上
,

这种方法只要略加改变就可以应用于环 形
、

环 扇 形 板 (参 阅 文 献

【1 9〕)
。

在其它文献中
,

我们还未曾见到有任何一种便于计算的解析方法能应用 到 这样广的

范围
。

作为算例
,

我们求解了五个例题
,

得到了满意的结果
,

其中有些解是在其它文献中未

曾找到过的
。
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表5 直边简支
、

圆边自由的扇形板自自振动的频率下耐和环向节线半径p ‘

(拼二 0
.
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