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摘 要

文献【1〕研究了在有稳定换热过程的管道流动中
.

当粘性系数拼是温度的指数函数时
,

在甚么

条件下发生一维非等温流动
.

对于平面渠道及圆管的流动
,

还研究了速度及温度场
.

本文对同样问题补充提出了二种新的解法
.

文献【1 〕的方法可看成是本文方法的一个自然 的

分支
.

两个新解法中的一个只能求解文献〔l 〕的同样问题
,

其计算过程的复杂程度也 和 文献〔1 〕

不相上下 ; 但是另一个却能超出文献【1 〕的研究范围
,

即对管道的横截面的周界不是 等 曲率曲线

的情形亦可求解
.

一
、

问 题 的 提 法

许多管道中的流体动力学及热交换问题
,

由于计及粘性系数沿流程的变化引起横向速度

分量而使问题大为复杂化
.

人们注意到这样的问题
:

寻求这样的一个类型的非等温流动
,

虽

然粘性系数有纵向变化
,

但流动的一维性仍然保留
。

文献【1 〕详尽地研究了这个问题
。

并对

平面渠道及圆管流动得到了液体的温度及速度的微分方程组
.

我们指出
,

可以用多种方法求

解这个问题 , 并且可以越出文献〔1 〕的限制伞件
:

管道的横截面的周界曲线是等曲率曲线
·

设液体质点的速度沿 二 轴
,

并有
v , v

(g
, 二

)
,

t(大
, 夕, z

) = 月二 + ti
(, , 二

) (1
.

1 )

式中
v
表示液体质点的速度

, t表示温度
,

A 为常数
,

且A 今 0
.

设粘性系数 拼随温度t的变化规律为

拼/ 拼
。= e x p [ 一夕(t一 t。)] (1

.

2 )

这里
,
拼。及 刀均为常数

。

不计热散失时
,

运动及热传导方程为“ ’

带 钱伟长推荐
.

本文初稿曾于 1 081 年 8 月在青岛 8 24 会议 (物理气体动力学学术会议 ) 上宣读
.

修改稿较初

稿有较大的变动
.
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式中 X = 二/ I
,

Y = , / l
,

Z = :
/ l

,
U , 。

/
u o ,

0 = tl
/ (A Z)

,

P = p l/ (拼
。 u 。

)
,

p
。
= u ol/

a ,
a = 刀月1

.

其中 P

—
压力

, a

—
导温系数

,
u0

—
按流量的平均速度

,
l

—横截 面的特征尺寸
.

由式 (1
.

3) 的头三个方程可以消去速度
,

而得压力的方程
:

日
2

尸
.

日Z
P 日P

ay
‘十 百玄‘ = 一 a 万灭

尸 (1
.

4 )

设

F = 尸(Y
,

Z )
,

尸= e x p [一 a X 」f
l

(F )

式中 f
,

(F )表示 F 的任意函数
,

则有

(1
.

5 )

a尸

口Y

一 , : (二)
器 e x p〔一a X 〕

a Z
尸

口Y
Z
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6 )

日
么
F

口P / 口X == 一 f
l
(F )a

e x p [ 一 a X I

将式 (2
.

6 )~ (1
.

8 )代入式(1
.

4 )得

(1
.

7 )

(1
.

8 )

、,..t了11sese

门.口J, .eses�

)
一 a “

f
l

( F ’
( 1

.

9 )
下
�

矛己
工口

+
F那�dla, : (二 )「(器

一

)
’
+

(器门
+ ji( 尸 )

由式 ( 1. 9) 知
,

当

日Z
F

.

口
ZF

亦
‘十

声

西砂
~

二 O 或
日

ZF
夭斌寿 +
0 1 一

口zF

aZ Z = 红F ) ( 1
.

1 0 )

时
,

必有

(器)
’
+

(器)
2
一‘l

(尸’
( 1

.

1 1 )

其中红F ) 及 舀
,
(F ) 均表示 F 的任意函数

。

现求边界条件
。

由式 ( 1
.

5) 有

口尸
, , ,

。
、 _ , 护 ,

aF一

普补 = j, (F )
e x p〔一 a X 〕荟霉

矛

aY
J 、一 2 ”一犷 “

“
‘ “ a y

,

器
一 , : (二 )一p

卜
a

x] 器
-

由式 ( 1
.

3 )的第二
、

aU
口Y

三式及式 ( 1
.

5) 可得

口夕 日U a夕
_

口U
日 , -

一
~

不万 一蕊 下矛一 = U
, 一

而亏户

O乙 O 乙 口 1 0 1

口U aF
百玄一口犷 二 0 ( 1

.

1 2 )

因为在固壁上恒有 U 三 0 ,

故由式 ( 1
.

1 2) 知
,

沿管道的横截面的周界及等温线
,

F (Y
,

Z ) 为

常数
.

即是说
,

要使满足式 ( 1
.

1) 的非等温流动出现
,

在液流的等温线及管道的横 截 面的周

界上
,

液体的速度及压力应当为常数
,

即
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F }
。
= F : = 常数

于是
,

对于压力 P
,

我们有方程 (1
.

5 )
,

(1
.

9 )及 (1
.

1 3 )
.

( 1 )设f
:
(F )为某已知函数 , (2) 设f

;
(尸)为待求的未知函数

.
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(1
.

1 3 )

我们分两种情况来解这问题
:

二
、

当函数fl(F)为F的某已知函数时

1
.

设 fl (F )= F

由式 (1
.

5 )
,

(1
.

9 )
,

(1
.

1 1 )及(1
.

1 3 )得到问题的数学提法为

尸

一
p
卜

a x 〕二
,

纂
+

努一二

(器)
’
+

(器)
’
一“(尸 ,

,

尸 ,一尸 1一常数 { (2
.

1 )

这个问题巳经被文献 [ 1 〕很好地解决了
.

文献〔1 〕指出
:

符合像式 (2
.

1 )那样地数学提

法的实际问题
,

其横截面的轮廓曲线一定是等曲率曲线
.

平面渠道
,

圆管及共轴圆管间的流

动均是属于这种情况
。

文献【1 〕得到了平面渠道及圆管流动的准确解
.

1
.

设

jl (F )= 尹
,

F = F (y
, z

) (2
.

2)

P = e 一 a X
·

e 夕 == e x p [F 一 a X 〕 (2
.

3 )

式 (1
.

9) 则简化成为

, aF 、2
.

, aF 、2
.

aZ
F

.

口ZF

气百犷
一

夕十气
~

。艺
~

夕十刁犷
空十

~

百玄恋 = a
- (2

.

4 )

以下分二种情况来研究

( l ) 平面渠道

对于平面渠道
,

变量Z 消失
,

f
;
(F )==

e ,

F = F (Y )

P = e x p [F 一 a X ]

式 (2
.

4) 变为

式 (2
.

1 )及(2
.

3 )变为

} (2
.

5 )

豁
+

(器)
’

一
’

斋 一〔。
, e X p〔Za y 〕一 1〕/ (1 + 。1

一p〔Za y 〕)

(2
.

6 )

积分一次得

式中 g :
为积分常数

,

再积分得

。
, 工 ‘ . 、

1
, . ,

_ _
_ _ _ 。 .

_
l r ,

I’ = I n 气1 一9 1夕i )一
一

万I n y i 十 I n 9 2 ,

习== 七x PL乙a I J
‘

(2
.

7 )

式中 g :
为积分常数

,

于是得
e , == 9 2

(i + g le : p [ Za Y I)/ 斌云可豆压了丁‘夕
:
(e x p [ ‘a y j+ g le x p [。Y〕)

令

(2
.

8 )

(C + B )/ 2 == g : ,

(C一 B )/ 2 == g : g :
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则得

1
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== C eh a y + B sh a y

故得

P = e x p [一a X ]
·

e 护= e x p [一a X ](C e h a y + B sh a Y )

将式 (2
.

的代入式 (1
.

3) 得决定 U 及 0 的微分方程组为
:

(2
.

9 )

一

势一
(。

。。a : + e s、a : )一p〔。。〕

纂
一尸

.

。 { (2
.

1 0 )

( 2 ) 圆管

对于圆管
,

式 (2
.

4) 变为

d
Z
F

d R
Z

+

清
一

翼
+

(器)
“

一
2

(2
.

1 1 )

令 d F / d R = : , ,

则式(2
.

n )变为

d 之
,

.

1

己万
~

十 一衷 zl 十 2 1 = a
- (2

.

1 2 )

此为黎卡迪方程
,

再做变换
二 : 二式 /

: :

则式 (2
.

1 2 )变为
之笠+ R

一 ’z 盆一 a Zz Z
= 0

如果令 R ; = iR
,

则上式变为

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

d
2 2 。

一
,

d Z 。
.

一

万充犷十 式 r
‘

刁威十 “ ““2
= ”

此为零阶贝塞尔方程
,

其解为
〔“’

‘ :
== B , J。(a R

;

) + B
z
Y 。

(a R ,
)

式中 J。 及Y 。分别表示零阶第一类及第二类贝塞尔函数
.

由于

J石= 一 J : ,

Y 石= 一Y
,

故得

之i
=

d z Z
/ d R

2 2

二二
— 公a

B , J
i

B IJ o

a R
,

) + B
Z
Y

I

(a R )
a R

,

) + B
Z
Y 。

(a R )

故
F 一

J
: ld R 一B 3 + ,

n 〔B IJ。(a R I
, + B ZY 。

(a R I
,j

P = e x p〔F 一 a X ] 二 e x p〔一 a X ] [ B l 。(a R ) + CK 。
(a 尺)〕} (2

.

1 5 )

式中 B 。
为积分常数

,

B = ex p【B 3
〕

·

B l ,

C二 。x P[ B : 卜B
:

代表任意常数
,

I
。

及 K 。
表示虚宗量

的零阶第一类及第二类贝塞尔函数
.

将式 (2
.

15 ) 代入式 (1
.

3)
,
得决定 U 及 e的微 分 方程

组
.

- - - 一

补 ;
‘



对流热交换的一维非等温流动 2 53

器
一(, , ,

(a * )+ 二
,
(a * ))一p 〔a。〕

一

纂
一

+

食
一

簇
一Pe 二 (* 一、刃、

,
(2

.

16 )

式(2
.

1 5 )及 (2
.

1 6 )和文献〔1 」的结果完全一致
.

1
.

设

f
,
(F )==

e , ,

F = 切(Y )+ 劝(Z )

F }
。
= F l = 常数 { (2

.

1 7 )

尸二 e x p [F 一a X 〕= e x p [一 aX + 切(Y ) + 叻(Z )〕 (2
.

1 8)

式 (2
.

4 )成为

杂
- +

(韶
一

)
’

十
一

会
+

(黑
一

介
少

(2
.

1 9 )

而有

穿
+

(斋)
’

一

令
+

(韶
一

)
“一犷一 , 一 :

(2
.

2 0 )

式中
a
为本征值

,

它由具体的边值问题决定
。

(详见附录) 式 (2
.

20 )和式(2
.

6) 相似
,

仿照后

者的积分方法
,

将前者积分二次
,

代入式(2
.

18 )可得

P二 e x p [ 一 a X 〕(C
e h a Y + B s h a y)

·

(9
e h a l二 + 叨 s h a l二

) (2
.

2 1 )

式中 C
,

B
, 口及 叨 为积分常数

,

它们 由边界条件决定
.

将式 (s2
.

2 1) 代入式 (lf. 3) 可得决定U

及 0 的微分方程组
。

式(2
.

2 1) 亦适用于管道的横截面的周界线不是等曲率曲线的情形
,

即是说
,

它突破了文

献〔1 〕的限制条件—横截面的周界曲线必须是等曲率曲线
。

三
、

当fl
(F )为待决定的未知函数时

由于式 (1
.

的 中 fl (F )被视为未知函数
,

。Z

F / 口Y
Z + a么F / aZ

“

= o

我们试探令

、..、‘J...

、少F人
, : (二)〔(器)

’ +

(器)
’

]一
’

结合式 (1
.

5 )及 (1
.

13 )可把求压力 尸 的数学提法归结为
: 设

P = f
:
(F )

e x p [ 一 a X ]
,

F = F (Y
,

Z ) (1
.

5 )

求解

a
Z
F

aY
Z

.

护F
十不万飞 = U

O 乙
一

(3
.

1 )

边界条件

f
:
(F )}

。
== A : = 常数 (3

.

2 )
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且p

F ,
。
= F : ~ 常数 (3

.

3 )

附加条件

(器)
’ +

(
一

器)
’

一揣
一“!

(尸 ,
(3

.

4 )

不难理解
,

满足式(3
.

3 )时
,

式 (3
.

1) 的解只是在少数几种情况下才同时也满足式(3
.

4 )
.

因此
,

必须寻找横截面的周界的各种可能的形状
,

使得式 (3
.

1) 及 (3
.

3 )的边值问题的解也满

足式(3
.

4)
.

因

心
, _

_ 匹
i _

.

J尸 一 ay

口Y
‘

~

矛,
~

十
O I’

a占
:

a Z

故由式 (3
.

4) 及 (3
.

1) 不难求得

F / 口F 、2
.

l aF \2 1 一 5 2 么「
_

口F 口F 口Z
F

L气
一

石y
一

夕十气万牙夕」 L
艺 J夕

一
’ 一

万矛
’

丽百玄
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,

旦竺 _ 了旦尸、
, -
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一

1
、日Y / 口Z

“
、日2 1 口Y

芯
」

奋念
一

器一
‘(尸’

(3
.

5 )

式(3
.

5 )的左边是平面曲线 F (Y
,

Z )二常数的曲率
.

式 (3
.

5 )表明
:

当F = 常数时
,

这曲线

为等曲率曲线
.

由式(3
.

3 )知
,

横截面的边界线也是F (y
,

Z )== F : ,

故横截面的周界线是具

常曲率K (F
:
)的曲线

.

平面渠道
,

圆管及共轴圆柱面间的轴向流动均是属于这种情形
.

所 以
,

对于上述三种情况言
,

可能存在满足式 (3
.

1 )
,

(3
.

2) 及 (3
.

4) 的解
。

以下
,

我们

就分别研究液体在平面渠道及圆管中流动的情形
。

1
.

平面渠道

对于平面渠道
,

变量Z 消失
,

式 (3
.

1) 变为

少F / d y
“
= 0

故得

F = C ly + C :

式中C :及C :为积分常数
。

代入式(3
.

4 )得

C老= “丫代F丫月(尸)

即

(3
.

6 )

一

首
‘

1
一 。

其解为

f
: = 仇

e x p [aF / C
: 〕+ q

e x p [一 口尸/ C
:

〕

式中C。及 C. 为积分常数
.

将式(3
,

6) 代入得

f
: = q

e x p [ a Y J+ C ee盆p [ 一a y ]

式中

C6 = C oe x p [ a C :
/ C

: ]
,

C . = C. ex p [ 一 a C :
/ C

:
」

式 (3
.

7 )和式(2
.

5) 相同
,

用推算式(2
.

的的同样方法
,

改变式(3
.

7 )中的常数可得

f
: == C e h a y + B sh a y

代入式 (l .5 )得
· 、

(3
.

7 )

(3
.

8 )
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P = e x P [一a X I(C
e五a y + B s h a y )

它和文献【1 」的结果完全一致
。

1
.

圆管中的流动

对于圆管的情形
,

式 (3
.

1) 及(3
.

3 )变为

肠生

(3
.

9 )

d
:
F

.

1 d F

刁天
‘十天

一

刁左
-

= u

F }
。

= F : = 常数

式(3
.

1 0) 的解为

F = In (E
: R E :

)二 In E : + E
z
ln R

式中 E : 及 E :
为积分常数

,

故得

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

(3
.

1 2 )

(器)
’一 E 一p 〔“F ’

式中

E = E 委E 扩

h = 一2 / E
:

(3
.

1 3 )

、..‘、.J
2万

于是
,

式 (3
.

4) 变为

E 召几尸 =
。 : 一工廷互工
一 月 (F )

(3
.

1 4 )

令 F , = hF + 几: 及 E h
一 “i二 a Z

/ h
么,

e x p [F : 〕

则式(3
.

1 4) 变为

_ 工述丑立
一 f发(F )

(3
.

1 5 )

式中

f
Z

(F
,
)== f

Z

(hF + h ,
)二f

:
(F )

按 照文献【2 ]
,

式(3
.

15 )的解为

f
:

(F
、
)= 刀

、

(1 十F 孟/ 2 十F 皇/ 6 + F 受八 2 + F 全/ 24 + 13 F ; / 7 2 0 + ⋯ )

+ 刀
:
(F

, + F 全/ 6 + F 受八2 十F 至/ 3。+ F 皇/ 72 + 29 F ?

/ 5 0 4。+ ⋯ )

将式(3
.

1 2 )及 (3
.

1 6 )代入上式
,

于是求得

f
Z
(F

:
)二 f

:
(F )= f

a
(R )

再代入式(1
.

5 )
,

最后求得

p = e x p [一a X ]f
:

(尸)

式(3
.

14 )可用另法求解如下
:

将式 (3
.

1 4 )变为

(3
.

16 )

(3
.

1 7 )

(3
.

1 8 )

(F )一云
一e x p〔一hF ]f

:
(F )= o (3

.

1 9 )

令
〔“’

f
l
(F )= 刀(亡)

,

互二 。x p〔一 hF ] ( 5
.

2。)

则式(3
.

1的变为

梦俨 + 乙叮, 一 [a
Z

/ (h
Z
E )]雪冲= o (3

.

2 1 )

它和式 (2
·

1 4 )相似
,

不难求得 刀(互)
,

然后由式 (3
.

2 0 )
,

(3
.

1 2 )
,

(3
.

1 3 )及 (1
.

5 )经过不太繁

的运算
,

可得
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P = e x p [ 一 a X 〕(B I D
(a R )+ CK 。

(a 左))

它和文献
‘”的结果完全一致

.

(3
.

2 2 )

(A
.

1)

(A
.

2)

(A
.

3)

(A
.

4)

、.产
‘

1产、,
r‘

、
r

七d九h泞了八6AAAA了.、r、
�

r、了.、

附录 式 ( 2
.

20) 中本征值
a 的确定

设管道的横截面的周界曲线为椭圆

Y叮吠十 Z 叮鱿二 1

则有

Y = 0 时
,

Z 二士bl

Z 一 0 时
,

Y 一 士al
‘

设椭圆 (A
.

1) 上液体质点的压力尸为已知
,

即式 ( 2
.

21 ) 中有

[ (C e li a y + B s h aY )
·

(a e h a : Z + 。 sh a : Z ) ] 1
。 = P : = e o n s t

将式 (A
.

2)及(A
.

3)代入得

C (9 e h a i 6 : + 。 s h a i bi ) = P
i

C (9 e h a i
b

, 一二 sli a i b l) = P i

g (C e h a a : + B sh a a ,

) = P i

叮(C e h a a : 一 B s h a a :
) 二P 工

于是得

C g
·

e h a i b i = P :

功C
·

sh a i
b
i 二 O

C 叮
·

e h a a i = P i

B g
·

511 a a i = 0

由式(A
.

1吟得

功 = 0 或 a , = 0 (丫 C 年 O及 b
i
斗 0)

如果 a : = 0
,

则由式 ( 2
.

20)得

a 二二二a

将 a , = 0 代入式 (A
.

9) 得

C q 二尸1

将 a = a 代入式(A
.

11) 得

C g 斗P : (因 a = a 今 0 及 a l
今0)

故式 (A
.

15)及(A
.

1的互相矛盾
,

故al 斗 0
.

由式 (A
.

玲 )得

切 = 0

同理
,

由式 (A
.

1 2)可得

B 二 0

将式(A
.

17)及 (A
.

18) 代入式 (A
.

5)、(A
.

8) 得

C g
·

比 a i bi 二P i

C g
·

e h a a i = P i

由式伍
.

19) 及 (A
.

2。)得
a i bi = a a :

将式 ( 2
, 2 0)代入得

(a
2 一a :

)bf二 a , a釜

故

(A
.

9)

(A
.

10)

(A
.

11)

(A
.

12)

(A
.

13)

(A
.

14)

(A
,

15)

(A
.

1 6)

(A
.

I v)

(A 一 8)

(A
.

19)

(A
.

2 0)

b
, a

a ~ 上
一 (A

.

2 一)

于是
,

我们求得了式 ( 2
.

2吟中的本征值a
.
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