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摘 要

本文利用 S a m p s o n 奇点及配置法求解多个球形液滴在蠕动流中的阻力系数
.

计算了由不同数

目液滴组成的液滴串在不同液滴间距下 的阻力系数并揭示了粘度比对遮蔽效应和端缘效应的影响
.

文章还对方法的收敛性进行了研究
.

本文利用 Gl uc k m an M
.

J
.

等人川在处理多个 刚性 球时发展起来的配置法研究了多个

液滴的蠕动流
,

它在生物工程及化学工程等领域有着重要的应用
.

写出球形液滴 内外区域的

普遍解
,

并令其在分界面配置点上满足运动学和动力学正配条件
,

组得到一组线性代数方程

组以确定解中的待定系数
.

利用任何一种矩阵求逆技巧求解线性方程组即得问题的近似解
。

本文第一节叙述多个液滴问题的数学提法
.

第二节介绍并分析数值计算结果
。

一
、

多个液滴问题的提法

考虑速度为U 的来流绕M个大小相同的球形液滴的蠕动流
.

来流 的方向和球心联线的方

向重合
,

球形液滴的半径为
a ,

且沿球心联线方向等距地放置
,

相邻两球心之间的距离为 Zd
.

取柱坐标系 (万
,

Z
,

向
,

Z 轴指向球心联线的方向
,

原点放在首尾两球形液滴球心联线的中点

上(见图 1 )
.

液滴 内外的流动区域及流体的粘性系数分别记为 口乡
‘’,

口‘。 , 及拼(‘, , 拼‘o) ,

其中

侧
‘,
表第 j个液滴的内部区域

.

假设液滴的表面张力足够大使其在运动过程中保持 球 形不

川
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标和物理量无量纲化
,

则液滴内外的流动满足下列无量纲形式的方程

V
Z v = V P

,

V
·

v == 0 (1
.

1 )

这里 丫 和 p 分别为无量纲速度矢量和无量纲压力
.

由于流动的轴对称性
,

存在着无量纲流函数 叻
,

使

_
.

_ l a沪
_ .

_ l a功
仰一 一贾 a z

, “么一万
一

aR (1
.

2 )

其中 v , , v : 分别为速度矢量在 R
,

Z 轴上的投影
.

对(1
.

1) 式取旋度并利用 (l
.

2) 式可推出

沪满足下列四阶微分方程

D
Z

(D
Z功)= 0 (1

.

3 )

其中 D
“

为广 义 Sto k es 算子
,

它在柱坐标系中的表达式为

D
2

口2 1

= a R
Z

一左
口2

a Z
Z (1

.

4 )

在柱坐标 系中
,

压力 P和 功由下式联系起来

器
一

吴粼。op), 器一美黔。。 (1
.

5 )

球形液滴内部区域的解由下列无穷级数给出
:

v

扩
’=

v
扩
’=

兄 [ A
。 , G鑫

, ’
(R

,

Z 一 Z ,
) + B

。 , G护, (R
,

Z 一 Z ,
) ]

乙 [月
。 , G 盆

5 ,
(R

,

Z 一 Z , )+ B
, , G 护)

(R
,

Z 一 Z ,
) ]

(j= 1
,

⋯
,

M ) (1
.

6 )

砂(‘, =

P (‘) =

乙 {A
二 , G 轰3 ’(R

,

Z 一 Z ,
) + B

, , G 舒
’
(R

,

Z 一Z , ) ]

P0 +

鑫
凡

,

髻 二
1

(“
,

Z 一z,)

其中上标 f代表内部区域的解
.

A
, , ,

B
。 , 为待定的系数

.

PO 为球心处的压力
,

不访取为零
。

而

Z , = (一M 一 1 + Zj)d

函数 G 鑫的具有下列表达式

(j= 1
,

⋯
,

M ) (1
.

7 )

(1
.

8 )
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,
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其中 亡一 z (尺
“+ z “

)
一
去

,

尸
。

为
,
阶L e g e n d r e

多项式
,

,
。

为第一类
。
阶一 i / 2次G e g e n b a u e r函

数
。

球形液滴外部区域口
‘口, 的解可表示成下列无穷级数的形成

、、.....1.....1
、

,

了r|leseseseees/卫 仪
v
犷
’= i + 艺 艺 [ C

” , F 轰
, ,
(R

,

Z 一Z ,
) + D

。 , 尸护
,
(尺

,

Z 一 Z ,
)〕

J . 1 ” 一 2

盆 (力

。
护 = 乙 乙 〔C

。 , F 尸 (R
,

Z 一 Z ,
) + D

。 , F 护
’
(R

,

Z 一Z ,
)〕

了一 1 ” . 2

(1
.

9 )

R
2

梦
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-

乙

卫 C比)
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,

件
旦F尸

!

(R
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“一 Z ,
,

其中上标 (o) 代表外部区域的解
,

P。 为无穷远处压力
,

C
, , ,

D
, ,
为待定系数

,

而函数 F 护由

下列表达式确定
口 + 1

F 益
1 ) (R

,

Z )

F 护
’
(R

,

Z )

F 护
’

(R
,

Z )

F 护
,
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,

Z )

== (尸 + 子)一
f一尸

,

(约
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)
一
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。
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。

(乙) }
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万 J
”

(雪)

(R
Z
+ Z

么

)一下 J
。

(雪)
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,

z )一 (*
2
+ Z

·

)嗜 丝
方
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户
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,

Z )二 (
n + z )(R

Z
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2

)
一竺妥

2

方
‘
。 十 1

(“卜
2 2 (尸 + 2

2

)
一

导清
J

,

(: )

本问题的边界条件为
:

。
扩

, 。0 5 0 , +

在球形液滴表面 r , = 1 上 (j = 1
,

⋯
,

M )
,

法 向速度为零给出

v
穿
’5 in s, == o

, v
玉

o ’c o s o, + v

扩
’sin s, = o (1

.

1 1 )

其中 r , = M R
Z
+ (Z 一 Z ,

)
“ ,

0 , = tg 一 ‘
R

Z 一Z j

.

内外区域切向速度连续给出

。
扩
’e o s 8 )一 v

玉
o ’s in s, = v

穿
’e o s o , 一 v

犷
’s in o ,

此外
,

一

切向应力连续要求

(1
.

1 2 )

。(‘)

(
。。 S“J

晶
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+ s ; n 。,
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r J )
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望
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梦
’s in s,

r 了

一

)
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劝‘
o , = R

Z

/ 2
, v

遥
o , = z , v

盗
o ’=

显然
,

(1
.

9) 式已满足无穷远处边界条件
.

0 (1
.

1 3 )

现在我们采用配置 法 求解
.

截取无穷级数的前
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N 项
,

并使之在每个球面的N个选定的点上满足边界条件
,

由此得到下列 4MN 个 方程确定

4M N个未知数A
: , ,

B
。 , ,

C
, , ,

D
, ,
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co 扩肠F z 护’(”
、 ,

,
、一z,) 一

哗
“
F 尺护

,
(月

。 ,

2
、一Z ,

)

一 F 护
,
(左

。,

艺
、一 Z ,

)
e o so ,互干

r飞

尸护
’
(“

自 ,

“厂Z,) 今翔}
- 一

鑫
S‘n 口’“ {

其中 R * ,

Z 、
(k = 1

,

⋯
,

MN ) 是球面上配置点的坐标
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这里 r Z == R
Z
+ 2

2 。

解出线性代数方程组 (2
.

2 4 ) 后
,

求得A
。 , ,

B
。 , ,

C
。 , ,

D
。 , .

球内和 球 外 S to ke s

的近似表达式由 (1
.

6) 及 (l
.

1 0) 式完全确定
。

第 j个球的阻力系数几
, 由下式确定

(j= 1
,

⋯
,

M )

数 值 计 算 结 果

流动

.

1 6 )

取两种不 同的粘度比进行了数 值 计 算
.

a = ““,
/ 拼

‘”,

代表水滴在空气中和气泡在水中的运动
。

球面上配置点按照等分原则选取
.

因为在 0 == o , 二/ 2

= 5 5
.

5 8 e2 8 和 0
.

0 1 7 0 9 ,

它们分别

二 这些点上
,

系数 矩阵有奇性
,

所以我们用 J
,
二一d 代替 0 , 二 ,

为了检验上述方法的精度
,

确解进行比较
〔“’,

结果列在表

表 1

而用要一占
乙

,

晋+ 占两个点来代替二/ 2
,

这里取d二 0
.

01
‘ .

石

我们计算了单个球形液滴在蠕动流中所受的阻力系数并和准

1 中
。

从表中可以看到
,

不管那种 。 ,

阻 力系数很快收敛到六

单个液滴的阻力系数和准确解的比较

一

M一
一

一��

~ ~ ~ ~
-

- 一一
准 确 解

5 6
.

5 862 8 0
.

9 9 4 1 0 9 0
.

匀94 10 9 0
.

9 94 10 9

0
.

0 1 7 9 9 0
.

6 7 2 5 6 1 0
.

6 72 5 5 7 0
.

6 7 2 5 5 7 0
.

6 72 5 5了
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位有效数字
,

而且收敛值和准确解重合到小数点后面六位数
.

由此可以得出结论
,

方法的收

敛性及精度是很好的
.

通过计算不同间距两个球形液滴的阻力系数
,

可 以进一步考验方法的收敛性
.

表 2 的结

果清楚地说明配置法具有很好的收敛性
.

对于 d /a > 4 的情形
,

只要取M 二 6 ,

就能达到收敛

到小数点后面五位数 的 结 果
.

即使对于 d /a = l
,

即两球相互接触这一极强干扰的情况
,

也

表 2 两个球形液滴的阻力系数

a 二 5 5
.

5 8 6 2 8 a = 0
.

0 1 7 9 9

M

4

d /a

6

8

1 0

1 2

1 4

0
.

6 4 3 2 4

0
.

6 4 2 0 3

0
.

6 4 17 2

0
。

6 42 10

0
.

6 4 2 19

0
.

64 2 19

d /
a = 2

0
.

7 3 80 5

0
.

7 3 88 7

0
。

7 3 8 86

0
.

7 3 8B6

d /a 二4

0
.

8 3 9 8 5

0
.

8 3 9 9 0

0
.

8 3 9 9 0

d /
a = 8

0
.

9 0 9 6 0

0
。

9 0 9 6 1

0
.

9 0 96 1

d /o 一 16

0
.

9 4 98 7

0
。

9 4 9 8 8

0
.

94 98 8

d /
a

0
.

4 6 4 0 3

0
.

46 5仑9

0
。

4 6 5 4 0

0
.

4 6 5 5 3

0
.

4 6 5 6 7

0
.

4 6 5 6 7

d /
a 二2

0
.

5 3 90 0

0
.

5 3 89 6

0
.

5 3 90 0

0
.

5 3 9 00

d /a = 4

0
.

5 9 7 4 2

0
.

5马7 3 9

0
.

5 9 7 3 9

d /a = 8

0
.

6 32 6 9

0
,

6 32 6 8

0
.

6 3 26 8

d/
a = 1 6

0
.

6 5 2 0 4

0
.

6 5 2 00

0
.

6 5 2 0 0

只要取M = 12 就能取得收敛到小数点后五位数的结果
.

表 3 计算了 d /a = 2 时由不同数 目的圆球组成的球形液滴串的阻力系数
,

圆球个数取2 ,

3 , 4 , 5 , 6 , 8 等几种情形
.

计算结果还同时在图 2 和图 3 中画出
.

本来
,

每个圆球 阻力系

数的值是离散的
,

但是为了清楚地显示不同液滴串阻力系数的变化情形
,

我们将这些离散值

用实线联接起来
.

无论是从图 2 (a 二 55
.

5 8 6 2 8) 或图 3 (a 二 0
.

0 1 7 9 9) 都可 以看出当液滴
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串的长度增加时
,

中心球形液滴的阻力系数是减少的
,

这就是所谓的遮蔽作用
.

当球形液滴

逼近液滴串端缘 时
,

相邻液滴间的阻力系数发生急剧的变化
,

显示了强烈的端缘效应
.

当液滴

串的长度增加时
,

中央部分球形液滴的阻力变化得越来越慢
,

当长度趋于无限时
,

每个圆球

上的阻力将变成一样
.

虚线表示所有液滴串中端缘那个液滴的阻力系数
.

容易看出
,

液滴串

增长时
,

虚线变得越来越水平
,

再次表明液滴串的强烈的遮蔽作用
。

比较图 2 和图 3 可 以看到
,

当粘度比变小时
,

遮蔽效应和端缘效应都减弱了
,

但曲线的

【1 个
’

‘

了

}
’

“一。万
‘

。吕6 2 ‘

、

2221

1
.

0

0
.

9

口 8

一 3 一 2 一 1

图 2
图 3

a == 6 5
.

6 8 62 8 a = 0
.

0 1 7 9 9

一 3 一 2 一 l 2 3

图 4 图 5
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形态仍然相似
.

应该指出
, a 二 55

.

5 8 6 2 8 的结果和刚性球 (a = co ) 的 结果 已相差无几 (参

看文〔1」)
.

为了揭示液滴间间距对 兄, 的影响
,

我们在表 4 及图 4 , 5 中列出了 6 个球组成的液滴串

在不同间距下的阻力系数
.

和刚性球串情形一样
,

当间距增加时
,

端缘效应减弱
.

其次
,

随

着圆球愈益靠拢
,

串内每个液滴的阻力系数将不断减少
,

同时呈现出强烈的 端 缘 效 应
·

最

后
,

比较图 4 和图 5 看出
,

当粘度比减少时
,

上述变化整个地显得平稳些
.
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