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摘 要

本文提出并讨论了与 R
.

E
.

K al m a n 提出的线性系统最优控制反问题不同的最优 控 制 的 另
一 类反问题

:

任给一渐近稳定系统‘一“、指标 ‘一

犷
(二丁Qx 十 ·犷· , 血

,

问能否将“分解成为

A = A + B K T ,

使“~ K 了劣在指标 J下为系统
x ~ A 二 + B “ 的最优控制? 本文给出了上述问题的解

答并得出了渐近稳定系统与最优系统之间的某种对应关系
.

一
、

引 言

R
.

E
.

K al m a n 曾经提出线性最优控制理论的反问题
:

给定一个完全可控的线性系统和

一个稳定的状态反馈控制律
,

寻找一个二次型性能指标使得上述控制律为此指标下的最优控

制律
.

K al m a n 对单输入单输出线性系统解决了此类反问题
,

给出了该问题有解的频域 判据

和构造指标的算法
〔‘’.

后来B
.

D
.

0
.

A n der so n 等人把 K al m a n 的结果推广到了多输入多

输出线性系统
,

他利用正实矩阵与谱分解方面 的成果得到类似结果
.

进而他还对某一类非线

性系统进行了类似讨论
‘“’.

K al m a n 提出的最优控制反问题实质上是一种变分问题 的 反 问

题
。

即在给定一个微分方程的前提下
,

要求构造一个标量函数 L (t
, 二 ,

分)
,

使微分方程的解

就是对应变分问题
丁
去(‘

,
二

,

分)d ‘一
‘n 的极值 曲线

·

本文讨论了与之不 同的另一类最优控制 的反问题
:

任给一个渐近稳定的线性系统及一个

非负二 次型性能指标
,

问是否可以从该稳定系统中分解出一个状态反馈使得这个状态反馈就

是给定指标下的最优控制
.

具体表述成下述问题(尸
,

)
.

(尸
,

) 给定一个渐近稳定自由系统
分= 只劣

(1
.

1 )

与一个性能指标

J二

问能否寻求A 的一个分解形式
I:

‘

〔% , Q戈 + u r “〕d t (1
.

2 )

刁= A + 召尺 ,

份 朱照宣推荐
.
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使对应反馈系统
交= A 况 + B “

, ”二K
, %

刚好对应 (1
.

2 )确定的J = m in 的最优系统
,

且有 (A
,

B
,

C勺 为最小阶 实现
.

其中 1o 月为 H u r w it z 矩阵
,

即月 的特征值均具负实部或简记为 双月)二己
_ ;

(1
.

3 )

2
’

月的非

常数不变因子数即月的循环指数为 介 3
’

Q = CC T ,
C(R 罗

K , .

本文对上述问题给出了答案
:

给定 月
,

Q后
,

对几乎所有的 K (R
“沐 ,

总可将 月分解为

月= A + 刀兀 , ,

满足上述问题 (尸
1

) 的要求
,

并给出了分解的具体算法及算例
.

众所周知
,

对定常线性系统而言
,

给定一个非负二 次型指标
,

若系统为最小阶的
,

则在

此指标下的最优状态反馈控制一定使闭环系统是渐近稳定的
〔4 丁〔后’.

本文的结果指出
,

若系统

是渐 近稳定的
,

则必 可分解出一个最优的状态反馈控制律
,

并且分解后的系统是最小阶的
.

这样我们在渐近稳定系统 与最优系统之间有了某种对应关系
,

这对于进一步认识渐近稳定系

统和最优系统的本质有一定帮助
。

另一方面
,

对于实际存在的某些渐 近稳定系统
,

借助上述问题的解可以认为系统内部有

着某种能量或信息的反馈使得系统是最优的
,

从而对系统的内部结构
、

信息联系
、

作用原理

等的认识获益
。

二
、

问题的分析及预备知识

先设上述分解已作出
,

推必要条件
.

若问题 (尸
,

)有解月= A 十 B K
, ,

则下面Ri
。。a ti 方程

有正定解 尸
:

尸A + A , 尸十 Q一尸B B
T
尸= 0 (2

.

1 )

且有
:

K r = 一 B T 尸 (2
.

2 )

由(2
.

1 ) 及 月= A + 刀兀 ,
可推出

:

尸月+ 通, 尸 + 口十尸刀B T尸 = o (CI)

尸月+ 月
, 尸+ 口+ K K T = o (q )

因此由问题 (尸l) 有解可得月
,

B 使 (Cl ) 有正定解 尸
,

且月
,

K 使 (q ) 有正定解尸
.

反之

利用 (C
l

)
、

(C
Z

) 能得到问题 (尸 , ) 的两种分解方法
。

(a ) 给定B
,

分解月
.

若月
,

B 使 (Cl ) 有正定解
,

令K , = 一 B
T
尸

,
A = 月一B K T可得分

解
。

这种方法首先要求求解尸的具正系数的Ri
“c a ti 方程

.

一般说来这种方程并不存在正定解

尸
,

为此考虑
:

月二一 a (a > o)
,

B = 1 ,

Q二 1

则 (C
i
) 为

一 ZaP + 1 + P
z
= 0

解之P , a 士以砂 一l ,

在a < 1时 P 为复数
.

(b ) 给定K
,

分解月
.

若月
,

K 使 (C户 有正定解
,

令B 二 一 p
一 ‘

K
,

A 二河一BK T ,

则系

统 (1
.

3) 在指标 (1
.

2 )下的最优控制律是
。 = K

, 二
.

下面考虑 由K 分解万的可能性
.

将 (C : ) 写

为
尸月+ 刁T尸 = 一 (Q十 K K 勺 (2

.

3 )
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由月 的循环指数为 r 可得
:

V C (R黔
, ,

(万
,

C r
)可观测以概率为 1成立

〔“’,

故不妨先设

(月
,
C勺 可观测 (即使对某个C

。 ,

(A
,

c 孙 不可观测
,

只要对 c
。

做一小扰动而变为 C
。
十

△C
。

则 (月
,
c百+ 八C舒 可观测 )

.

因此 L y a p u n o v
方程 月

T尸十尸宜二一 Q 有正定解
,

又因为

Q + K K
,

》 Q
,

所 以 (2
.

3 )有唯一正定解尸
K (记尸

。

为K = 0时的解 ) 且尸
K
可表为

:

p一{:
一 p 〔月·‘〕(Q + K K 少

,一 p 〔’‘〕“‘
(2

.

4 )

5)B

做映射
:

少 : R
“荞 护

、R
“ 火 , ,

B = 中 (K )= 一P云1 尤

则中为一非线性算子
。

为讨论由K 做分解的结果我们先研究少的性质
.

的范数是F r o be n iu s
范数

.

)

引理 1 由(2
.

5) 定义的映射 巾 有如下性质
:

1
。

中在K = 0邻近是一个R
” “ 护

, R
” “ ’

的C
‘

微分同胚
.

2
0

11K I!
, 。 oo 时

,

对几乎 R
”“ r

中所有方向 K
。

(1!K
。

!卜 i )
,

K =

1IB ll
, = 11中(K )11

; , 0
.

证明 先对
r 二 1情况证明 (对应 峡R

”

)
。

1
。

我们考虑中在 k = O邻近的Jac
o bi 矩阵 (导算子)

:

(2

(注意下面矩阵K
,

“K
。, 拼、 + co 时 都 有

砷‘
、一

(糯
一

)
记中 = (中

; ⋯中
。

), ,

几一 (寿
,
⋯左

。

)
r

I = (
e , ⋯ e 。

)为单位矩阵
,

P = (P
。, )

。 、 ,

则

[ e 于(一 P万1 寿)〕
a肤

一一
叭一岛口a

一}
·
:
(a1

,

Pil )
“+ ·

; 尸、
’

一

斋
‘“,〕

一「
·
:

粼P[l )
“+ 九 ,

〕

由尸。之定义及其对k , 的导数在任一有界闭区域 内的一致收敛性可得
-

n
)连续

.

(2
.

6 )

口
,

一
、

_
, ,

ak 了L厂
“)灯句, ‘] = 1

,

⋯
,

由于 、k(R
· ,

、
。,

因而由

命、一 P[l (孟
一

叻P[l 可知
一

簇
,

P[l 对
、

续从

而尸万
‘

对k一次连续可微
.

、

_ 一 _ _
.

了日少 、 I n
,

_ a中
_ , _ , ,

一
」_ ,

_
.

_ _ ~
、

从 (“
·

”)可得 D 列
“

一又愉,
, x 。

}
、_ 。

一
尸J

‘ ,

而
翁

对一切 “(“
”

连续
,

由反函数定

理可得少在寿= 岭吓近为一Cl 微分同胚
。

2
’

对任给吞
。

(R
” ,

不妨设 11k
。

11
;
= i

,

(河
,

寿
。

)可观测以概率为 i成立
〔‘“.

考虑下面L y a p u n o v

方程
:

Pl 万+ 月, 尸
1
= 一矿ko k百 (拼> 。)

P
:

月+ 刀T P
Z
= 一 (#

么
k

o
k百+ Q )

(2
.

7 )

(2
.

8 )
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(2
.

7 )
、

(2
.

5 ) 有正定解分别记为 P , (拼)= 拼
Z
P ,
(1 ) (P

l

(1 )为拼= i 时的P
,

(拼)值 ) 和 P
:

(拼)
,

对 V 拜> O有尸
。
(内 > 尸

1

(川
,

因此 尸万‘(川 ( 尸了
‘

(l
名
)

,

由此有

}}P f
l

(拼)雌》 }}P牙
王
(拼)砚

”巾 (。、
。

)l}二 !}尸、
‘

(。、
。

)。、
。

}}《共}}尸、
‘

(i )n }1、
。

一!=

尸

OP了‘(1 ) }}

拼

}t中 (“吞
。

) }I, 0
,

当“, + co 时

这说明几乎对所有方向k
。

均有 l中 (的 }}。 o ,

当寿= 拼k
。 , 拼” + co

.

对
: > 1情况只要将变换中

: 少 (K ) = 一几
‘

K 二B 写为

气
:⋯k.

{:}
一

{
尸“

’

一
尸*

1

}}}
其中B = (b l

⋯乃
,

K 二 (k
,
⋯岛)

,

即可推 出与
: = 1 情况相同结论

.

(证毕)

此引理说明在去掉R
” 沐护

中测度任意小的闭区域后
,

少将 R
”冰 护

映到一个有界区域 内
,

因此

中不是全空间的一一对应
.

但 由1
。

的证明可知中在K 二 0的导算子 D 少 }
K 一 。为正定矩阵

,

并且

D 巾对K 连续
,

因此必存在包含原点为内点的区域
u
使 V 权

u ,

d e
t( D 少 !劝 苦 0

.

故在 u 内小为 u *

中(u) 的一个一一对应
.

例 设 月= 一 a , a > o ,

Q二 1 ,

则

。
, _ , , 、

f。
。 _

. , ,
.

, _ , 。 、

1
厂为= Ll + 招“

) ! e x PL一 艺a r J口犷= Ll 十 R 一

) 。二

J O ‘“

尸厅
2仪

1 + 花
2 ’

一 Za

(1 + 壳
2

)

因此左二士 1时
,

b分别达到最小与最大值
:
b = 干2a

,

且 lim b 。= 0 ,

参见下图
:

‘- ) 的

{乃
{
一

图 1

这里u为区间 (一 1 , 1 )
,

不只是0的一个小邻域
.

下面的引理 2 说明最小阶系统在状态反馈下仍是最小阶的
,

是概率为 1 事件
.

引理 2 设只 的循环指数为
r ,

(A
,

B ) 可控
,
B (R

” ‘ , ,

则 V e ( R牛
X , ,

使 (A
,

e T ) 与

(月一 BK , ,
C勺 同时可观测的概率为 1

.

证明 由 (只
,
B ) 可控得 (月一B K

少 ,

B ) 可控
t ”

.

因而J 一B K
,

的循环指数
r l

《r[
“, .

现随机地 给 C仪 R 夕
” ,

则使 (月一刀兀
, ,

c和 不可观测的概率为零 ; 随机地给c兴 R 梦
”

使 (月
,
C孙 不可观测的概率也是零

·

根据
“

两事件并的概率《两事件概率之和
”

可得
:

随
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机给 C(R 零
X r

使得或 (月
,

C T )

(月
,
C

T
) 与 (月一B K

T ,

C r )

不可观测或 (月一 BK 少 ,

C 少) 不可观测的概率为零
,

同时可观测的概率为 1
.

157

因 此 使

(证毕 )

三
、

问 题 的 解 及 算 法

本节定理 1 解决了前面提出的问题(尸
1

)
,

定理 2 解决 了问题 (Pl ) 的推广 (尸
2

)
。

本节还

给出了问题 (尸
1

) 的算法及算例
.

定理 1 设给定一渐近稳定系统分= 月二
,

几(月)c= c 旦
,

万的循环指数为
: ,

则对几乎任意

Q二e e T ,

e (R 母
‘’

均存在尤(R
” “ f ,

刀(R
” 火 f ,

使月= 且 + 刀尤 T
且使下面系统

戈= A 戈+ B u
(3

.

1 )

在指标
:

, 一

户
尹Q‘ +
、

“‘

下的最优控制律为
“= K与

.

并且 (且
,

B
, .

C , ) 为最小阶系统
.

证明 由于月是循环指数为
r 的稳定阵

,

利用引理 1 可得
; 丫K (。二R

” x r ,

B ~ 巾 (K )二

一 P 元
‘

K 为一个 u 、中(u )的一一对应
.

(尸K
满足 (2

.

3 )式
.

)

根据〔6 」中结论
,

易证u 中使 (月
,

B ) 可控之K 为一概率 1 集合
.

令 A ~ 刀一 B K T ,

由

于状态反馈不改变可控性
’7 ’,

因此在 u中随机选K (R
”“ ’

则以概率1使 (A
,

B ) = (月一BK 全 ,

B) 可控
.

将 B = 一 p 扩 K 及A = 月一 B K ,
代入 (2

.

3) 得

月, 尸K + 尸K月+ 口+ 尸KB B , 尸K = o

于是有 (月
, 一 K B勺 尸K + 尸以月一B K 勺 + Q一尸KB B T 尸K = o

即 A , 尸K + 尸K A + Q一P x B B T尸K = 0 (3
.

2)

因此正定矩阵尸
K
满足月

,

B
,

Q对应的代数Ri
o c at i方程 (3

.

2 )
,

故 “= K 气 ~ 一 尸K B % 为最优

控制
。

由引理 2
,

V C (R 李
x , ; Q = CC T ,

(A
,

C 全) 可观测是概率为 1 事件
,

因此上述分解得到

的系统 (且
,
B

,

C勺 是最小阶系统的概率为 1
.

(证毕 )

从定理 1 证明可 以看出
,

只要 (c户 有正定解就可推出R ic cat i方程 (3
.

2) 有正定解
,

而 (3
.

2) 有正定解 尸 是
u = K T 二 为系统 (1

.

3) 最优控制的一个充分条件
〔4 ’.

所以我们可 以

减弱 (尸
1
) 中c (R母

火 r

的列数必须与才的循环指数一致的限制
,

但分解后的系统不一定是最小

阶的
.

下面我们将问题 (尸l) 推广 为(尸
2

)
:

(尸
2

) 给定一个自由系统

分= 月%

与一个性能指标
‘一

犷
〔X , Q二 + 内〕“‘

其中几(月)仁 c 旦
,

Q = CC T ,

C( R 黔“ .

问能否将月 分解为
:

月= A + B K ,

使对应反馈系统

分 = A % + B “ , u = K 与 (3
.

3)

刚好对应 (3
.

3) 确定的 J = m in 的最优系统
.

问题 (尸
2

) 有解的关键在于L y a p u n o v
方程

:
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尸月+ 月T 尸~ 一 (CC
, + K K , )

为此我们证明下面引理
.

(3
.

4 )

有正定解
,

引理 3
若 (月

,

c , , 不可观测
,

若不可观测子空间维数 d im

〔门 K e r
(C

T

月‘一 ‘

)」= l ,

则存在 K (R节“ 使己= (c
,

K ) 对应 (刀
,

亡
, ) 完全可观测

.

C T
r.........eeI
J

knf a一一

飞.....,证 。 ·

一}
亡

,

行
, 月

“一 ‘

C T月
“ 一 ‘

K T

K T月
”一 ‘

= r a n k (C
,

月少C
,

⋯
,

(月
,
)
” 一 ’

C
;

K
,

月
T

尤
,

⋯
,

(万
,
)卜

‘

兀)

及 R
‘

(C
,

月
T C

,

⋯

为不 可观测子空间
。

,

(月
,
)
” 一 ’

C )= 门 K e r [ C T河‘一 ’] = T

因此取R( K
,

⋯
,

万
”一 ‘

K )= T可得
:

:

f 几
,

1
ra

n K
! ,

_ ’
_

! =
刀

L C
T
A

” 一 ‘

」

(3
.

5 )

显然取K 为下之一组基构成之
。 x l矩阵可使 (3

.

5) 式成立
,

因而得到 (月
,

己勺 完全可观测
.

(证毕 )

利用上述引理可得
,

必能取到K 使 Ly a p u n
ov 方程 (3

.

采用与定理 1 同样方法可证明下面定理 2
。

定理 2 给定一渐 近稳定系统 分= 月, ,

则 V C(R 之气

4) 有正定解尸
,

令 B = 一尸
一 ’

K
,

。一CC
, ,

均存在 K (“r“ (
l》

门 K e r
(C

T A ‘一 ‘

})
B ‘R r

“ ‘

使万= A + BK , ,

且使下面 系统
:

分= A 戈+ B “

r.心.浅

m
:主

‘

d

在指标

‘一

户二
! +

、
“‘

下的最优控制律为
“= K r二

.

下面讨论分解月的算法 (要求分解后得到最小阶系统)
.

设给定刀及指标权矩阵Q = CC r .

l
。

任给K (R
” x ’

解 Ly a p u n o v
方程 (2

.

3 ) 得P ‘ ;

2
.

由B = 一尸护K 得凡
3

‘

由A = 刁一BK ,
得A ;

4
。

验证 (A
,

B ) 可控
,

(A
,

C , ) 可观测
,

若不满足对 K
,

C 加一小扰动后 就 能 保 证

(A
,

B ) 可控 (A
,

C勺 可观测
.

例 设

‘一

〔
一 1 0

0 一 2

1 _ f 1 1
,

卜 叼== 1 1气1
, 1 )

J L I J
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取K = (1
,

1) 经计算可得

、.

l
l
..J

l�

2321

2

3

..res.......L

一一K尸

�

!
J

九O

3一
r.,.
1
七

一一

�卜‘‘Jr且

l
�.1
以日
」”

一
尸扩瓦

,

一 !
9 一 1 2

一 1 2 1 8

「一 4 一 31
A 一 月一 BK r 一 } }

礼 6 4 J

不难验证 (A
,

B ) 可控
,

(月
,

C ) 可观测
。

并且有 分= A二 + B u , “= K 与 是使

J厂(二〔: :]一)
“,

一
i·

的最优控制系统
。

四
、

几 点 讨 论

1
.

从前面的分析看出
,

从渐近稳定系统分解出最优反馈尽管方法只有一种 (从 K 做分

解) 但结果并不唯一 几乎对 u 中所有K 均可做分解月= A + B K , .

由于指标J 与初值二。及K

有关
,

会产生下面的问题
:

K 在 u 中变化时是否有K
。

( u 使J( K
。

) 取极小值
,

从而得到某种 分

解的唯一性
.

我们下面分析J与K 的关系
.

: (
二。 ,

K ) 一 {
一

( 二
, Q二+ 。, 。 ) d , 一{

’
(二

, Q二 + 二T K K 少 , ) d ,

一

J了
二‘一 p〔“

, ‘〕‘Q + K K ”e X p 〔夏‘〕‘
。
d ‘

》二 :JJ一
p 〔’

, ‘“Q 一 p〔万‘““‘凡

但 V K ( R
” “ r

有

】J了二
p 〔“

·‘: K K⋯
p 〔“‘〕“‘

{}
, 一。

,

当 ,,K ,,一”时

并且对于使 (夏
,

K ) 不可观测的K 可有丸存在使得K r
ex p 〔万t〕二

。
二 o ,

因此从J (丸K ) = m in

得到分解的唯一性是不可能的
。

2
.

若能估计出 u 的范围
,

或者求出包含在 “内的 R
” K r

中闭球的半径对于实际问题的求解

是有帮助的
,

这可 以进一步讨论
.

3
·

本文的结果对于形女口JJ(%
·Q% + UT R ·

) d‘的指标也成立
,

其中“为正定矩阵
·

北京大学力学系的陈亮同志对本文提出了许多有益的建议和进行了有价值的讨论
,

作者

在此深表感谢
。
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