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摘 要

本文利用多重尺度法研究环形薄板在中面压力和横向负荷联合作用下的屈曲问题
,

得到 了 解

的N 阶一致有效渐近展开式
.

通过实例考察
,

我们看到用多重尺度法所得的渐近展开式与 精确解

的渐近展开是完全一致的
。
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D a v is (1 9 6 8 ) 曾用匹配法讨论了 环 形 薄 板 的 弯 曲 问

题
t“’,

江福 汝(1 98 0 )利用多重尺度法在更一般的条件下讨论了这类问题
〔” ,

本文讨论环形薄

板在中面压 力和横向负荷联合作用下的非对称屈曲问题
。

至今我们还从未见到过本文所给出

的这样的解的表达式
.

一
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环 形 薄 板 的 屈 曲

由参考文献 【1 〕我们知道
:
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.

4 4) ~ (1
,

51 )式〕
.

根据以上讨论
,

现在可以假设边值问题 (1
.

1) ~ (1
.

4) 的解为
:

砰(
r ,

0
, e
)二 乙

e ,

砰
,

(
r ,

8) + 乙
。介 + ‘

犷护
,
(占

,

刀
,

0)

+ 兄
。 , + , 犷轰, )

其中 Z 二 表示余项
,

由椭圆型方程的性质
〔”’

, ,

万) + 寿 (1
.

3 3 )
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[Z 二〕. = su p乙 1
。

黯
。,

一

卜
O (二

‘ !一 ,

显然余项 Z N
满足

:

L
.

[ Z 二〕== O (
。N ‘ ’

)

Z N
在边界上满足以下条件

:

Z 、 卜
。 。= O (

。N + ’
), Z 二 !

, 一 , 二O (
。万 + ’

)

(1
.

3 4 )

(1
.

3 5 )

a Z 万

口r
= O (

。N + ‘

) ,
a Z 万

a r
= O (

。N 平 ’

) (1
.

3 6 )

现在来推 导 确 定 W
。 ,

C沪
,

C鑫
1)

(
。二 o

,

1
,

⋯
,

N ) 的边界条件
.

将 (1
.

3 3) 式代入边界

条件 (1
.

3 )~ (1
.

4 )
,

则得
:

乙
。”
研

。
e Z、· : e ;忿

, , *n ; {
l考. 0 , 勺一 b

刹乙k-0

[誉〕
产

+ 乙
。““+ ‘ e 轰健乙

, 。0 5君
寸. 0 , , 一b

: 2 *一 e ; :
)

一‘1
: 一 〔、, 、

丽
d ,〕,

一
“[f]乙k-0

十

[誉1
尹

+ 乙
。2、一 e ; :、

1 5 ;·“
{
: _ 〔、: 、、、、r〕/

·
,

, 一。

= f。(8 ) (1
.

3 7 )

其中求和号的上指标 〔N / 2] 表示取最大整数部分 ; 而 〔N / 2〕
产
表示当 N 为偶数取 N / 2 一 1

,

N 为奇数仍取最大整数部分
.

以下各式中的 〔N /2 ]和〔N / 2〕
产

具有同样的意义
.

乙
e .

牙
”

, _ l
十 〔

蒸一
、,

) 5 1·‘

}
。一 。、,

一
。 d ,〕/

一

[专〕
尹

+ 乙
。, “‘ “

C玉佗专
, e o s舀

内一 D

〔塑
_

_ : 〔剑
‘

_

_ .

+ 乙
。z ‘+ ‘

C遗聋
, e o s互卜 + 乙

e 艺‘+ 艺
C立已车

, sin舀!
‘一 0 1否· 0 ,

可一 1 ‘. 0 1贾 . 0 ,
可一 z

== f
;
(口) (1

.

3 8 )
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日研
,

ar 了 . 办

+ 〔

蒸一(一
(
·
)
aae

·

aan )
·‘“

) 5 1·“
!
古一 。

, , 一

一(一
, ,

(·)
一

aaE
+

aah )
C“,军

1

一“{
; 一。 , , 一 。

十 一(一
:

, ·

(
·
)
晶 )

e ;:
)

一“}
: 一〔、:、 诬(, ) 。才〕/

·
,

一。知兄h-0

以 〕
尹

十 乙
存. 0

￡2 。一
(一

:
, ,

(
·
)
aat

+

晶)
C““稼

飞S‘·“{
: 一〔、;、二(。

一

‘亡〕,
。

,

; 一

, g 。(0 )
(1

.

39 )

N

乙
e ” 口砰

。

口r ! , 一 ;

十 〔

氮一(一
, ·

(r )
一

aat一命)
·霖

) 5 1·“

l
: 一。、:一。)一〕/

一

)+门曰召

已C
、龟.尸
子

、.产
尹

a助
+

a时
十

[夸〕
尸

三
·‘介‘ z

(
一

‘

一(
·

, 一“

}
。一 〔、; 、 刁(。

一

J才〕/
一

1

〔蟹〕
。2、一

(一
;

, ·

(
·
)

矗
一

+
一

晶
e o s
百{

】万。0 ,
叮一 1乙间+

+

〔雀
一

〕
尹

乙
k . 0

·“。‘ “

(
一 ’‘

, ·

(
·

,
一

是
+ 一

异)
C‘““

1 5 ‘·“
蓄。 。 ,

有。 1

“夕
:

(0 )
由方程 (1

.

3 7) ~ (1
.

4 0) 分别合并
己的同幂次项

,

并令 砂 (。=

零
,

则得牙
。 ,

C尸
,

C护 (
。= 0

,

1
,

⋯
,

N ) 的边值条件
:

(1
.

4 0)

0
,

1
,

⋯
,

N ) 的系 数等于

砰
。

!
, 一 。= f

。

(口); 砰
。

}
, . 1

= f
,
(G) (1

.

4 1 )

双刃口)d t

召

= g 。(0 )

.二‘O

r...J一

aw
o

ar

+ 。 , ,

(
r
)e ;

。)

1
, _ ,

一 云
, ,

(
r
) C百

‘, 5 in

护. b
可一 b

(1
.

4 2)

,‘.口�户

I
J一

e附
。

口r
+ 。 , ,

(r
)C石

b , e o s

妙勺
, . :

= g :
(0 ) ( 1

.

4 3 )
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+ C盖粉
; + C益甘

1

sin

分
“叮dt

忿

(
n = Zm ;

叮一 b

。 = 0
,

1
,

⋯ )

(1
.

4 4 )

0
一一

b.可

不‘

d材 月 (才)

WW

(
n = Zm + 1 , m == o

,

1
,

⋯ ) (1
.

4 5 )

、 。:
; 。。s

丁;澎
一

万(t ) dt

(
n = 2。, m == 0

,

i
,

⋯ ) (1
.

4 6 )

{{斌
一

刃(f) d , ,

, . ,
+ C戳

s‘” 丝 一 、 }
, . , 十 C畏 二 0

牙牙

(
n = Zm + 1 ;

可一 1

。= o
,

i
,

⋯ ) (1
.

4 7 )

”

票
·

1
, _ 。 + 一(

·
) C护

)

1
, . 。 + C袋

1 , 。

{
, . 。

0一一
.叮

’

({、不
*) d , .

_
‘

({
一 汀

, ,

(
r
)C鑫

1 , s in 研几
一
; 一 !

_ _

+ C鑫U , , 钾 s in
J ”

‘ ! 耳 . D

斌 月口)
一

dt

(
”= Zm ; m == o

,

i
,

⋯ ) (1
.

4 8 )

‘O
.布

.....

.

..........

口砰
。

a r

, 一 。 + C石甘
: ,

,

co
s

工
“一

‘。 、,

+ 汀
, ,

(
r
)C盖

‘)e o s {:澎 A (t)

e

(
。= 2。+ 1 , m = 0

,

1
,

⋯ ) (1
.

4 9 )

口牙
。

ar
+ 。 , ,

(
,
)C护

, e o s 分
一

“(t) “‘

+ C袋
, , ,

co
s 一

分“
。,

(
n == Zm ; 。= 0

,

1
,

⋯ ) (1
.

5 0 )

口砰
,

, 。 ,
+ C华

, , ,

si n
一

皿
斌巡

t) dt

双谊(t ) dt

.lb尹...J

一“ , ,

(
r
)C护

, sin
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+ C“甘
1 ,
:

⋯
, _ :

+ “
, ·

(
·
) c “

1 )

(
, = 2。 + 1 ; 。= 0

,

1
,

首先由退化方程 (1
.

5 )和边界条件 (1
.

41 )可解W
。,

求得附
。

后
,

则得
:

将才
。

代入

(1
.

5 1 )

(1
.

4 3 )式
,

CeS

飞..
.

J

.1
.,

C ;
。)

}
, . ,

一# “ ,〔
。1
‘“, - 口W

o

a r

{斌 A (t) dt

(1
.

5 2 )

由方程 (1
.

16 )和关于确定 c石句的边界条件 (1
.

5 2) 式可解 c 产
.

得 到 侧
”,

之后
,

将 c占
”, 和 W

。

代入 (1
.

4 2 ) 式
,

则得
:

C ;
1 )

{
, _ 。 一 ‘、‘“)[

- 口牙
。

ar

, _ 。 + 一 (“, C“
。)

1
, . 。 一 g 。(“)〕

.

C s c

l沙亘更空
巴

(1
.

5 3 )

由方程 (1
.

3 1 )和关于 确定 酬
”的边界条件 (1

.

53 )式可解 C石
‘, .

然 后
,

将 c石
”, 和 c占

‘, 分别代入

(1
.

14 )式和 (1
.

3 0) 式 (取
。 = 0) 就可求 得 犷钾和 犷石

1) .

求得研
。 ,

厂石b)
,

V 石
l) 之后

,

再利用

递推方程 (1
.

7 ) (取
。= 1)

,

则得
:

F [牙
1 ] = 0 (1

.

5 4 )

将 已经得到 的 C石
b )

和 C石
, ,
代入 (1

.

4 5 )式 (取
n = i ) 和(1

.

4 7 )式 (取
n = i )

,

则得
:

W
l

}

研
1

1

= 一 C石
1 ,
(b

,

口)
e o s {;

斌
一

溉万
一

“‘

(1
.

5 5 )

一 [
c ;

。)
、,

,

。,
s in

只斌
一

刁石) dt
+ e ;

1 ,
(1

,

“)〕 (1
.

5 6 )

由方程 (1
.

5 4 )

将W
, ,

C石
。, ,

C石
, ,

和关于确定 W
: 的边界条件 (1

.

55 )一 (1
.

5 6 ) 式可解附
; ,

求得附
: 之后

,

代入 (1
.

49 ) 式 (取
n = 1)

,

则得
:

c ;
1 )

} 一!可 . b

a班
1

口r

reses
.
L

、

、
产,

O
矛

‘
、

--l汗田“

+ C占:升(b
,

0 )

co s一

少匹少
se c

业
一

些
dt

(1
.

5 7 )

由方程 (1
.

3 2 ) (取 。= 1) 和关于c l
l) 的边界条件 (1

.

5 7 ) 式可 解 创
, , ,

得到 C ;
l , 后

,

将附
:和

C ;
‘、
以及 C占

b , ,

C石
‘、

代入 (1
.

5 1 )式 (取
n二 i )

,

则得
:

。;
吞)

j
, . : 一 。

、、1 )
[

a

算
1

一

{
, . : + 。;:、、1

,

。。
5 1。

一

I斌
一

万仍 击

君



关于环形薄板的屈曲问题 1 85

十 。‘:、、1
,

。。+ 、
, ,

、1 , 。;
1 )
(1

,

。)〕
c s c

一

皿斌 A (t) d t

(1
.

5 8 )

由方程 (1
.

2 2) (取
。= 1) 和关于 确 定 C产的边界条件 (1

.

5 5) 式可解C钾
,

将已 经 得 到 的

C l
b , ,

C ;
, ,分别代入 (1

.

1 9式 ) (取
n = i ) 和 (1

.

3 0 ) 式 (取
n = i )

,

则得 V ;
b , ,

厂;
‘, .

按以上求 解 不
, ,

犷钾
,

犷{1) 的同样方法可逐次求得W
, ,

犷尸
,
犷盖

1)
(
。= 0

,

1
,

⋯
,

N )
.

最后将研
。 ,

犷沪
,
犷盖1) 代入 (1

.

3 3) 式就得到关于挠度函数 班(r
,

0
,

习 的N 阶渐近展开式
.

由

此渐近展开式可确定中面压力的临界值
。

下面我们考察一个实例
。

二
、

关于环形薄板的对称屈曲问题

我们考虑内外缘半径分别为
r 。 和 r , 的环形薄板

,

同时作用有均匀的横向负荷尸
。和在板

的中面 内的均匀压力 N
, 护
= N 。。= 一 N

,

且中面剪力 N
, 。= 0

,

即其 N 和尸
。

为常数 (如图 1 )
〔‘’.

当环形薄板的内外缘为夹支时
,

试求薄板的挠度
,

并计算压力的临界值
.

首先写出环形薄板的 (无量纲) 挠度方程和边界条件
,

在此情况下方程 (1
.

1) 和边界条

件化为
:

口2

才 N
口0

么 rE r i 管〕
一 。 ‘2

·

‘,
一

了‘rr朽卜口口
,

(「 一 N
扩二 伴 一L厂

。
一 r

lE
N

r Z

E r

砰 } = W 】 = 0
r 一 b If 一 1

a研
口r

口班
口r (2

.

2 )

血 血

为了便于比较
,

我们首先求问题 (2
.

1) ~ (2
.

2) 的精确解
.

由本问题的对称性
,

砰仅是
r 的函数

,

故原问题 (2
.

1) ~ (2
.

2) 的解为
:

、一

渡
2

一+ D
3
)
。

(, ·) + D
·

N
。

(, · , + D
l

,二 + D
Z

(2
.

3 )

其中 D
, ,

N e u m a n n

D i ,
D

Z ,

几
,

几
,

D
‘

为待定常数
;
J0 以

r
)

,

N
。

(兄r )分别为零 阶 的 Be
s sel 函 数 和 零 阶 的

函数 ; 而 刀二P0 /砂
,

护= N /砂
, I
E

.

将 (2
.

3 )式代入边界条件 (2
.

2) 可 确 定 常 数

Da
,

D. 分别为
:
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刀
一

以

刀以

D l 一 * 。

二即 [ (R T 一p )N
l
(、)+ (。一 : s )J

:
(, ) 〕-

D
Z
一 * 。
二、

。 [(T S 一。·)J
。
(* ) + (尸一 * : )、

。
(、)〕-

D
:

q u 一T S

R q 一 S P
’

刀
.

R T 一“P

刀口一 S尸

其中
,

尸 = J。(兄b )一J。(只) + 只J ,
(又)I

n b

g = N 。
(兄b)一N

。

(几)+ 元N
l

(元)I
n b

R = 几[ J l(几)一bJ
I

(兄b)〕

S 二几[ N
;

(之)一 bN , (只b) ]

T 一

孟
2

(1 一。
2
+ 2 1·。)

一办
“一护 ,

,

“一会
_ ,

_
.

_ _ 二 二、 , 、
.

一一 一了
、 , ‘ . 。

N
、 , , ,

, ,

‘
, ,

_ 、
. , 、

_
, 、 .

_ _
.

_
,

一

为 J 便士比枚
,

枪梢圳解气兰 f == 砂rl E 刀很大阴杀忏 , 作也似展汁
,

结呆得
,

W 一

丫
一

(rz+ 公犷
一

‘

一
1

)
+ ￡

丫
一

(
r

自
音

(l一b
Z
+ Zln b )[ J

。
(几)(N

,
(几)一bN :

(几b))一N
。

(几)(J
:
(之)一bJ ; (几b ))〕

+ 2(1一b
Z

)[ N
。
(几)J

,
(几)一J

。

(元)N
l

(几) ] I
n b

b [N
l

(几b )J
,

(元)一 J
l

(兄b )N
l
(之)〕I

n b }
十
尸犷 (

r

台
‘

十 于几护
一

(r勃
‘

王一 b
Z

)N
、

(只)In b一〔J
l

以)一 bN
I

似b)〕(z一 b
Z
+ z ln b )

b〔N
,

(几b)J
l

(几)一J
,

(几b )N
l

(几)〕I
n b

以一
r‘

.

、‘

{二
J

;

(几)一 bJ
I

(几b)〕(1 一 b
Z
+ Zln b )一 2 (1一 b

Z

)J
l

(几)I
n b

b [N ,
(几b )J

:
(几)一J

l

(几b )N
l

(几)〕I
n b

}
J。(;

r )

一

}
N

。

(*
r )

+ O (
。2

)

由 (2
.

4 )式可知
:

当

b〔N
l

(几b )J
;
(久)一 J ,

(几b )N
:

(几)〕I
n b = o

时
,

挠度不将出现无穷大
,

环形薄板发生屈 曲而失去稳定性
.

在 肋 很大的条件下
,

和 N
l

(二 )在 x 很大时的近似公式
:

(2
.

4 )

(2
.

5 )

由J
;

(
% )

, ;
(·卜了鑫

。。S

(一今)
,

、
1

(·卜了
一

蒸
5 1·

(梦) (2
.

6 )

由条件 (2
.

5) 可得

tg

(
3兀

几O ——4

、
,

了
,

3兀 \
矛= t助 几一一丁一 ,

, 、 住 /
(2

.

7 )

当环形薄板出现一个半波时
,

可求得N 的最小临界值为
:

N
刀兀

“

(
r , 一 r。)

2 (2
.

8)



关于环形薄板的屈曲问题

其中 D = E h八2 (1一沪) 是环形薄板的抗弯刚度
.

现在我们再利用多重尺度法解问题 (2
.

1) ~ (2
.

2 )
,

为 (
。名= o )

:

1色宁

原问题 (2
.

1) 一 (2
.

2) 的退化问题

F 〔研
。

〕=
N 少砰

r i
E 己r Z ’

+
d砰
d r

尸
。

W
。

I
, 一 , = W

。

}
, 一 1

= 0

(2
.

9 )

(2
.

1 0 )

方程 (2
.

的 是 E ul er 型方程
,

故退化问题的解为
:

牙
。
=

- P or iE

4N (
一+

糯答
一

‘n 卜
1

) (2
.

1 1 )

由方程 (1
.

3 1 ) 和 (1
.

5 3 ) 可得 CJ
‘, :

C占
‘, P or i

E

4N 《竿八zb+
1 一b

Z

b In b

一

(篇)
‘

(
2 + ’

后:
“一

)
5二
「告(

r

绘)
嗜

一

(卜“)
〕}

。S·

!省(
r

笼)
音 (卜“,〕

(2
.

1 2 )
由方程 (1

.

1 6 ) 和 (1
.

5 2 ) 可得 C百
b , :

二
)

一丫 (荡八
2 + ‘

篇)sec [
一

拣知
奇 “一川 (2

·

‘3 ,

由递推方程 (1
.

7 ) (取
n = 1 ) 和 (1

.

5 5 )一(1
.

5 6 )式可得牙
1 :

w
, 一 尸

扩
一

{卜(丫)
音

(
2十‘

濡
2

)s
二
民(r笼)

音 (卜“)
〕

S‘·

l
一

只
,

签)
音 “一“)〕

一

(丫
一

八2b+ 就卜「: (淞户卜
”)}

+

(
r

才)
音

(
2 + ‘

二:兰)
5二
「: (杀)

音 (卜 “)〕一〔香(斋)
音 (卜”)〕

+

(丫)
音

(
2。+

减
一

)一l含(璐)
音 (卜“)

]一[
一

香(淞)
音 (卜“,]

一

(爵六
2 +

一

糯?)c
S

c[: (卷户卜
“)}}概

+

(丫)
‘

(
2 + ‘

二含
“

)
5二
[告(卷)

音 (卜“)
]

5 ‘·

[香(淞)
音 “一“)〕

+

(
6

了)
‘

(
2 。+

减 )一「告
一

(璐)
音 (卜 “,

}
一

(丫)
‘

(
2 +

孺
2

)
5 二
!香(脂)

去 (卜“)]
。5 ·

〔含(篇)
音 “一“)]}

(2
·

1 4 ,

由(2
.

1 1)
,

(2
.

1 2 )
,

(2
.

1 3 ) 和 (2
.

2 4 ) 式代入 (1
.

3 3 )式
,

则得挠度函数 研 的 一 阶渐近

展开式
:

附
长扩(

一+ ‘

盆
“
‘

一
1

)
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+ ·

丫{「
一

(丫)
音

(
2 +

纂 )
5 二
(告(淞)

音 (‘一“, )

一 i·

(
一

杏(杀)
音 (‘一“, )

一

(
石

了)
音

份孔蕊)
一
《抓璐)

音 (卜“)
)

+

(丫)
‘

(
2 + ‘

瓜;
2

)
5二
(告(脂)

音 (卜”)
)一(看

一

(杀)
音 (‘一“,)

+

(丫)
‘

(
2。+

孟蕊)一(鲁(篇)
士 (卜“))一(含(卷)

音 (‘一“, )

一

(箭)
士

(z+ 猛豹
cs

c(+ (斋户卜
“)
)]I 器

+

(丫)
音

(
2 + ‘

孟省)
S一
(含(卷)

音 (卜 “))
S‘·

(
一

杏(淞)
音 (卜“)

)

+

(
6

丫)
音

(
2“+

落蕊)一(告(卷)
音 (卜“)

)

一

(丫)
‘

(
2 + ‘

瓜言
2

)
5二
(告(卷)

音 (卜 “))一(遣(淞)
音 (‘一“, )}

一丫(荡)
音

(
2 + ‘

盆
“

)
5 二
(鲁(卷)

音 (卜“)
)

S‘·

(告(卷)
音 (一“, )

一
军{(丫

一

)
音

(
2“+

豁 )一(
一

:(卷)
音 (‘一“,

)

一

(rrl; )
‘

(
2 + ’

雳
’

)
S一
(告(卷)

音 (卜“))一(告
一

(杀)
音 “一“,)}

一(含(璐)
音 (‘一 , )

+ O‘
·
” (,

·

‘5 ,

由 (2
.

1 5 ) 式可知
,

当

5 1·

(省(淞)
音 (卜“,

)
一 。 (2 注6 )

时
,

挠度函数W
。

将出现无穷大〔注〕
,

由条件 (2
.

16 ) 可计算 N 的最小临界值为
:

N
e 护
=

D 兀
2

(
r l一 r 。

)
“ (2

.

1 7 )

比较 (2
.

8 )和 (2
.

17 )两式
,

可知用多重尺度法所计算的 N 的最小临界值与由精确解所

注
:

由(2
.

15) 式
,

我们可以看出当

。。 S

(告(器)
‘(卜。))

一。

时
·

包含 se

c(:
一

(斋户卜b)
)
的项互相抵消

.
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得的结果完全一致
.

式 (2
.

4 )与式 (2
.

1 5 )相 比较
,

可知用多重尺度法所得挠度 函数 牙 的渐

近展开式与由精确解所得的结果
,

零阶近以完全相同
,

而一阶近似项
一

也是一致的
,

均表现为

正弦函数和余弦函数的叠加
.

由以上讨论可见
,

江福汝提出的
“

两变量法直接构造边界层项的方法
”

不仅适用于具有

边界层的力学问题
,

而且也适用于不存在边界层的一类力学问题
。

最后附钢板和铝板的 N cf 一b 曲线 (如图 2 所示)

b (二 r 。/ r : ,

l

图 2
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