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摘 要

本文推广了文献〔1 1中的结论
,

在有限变形下证明了理想刚
一

塑性动力学中的两个间断定理
,

即证明了刚
一
塑性交界面上面力的连续性以及当刚

一
塑性交界面的运动方向是由塑性区向刚性 区 扩

展时界面上变形率的连续性
.

此结论也适用于不忽略剪切变形和转动惯量的梁
、

板
、

壳结构
.

一
、

引 言

在连续介质力学中
,

对间断性质的研究一直是一个十分重要而有兴趣 的课题
.

早在 1 9 0 3

年
,

H a d a m ar d 就对相容性条件作出过开创性工作
.

相容性条件是讨论间断函数 在 几 何学

上和运动学上的性质
,

并不涉及具体的物理规律和材料性质
.

许多学者在这方面都 已作过大

量的工作 (例如可参见〔2 〕)
.

另一类间断条件则与质量守恒
、

动量守恒等物理规律有关
,

这些条件被称为动力学间断条件
,

它们在连续介质力学中也是普遍适用的并为人们所熟知
.

然而
,

如果要对间断性质作更为深入的研究
,

仅仅局限于以上两个方面的讨论 可 能 就 不够

了
.

这时还需要同时考虑材料的本构关系
。

R
.

H ill 在文献〔3〕中曾对固体力学中的间断性质作过系统总结
.

他在讨 论 理 想刚
一
塑

性体的间断性质时采用了准静态假设
.

这相当于在运动方程中略去了惯性项
。

因此
,

面力的

连续性是作为讨论问题的出发点而被提 出的
.

事实上
,

在动力学中
,

对很多材料性质来说面

力可以是不连续的
.

文献【1 」曾证明在理想刚
一塑性材料的动力分析中

,

面力确实是连续的
.

但由于该文作了小变形和体积不可压假定
,

使用起来仍不够方便
.

本文放弃了小变形和不可

压假定
,

指出其结论也同样适用于有限变形的情形
.

我们以 妙 表示固定的空间坐标
,

X 月
表示物质坐标

,

随着物体的运动
,

则有关系
:

x ‘= 劣‘(X
A ,

t) (1
.

1 )

式中 t表示时间
.

在空间坐标中
,

运动方程为
:

a ‘{, + F ‘== p (公‘+ v 儿v
{
‘

) (1
.

2)

郭仲衡推荐
.
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变形率可写为

J‘, =
一

巴(
9 . 。。 , , + 。, 。。 , .

)
乙

(1
.

3 )

其中 a ‘了
为 C a uc h y 应力张量

,
护 为速度向量

,

功 ,
为坐标 丫 的协变度 量张量

,

体 力尸 假

设为时间 t 和空间坐标 护 的连续函数
, p 为密度

,

逗号表示对空间坐标 护 的协 变 导数
,

点

号表示对时间 才的偏导数
.

本构方程可写为
:

d ‘, 以> 0 ) 当巾(a
‘了) = 0

,

d小 == 0

当 中(a
‘,
)< 0 或 巾 (a

‘j
)= 0 ,

d巾< o

(1
.

4 )

八d犯0
口

(八O
.

凡

r..才

!
一一

上式中屈服面少是应力 a 仃 的凸函数
.

如果一个物质点的应力状态已经在屈服面上
,

由于在卞一时刻其应力状态不可能超 出屈

服面
,

故此时就有关系
:

0中 口少‘

a少 ,
’

dt

a小

Oa ‘J

·

(亡‘J + v 屯a 犷: 、)( o (1
.

5 )

现设物体V 由刚性区犷
一

和塑性区厂
+

组成
,

刚一塑性交界面为万
,

其单位法向量 耐 由刚性

区犷
一

指向塑性区厂
+ .

当以 俨(a 二 1
,

2) 表示曲面刃的参数
,

以 夕动 表示曲面万 的逆变度量张

量时
,

我们可有公式
〔“’:

。

已
, 一 。, *一

aan
+ 。, 及

。
·
“

:; (1
.

6 )

(1
.

7 )
击占

+
aan

G
一一一

aat

这里 呈
一 , , 二

色
, 是沿曲面二的法向导数

,

之是运动界面二的 。时间导缈
, ,

G 是在空间

~ ~ a”
” 己丫 ~

’卜‘

四 四一
曰 “ ’

户
’
叫

’“

淋
’

d t ~ ~ 叨
, ‘

四一
曰 J 一 ” “ ’

叫
’“

淋
, 一 ~ 阵一 ~

坐标中万的法向速度分量
.

类似于文献 〔1〕
,

我们可 以利用 (1
.

6) 式和 (1
.

7) 式来表示基本

方程 (1
.

2) 式至 (1
.

5) 式
。

特别当应力 af 了和速度 少在万上有间断时
,

便可设想在 万上有

一个厚度为 h 的薄层过渡区
,

此区域使应力和速度及其导数成为连续
,

实际的强间断应理解

为当 h 趋于零时的极限情形
.

这样
,

当 h很小时
,

在薄层内的基本方程 (1二 2) 式
、

(1
.

3)

式和 (1
.

5) 式就可相应地写为
:

、、.产
口

avf如avianOa ‘J

n 了 an = 万(一G + 护n *
)

1 / o v 海

a ‘, = 2 气g
‘“n , an + g , “n ‘

器
(一 : + U、。)

嘿
’

、

(1
.

8 )

(1
.

9 )

(1
.

1 0 )

上式中 万表示薄层内的密度
, 。, = 功 /en 儿.

如果我们把刚性区犷
一

中的物理量标以
“
一

”

号
,

把塑性区 犷
+

中的物理量标以
“
+

”

号
,

把越过万的某物理量
: 的间断值记为〔司

,

则由质量守恒定理可得到
:

[ (一G + v 儿n * )p 〕= o (1
.

1 1 )

类似地
,

由动量守恒定理可得到
:
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[少 , 〕n , = (一G + 。
拿
n 。
)p

+

[ v ‘]

(l
.

1 1) 式和 (l
.

12 ) 式适用于任何材料
,

是为大家所熟悉的
.

6 3

(1
.

1 2 )

二
、

两 个 间 断 定 理

在静力学中
,

公式〔a “ 1n , = 0 显然是成立 的
,

但在动力学中
,

此式一 般 并不 成 立
.

然

而
,

对于理想刚
一
塑性体

,

我们可有如下定理
.

定理 1

证明

[
。‘] = 0

。

在刚
一塑性交界面上

,

公式 【少 , 〕。, 二。始终成立
.

这相当要证明 (l
.

1 2) 式右端等 于 零
,

即 当一C
十
= 一‘ + 此热今。时

,

必 然 有

现采用反证法
,

即假定同时有一 C
十
斗 。和〔护〕斗 0

.

这时
,

由 (1
.

1 2) 式可见应力和速度在刃上有强间断
.

故可设想在刃上有一个厚 度 为 h

的薄层过渡区
,

在此区域内我们可以利用 (1
.

8) 式至 (1
.

10 ) 式
.

这里有两点要加以说明
:

i) 因为密度p 恒大于零
,

故由 (1
.

1 1 ) 式可知 也有 一 C
_

二 一G

+ 。加。年 。
,

而且 c
_

与 c
*

同号
.

这样
,

在薄层过渡区内的 C = G 一 护n 白
也不 为 零

,

其 中 口

表示刚
一
塑性交界面万相对于薄层内介质质点的法向速度

.

11) 由于速度在刃上有强间断
,

故

在薄层内变形率不为零
,

因此 (1
.

10 ) 式是可 以利用的
.

在薄层内
,

本构关系可写为
:

1 1 Ov ‘
.

Ov ‘ \
。

8少

万气功声犷an
一

十 g ‘“”‘
.

石石
一

夕= 九百石。 (2
.

1 )

由假定可知
,

此处 之大于零
,

且当 h , o 时 久, 00
.

将 (1
.

10 ) 式改写为

一疏纂慧
’

。

再利用 (2
.

1 ) 式和 (1
.

8 ) 式
,

C , a v ‘

一玄火g
‘“”, a。 +

就得
:

ev 殆

g 了人n ‘ 日”
o a ‘j

己n

1 一 万
。

l

=
. P

,

七 1
乙 、

= 万
·

C
Z

·

夕. 、

、瓮瓮
+ 、 aavn& aa:’)

箭豁
‘0. 一

,

_ _ 二
, 、 _

_ av ‘ av ‘ _
_ . , _

二 a v 自
_ .

_
_ 、 .

_
、

_

_ _ 一
. , 、、 ,

_ _
、 , .

~

由 于 乃c , > ”和 汤 *

盗
·

矶 > 0, 故必然有 vaue 一 ”
·

但这与假定是矛盾 的
·

说 明 当一 C
·

今 0 时一定有〔护〕= 0
.

于是定理得证
.

现讨论理想刚
一塑性体的第二个性质

.

我们知道
,

在理想刚
一塑性体的静力学中

,

即使其

应力和速度是连续的
,

也同样可能产生变形率的间断
’3 ’,

但在动力学中
,

则有如下定理
.

定理 2 如果刚一塑性交界面万的运动方向是 由塑性区向刚性区扩展
,

即 当 一 C
十
二一 G

土竺全丝仑旦时
,

n.lJ对呼伶凸属胆两村料
, .

必终有丛担三卫
二

证明
:

因为若一C
+
斗 。

,

则由定理一 可知此时必然有 〔沪〕= 此 一此 = 0
.

这 样
,

界面 刃

左右两侧的速度向量可以不加区分
;

碑 = 此二沪
.

同样
, 一C

,

和 一 C
一

也 可不加区分而在以
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后的讨论中记之以一C
.

另外
,

由 (1
.

1 1 )

根据速度向量的连续性和 (1
.

6) 式
,

1 1 「
d 吉

, = [ d ‘, ]= 贵tg
‘。n ,

}
2 、。

’ “
一

‘

L

再由〔山
, 〕n , = O

,

可知
:

式立即可知界面上的密度p 也是连续的
.

变形率的间断值可写为
:

箭〕
+ 。, 。一

「aavn&〕) (2
,

2 、

(2
.

3 )八U

一一

飞..J

勉面
卜...L

功n曰+功n口
i一2

一一da

现在我们可用反证法来证明本定理
,

即假定〔山月不为零
。

那么
,

对于严格凸 的 屈 服面

少
,

由 (2
.

3 ) 式就必然有【少
J」= 01

3 ’.

这表明应力在刃上是连续的且都在屈 服 面 巾 上
.

此

外
,

由于在塑性区犷
十

内的物质点的应力状态 永远在屈服面上而在刚性区 V
一

内的物质点的内
力状态或在屈服面内或在屈服面上

,

当选取在 t时刻的物质坐标X 通和空 间 坐 标 州 相 重 合

时
,

由刃两侧的关系式
:

(
a

丫
’
)一(器)

一

(丫)
一

浏
,

(嘿厂
’

一

)
‘
一

(票)
‘

(丫)+
一。

沈一aa8(和
(器)一(器)+

一

(

便可得
: 了旦中

.

、「
、己a . , , L

Oa ‘, -

o n _ (2
.

4 )

由于应力连续
,

故利用 (1
.

6) 式后就有
, ; ‘ ,

「a少勺
1 U

.

二夕」= 刀 , ! 石 一
!

- -

一 L O 介 J

再由速度和密度的连续性
,

故利用 (1
.

6) 式和 (1
.

7) 式后
,

就有

[
。

畜}
一 。(一 G +

一)「黑
一

〕
因此

,

当体力在刃上连续时
,

运动方程 (1
.

2) 式便可写为
:

丫}一Pc 〔瓮〕 (2
.

5 )
r..es
l

J

‘曰刀

上式中一C = 一 G + v 集瓜> 0.

因为假定【山
, 〕今 O,

所以在 界面万的塑性区厂
+

一侧
,

其本构方程

d ‘, 一

查(
。, 。一

l黑〕l器〕
+ 。, 、一

[瓮〕)
一‘

·

(器)
‘
一 ,

·

(票) (2
.

6 )

中的几
+

应该大于零
.

(若扩 = 0
,

则定理结论已经成立)

这样
,

由 (2
.

4) 式至 (2
.

6) 式便知
:

J�称
b一山

八O一*
·

(纂)〔 〕
一

音(
。‘、· ,

「
一

器」
+ 。了:一

l
一

罄〕)〔弩〕

一合
。C
(
。‘无

「祭〕!荟〕
+ 。, 无

l一〕「祭
一

〕)
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一
。。

·

。‘、

[aavn&〕[aav: 〕、
由于一 p C> o ,

因此上式要求 g 。人

〔
可得

:

〔山月= 0
.

定理得证
.

aa;a] 「豁〕、
,

这只可能有!
一

翻 = 0
.

故 由 (2
.

2) 式

三
、

结 论

以上间断定理不仅具有理论意义
,

而且在实际计算中也是十分重要的
.

例如
,

在不忽略

剪切变形和转动惯量的梁
、

板
、

壳结构的刚
一塑性动力分析中

,

往往可 以分别得到刚 性 区和

塑性区内解的形式
,

其相应的待定系数就要由刚
一塑性交界处的间断关系来确定

.

上 述 定理

就为合理给出这些关系提供了依据
.

文献〔5 」曾对小变形下的理想刚
一塑 性 Ti m os hen k。 梁

的动力响应问题进行了计算
.

该文利用上述定理不仅考虑了刚性区扩大
,

而且还考虑了塑性

区扩大的情形
.

另外
,

定理一的结论同样也适用于两侧都是塑性区的界面
.

故对分片线性屈服面
,

如果

其一侧的应力状态在屈服面的角点上
,

另一侧的应力状态在屈服面的边界上时
,

其面力在这

两个区域的交 界处仍然是连续的
.

在小变形分析中
,

N
.

Jo ne
s 等 〔8~8 ’曾计算过不忽 略 剪切

变形和转动惯量的梁
、

板
、

壳结构
,

当分别采用方形
、

六棱柱体和立方体屈服面时
,

所遇到

的正是这种情形
.

作者得到王仁教授的指导
,

郭仲衡教授和陈文芳教授对本文给予了很多 帮 助
,

特 此 致

谢 !
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T w o T he o re m ‘ C o n e e rn in g D ise o n tin u itie s in D yn a m ie s

o f R ig id
一

Pe rfe c tly Pla stie C o n tin u a u n de r

Fin ite D e fo rm a tio n

H u a n g Z hu 一p in g

(P e 掩‘。夕 U n‘。ers itv
,

B e iji” g )

Ab st ra c t

In this p a p e r th e r e s u lt s o f r e f
.

[ 1 ] a r e g e n e ra liz e d
.

T w o t五e o r e m s e o n e e r n in g

d is e o n t in u itie s in d了n a m ie s o f r ig id 一 p e r fe e tly p la s tie eo n t in u a u n d e r fin i te d e fo r m a t io n

a r e p r o v e d
, n a m e ly : i) th e t ra e t io n o n th e in t e r fa e e b e tw e e n th e rig id a n d th e p la s tie

r e g io n s 15 e o n tin u o u s a n d 11) w h e n th e in te r fa e e m o v e s fr o m th e p la stie r e g io n in t o the

r ig id r e g io n ,

tli e r a te o f d e fo r m a t io n 15 e o n tin u o u s ,
t o o

.

T h e s e e o n e lu s io n s e a n a ls o b e

a p p lie d t o s tr u e tu r e s s u eh a s b e a m s ,

p la t e s a n d s h e lls ,

in w五ieh the s li e a r d e fo r m a tio n

a n d ro ta to r y in e r tia a r e e o n s id e r e d
.


