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灯侧圆小生是国牡回田弹任杜体
,

不X 仕。 . o a
,

= U 气拼多2 ) 阴1反足之 卜
,

唯一地得到 J 全堆‘尸石

那问题的解答
.

三 ! 令
,

J . 厂书

关于解聚维那问题所需予先作的假设
,

其减弱情况如下
.

S a in t一V en a n t〔”所做的假设
,

对扭转为

a 二
= a , , 粉 , , 口.

, 0

而对弯曲为
a 二

= 口 , = 二二 , = o
,

a
:

二 (L 一
2
)(A 戈 + B 夕+ C )

这里 A
、

B
、

C和L 是常数
.

A
.

Cle bs e h’
么’的假设是

J 二
= 口 , = 几 , 二 0

W
.

V oi gt ‘“, ‘’
假设六个应力分量都是

: 的线性函数
.

J
.

N
.

G 。。 d ie r 〔”’
所做的假设

,

对扭转是

”势 一”少 二
一

擎
一。

口Z 口 Z 口 2

而对弯曲为

一一
甲�2

r一�口a一

一一

a r 二 ,

a之
( !
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1 )

钱伟长教授
〔“’
证明了

,

对扭转问题
,

作者
〔7 ’
证明了

,

对四类圣维那问题
,

口份T 二:

口2 价

条件 ( 1
.

1) 也是足够的
.

都可用下述假设

a . f , :

口之价
(1

.

2 )

钱伟长推荐
.

这是作者访问美国罗德岛州布朗大学期间的工作之一
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其中

王 敏 巾

m 为正整数
.

本文的目的在于继续减弱假设 (1
.

2 )
,

有如下结果
.

定理 设弹性柱体的侧面不全是圆柱面
,

如果在整个弹性体中有
代 ; 了

a , 夕云

口2 . (1
.

3 )

其中整数m 》2
,

则就能唯一地得到了柱体平衡的型维那解
.

对于圆柱体
,

给出了反例
.

二
、

定 理 的 证 明

首先叙述一个引理

引理
’

设函数F 在区域厂上调和
,

又设曲面是厂的一部分
,

如果

川
,

司
,

擎 ! 刻
口刀 {泞

这里
n 是 S 的外法向

,

则

F = o (在犷内)

引理的证明可见【8 ]
.

现在转入定理的证明
.

我们所研究的是一个柱面与垂直于其母线的二平面所围成的均匀

各向同性梁
,

横截面记为G
,

其边界记为C
,

侧面记为S
,

区域记为 厂
.

令
。z
指向母线的方向

,

原点在一个底面的重心 上
,

而
。戈和。 g 轴平行于截面的惯性主轴

.

我们假定体积力不存在
,

梁的侧面不受外力
,

仅底面有载荷
.

此时
,

平衡方程协调方程

和侧面边 界条件为

擎
一

+

炒
+ 愁一

。
,

打。 +
梦

o % o 夕 。 2 o x o 夕

口丁 , ,

+ 气;塑
口 2

(2
.

1 )

、.贾.t了lee.J
n
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l
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l
一一0

+ 瞥拜擎
0 夕 U Z

0

、Za ,
+ ,

军
,

公l伪r�d
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日2
日

口9 2

( 2
.

2 )

n0
一一一一

J
办又Z此卜一a八O一‘

、
Za 二

十 ,

幸
,

v
Za :

十、幸
·

日
2
日

日戈
2

�....、‘,J..
八U

一一
V 粉

二 :
+

1

l + v

口
2
日

a 劣aZ

”
,

v%
·
+

碑
,

一

纂
_

, .

1
V

一

介 , 十 i 千公
a

Z e

a 沉口夕

( 2
.

3 )

a 二e o s
(
n ,
义) +

: 二 , e o s
(
n ,

r 二 , e o s
(
n ,

% ) + a , e o s

夕) = 0

夕, = 0

1
,

夕) = o j

(2
.

4 )(n(n

: 二 : e o s
(
n ,
劣) +

: , :

、 ‘ ,

。
.

一
,

a
Z .

a Z .

a Z

具甲” = ‘ +a
,

+a 一 V
一

= 石话十而
,
十 万诬

恋
, v
为 Po is s o n 比

,

我们的证法是从假设 ( 1
.

3) 导致条件 (1
.

2)
.

为方便起见
,

n
为 S 的外法向

.

引入记号
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子‘,
a , + Za 。,

a z 饥 + 2

,

西二于
二
+ 于,

(2
.

5 )

将 (2
.

2 ) 的第三式对
:
微商。 次

,

由于假设 (1
.

3 )
,

我们有

g = 0 (2
.

6 )

或者

言, = 一 J
二

将方程 (2
.

1) 对
二
微商 。 + 2 次

,

按新记号
,

可得

(2
.

7 )

会
+

瓷
, +

瓷
, 一。

瓷
, +

会
+ 口

髦
一。

食
+

禽
一。

(2
.

8 )

、.......!、/|皿已..J

将方程(2
.

2 )的前两式和方程(2
.

3 )
,

都对
二
微商m + 2次

,

考虑到假设 (1
.

3 )和 (2
.

6 )式
,

可得
v 念言

二
== v Z言, = v 艺f

二 , = v 念宁
二:

= v Zf , :

= o (2
.

9 )

即所有的于
‘,
都是调和函数

.

将边界条件(2
.

4) 的前两式对
2
微商m + 2次

,

可得

厅
二 e o s

(
n ,

x ) + 子
二 , e o s

(
n ,

夕) = o
, ’

宁
二 , e o s

(
” ,
二 )一言

二e o s
(
n ,

夕)= o

上两式
,

等价于

行
二

1
, = o

,

节
二 ,
l

, == o (2
.

1 0 )

将边界条件(2
.

4) 的第三式
,

对二微商 。 + 2 次
,

可得

宁
二 : eo s(”

,
劣 ) + f , : eo s

(
n ,

夕) = 0 (2
.

1 1 )

这样
,

我们在假设(1
.

3 )之下
,

将原来的方程 (2
.

1) 一 (2
.

4) 化成了新方程(2
.

8) ~ (2
.

1 1
·

)

从 (2
.

8) 的第三式
,

我们可令

, (
二 ,

。
, ·
)一

{
(, , , , 吕)牙二 :

(
戈 ,

,
, 之
)d , 一 f , :

(义
,

,
, 之
)d 劣

(当横截面G 是多连通时
,

由于 (2
.

1 1) 式
,

f是单值函数卜 从上式有

二 _ af 二

, 二“

一 a夕”
, “ (2

.

1 2 )

将(2
.

1 2 )代入 (2
.

9 )
,

得

晶(v
“

f’一”
,

一 言二一

晶
(v

’

‘’一 0

由此
,

V 丫仅仅是
: 的函数

,

令

V Z
f= g (

:
)

设 G
“

(习 = g (习
,

从士式有

V Z
(f一G (

: )) = 0

我们得到

f(二
,

夕
, z
)二 F (二

,

夕
, : ) + G (

二
) (2

.

1 3)

其中F 为调和函数
,

即
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V
Z
F = 0 (2

.

1 4 )

将(2
.

1 3 )代入(2
.

12 )
,

得

乞一盟
,

, 。

一势 (2
.

1 5 )

将(2
.

15 )代入 (2
.

8) 的前两式
,

得

+ @孙
+ 叮

, 一 。
,

O 夕 o 夕

a宁
二r

口戈

a J
二 aF I

口夕
(2

.

1 6 )
"

几劣叭”aa哎

. 、 ,

。
.

aF孟
‘ ,

~ 一 _ ~ ~

具甲 厂 1 =
一

百.--- 也是调和困双
。

U ‘

将(2
.

16 )略作变化
,

可得

势
+

势
+ 2

盆
a 名会
气牛璧鱼 +
口沉 -

口. f
二,

西沪一

口2户
.

‘
.

;‘乎

十
口荡

一

a ,

纽
: =

口夕
‘ (2

.

1 7 )

考虑到行
二

和乞
,
为调和函数

,

(2
.

1 7 )式可写成
,

_

口:F
,

a Z厅
二

口忿F
,

.

口名F
,

艺落丽了=

万
,

一 百了十五萝一
口: f

二,

a之2 (2
.

1 8 )

将边界条件(2
.

1 0) 对
:
微商两次

,

可得

口
Z
f
二 ,

a z 么 (2
.

1 9 )八U
一一

B

a 么子
二

a2 2

从(2
.

1 8 )和 (2
.

19 )可得

a ZF
,

{

反丽云,
, = ”

,

aZF I 。: F I

一

百硒 一时
(2

.

2 0 )

将边界条件(2
.

1 1) 对
z
微商一次可得

a

劣一
s
(
· ,

!

卜蹂
’

一 s
(
。 ,

; )一。
(2

.

2 1 )

将(2
.

1 5)代入(2
.

2 1 )
,

可得

。
卜瓷

一。 s
(,

二
!

卜
。

(2
.

2 2 )
.

于份
了.、

SCO

7
一

g以a丹口l

其中 t

或者

是横截面周界曲线C的切向
,

dF I

d t

(2
.

2 2) 可写成

(2
.

2 3 )

F ,
(x

,

,
, z
) 1

。 = q (
:
) (2

.

2 4 )

其中q (z) 是
2的函数

.

既然 F , 是调和函数
,

就有

(势
+

器
+

豁
,

)
, 一。

(2
.

2 5 )

从 (2
.

2 0 )的第二式
,

利用(2
.

2 4 )和 (2
.

2 5 )
,

a
当 } _ 旦竺

,

口尹 I。一 口夕
,

我们可得

1 日2F I }
一百 a户

1
,, I 、

= 一 石 g
‘

气z )
‘

(2
.

2 6)

从(2
.

2 6 )和 (2
.

2 0)的第一式
,

可得
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.
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“

气2 )
石

沿周界C 积分 (2
.

27 )
,

吧 } =

可得

日劣 }a

咬
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(
·

,
〕

,

瓷}
, 一

〔一委一‘
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( 2
.

2 8 )

其中q :和外也仅仅是
: 的函数

.

将 ( 2
.

2 8 )代入 ( 2
.

2 2 )
,

可得

卜告
。·

(
·
) % + 。; ( · )」尝

+

卜孟
。·

(
·
)。 + 。

:
(· )」含

一。
( 2

.

2 9 )

沿C积分 ( 2
.

2 9)
,

可得

一 冬
。·

(
二
) (二

,
+ 。

2

) + 。
,
(
:
)二 + 。

:
( :
)。二 。

。

( :
)

4
( 2

.

3 0 )

其中叼
3

也只是
“ 的函数

.

方程 ( 2
.

30 )表示弹性体的周界C 是一个圆
,

但我们假设弹性柱体的侧面至少有一部分不

是圆柱面
,

另外
,

再考虑到周界是封闭的
,

必须有

g 即

(
:
) ” g ;

(
z
) = aZ

(
:
) ” o (2

.

3 1 )

将 (2
.

3 1 )代入 ( 2
.

2 台)
,

aF
,

1
二 ,

不 J } = U
口 g } B

= O

(2
.

3 2 )

于是

‘、.产、,了,JJ任n吞,口

产1一Xr
J I
一
l”

得盯一。好一d

令

F :
(劣

,

,
, ‘
) , F :

(“
,

,
, :
) 一口(

2
) ( 2

从F , 是调和的
,

以及 ( 2
.

2 4 )
,

( 2
.

3 1 )
,

(2
.

3 3) 诸式
,

可以得到关于F
:
的边值问题

:

v Z
;

:
一。

,

; : }一。
,

会1
, 一。

(2
.

3 5 )

按照引理
,

问题 ( 2
.

3 5 )只有零解
,

即

F :
( %

,

夕
, z
) 三0

从 ( 2
.

3 4 )
,

得

F ,
( %

,

g
, z
) , q (

:
)

从 ( 2
.

1 5 )式
,

有

aF
�由色叙

一一一吟
乡二

一

旦够
一

=

呼
= 。

,

口之 口夕 o 君 o y

e f
, :

a2

aF
,

= 一 不
竺

= 0
口X

(2
.

3 6 )

(2
.

36 )式可写成

口“
+ 吕r 二 z

a价
+ 3 r , :

口之价
+ 3 (2

.

3 7 )
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显然
,

(2
.

3 7 )式就是 (1
.

2) 式
,

按〔7〕的结论
,

从(1
.

2) 式就可唯一地得到璧维那问题的塑

维那解
。

定理证毕
.

反例 当弹性体为圆柱体时
,

a ,

= a 口= rf
:
== O

我们有圆柱扭转端头问题的 F
.

Pur
ser 〔弓’

解

a :

= 0

(2
.

3 8 )
r r , 二 J:

(
r
)e x p (

:
)

, : , :

= 一 J ,
(
r
)
e x p (: )

其中J , 和J
:

分别一 阶和二阶 B es sel 函数
,

而圆柱的半径是J
Z

(
r
)的零点

·

解(2
.

38 )
,

虽然口 :

= 0是满足定理条件的
,

但 (2
.

3 8) 不是通常的塑维那扭转解
,

此时弹

性体的侧面全为圆柱面
,

因而违反了我们的定理的假设
。

美国罗德岛州布朗大学应用数学系A
.

C
.

Pi p k讯 教授仔细阅读了本文
,

并和作者进行

了有益的讨论
,

对此
,

作者深表谢意
.
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