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摘 要

本文按弹性理论中各种变分原理的约束条件的不同
.

对所有变分原理进行 分 类
.

我 们 在 前

文 t’1 中业已指出
,

应力应变关系这样的约束条件是不能用拉氏乘子法解除的
.

剩下的可能约 束 条

件共有四种
:

( 1 )平衡方程
,

( 2 )应变位移关系
,

( 3 )边界外力已知的边界条件
,

和( 4 )边界位

移已知的边界条件
.

弹性理论的各种变分原理中
.

有的只有一种约束条件
,

有的有两 种或三种
,

最多只能有四种约束条件
.

这样一共可能有 15种变分原理
.

但是每种变分原理既可以用应变 能 A

表示
.

又可以用余能B 表示
.

这样
,

我们一共应有 30 种形式完全不同的变分原理
.

我们全部列出

了这三十种形式的变分原理
.

一 引 言
、

. 户 . .- 门

胡海昌(1 981 )
‘” ,

(1 0 83)
‘忍’
曾

‘

按照变分法所反映的客观规律进行分类
’ ,

把弹性力 学

平衡问题的变分原理划分为n 类
,

其中有第 6 第n 两类
,

是
.

目前还未搞出来
”

的
.

胡海 昌的分类有两方面的缺点
,

( 1 )胡氏误认为胡海昌一琦津久一郎变分原理是一 个 完

全解除了约束条件的广义变分原理
,

其实应力应变关系仍为胡一鸳原理的约束 条件 (证明见

钱伟长(1 9 8 3) 【3〕
,

〔4〕)
.

本文作者曾证明“
, ,

不论海林格一赖斯纳原理
,

或是胡
一
鸳 原 理

,

或是其它原理
,

人们都无法通过线性拉氏乘子法
,

解除应力应变关系的变分约束条件
。

胡氏

分类法中
,

把应力应变关系看作为
“

变分原理所 (可能) 反映的客观规律
”

看待
,

就是承认

我们有办法消除这类约束的
.

胡氏的分类法就是建立在这种错误的认识基础上的
,

无怪按胡

氏的分类中
,

会出现
“

目前还未搞出来
”

的两大类变分原理这样的怪事
.

( 2 )胡氏把变分所

得的自然条件分为三类
,

即平衡条件
,

连续条件
,

和应力应变关系三种
.

称之谓
“

变分原理

所反映的客观规律
” .

除了应力应变关系不可能按线性拉氏乘子法化为自然条件从而使它被当

作自然条件不合理外
,

胡氏把平衡方程和外力已知边界条件都归入平衡条件一类
,

应变位移

关系和位移已知边界条件都归入连续条件一类
,

这样就排除了平衡方程和位移 巳知边界条件

作为约束条件
,

应变位移关系和外力已知的边界条件作为自然条件的一类变分原理
,

也排除

了应变位移关系和外力已知边界条件作为约束条件
,

平衡方程和位移已知边界条件作为自然

条件的一类变分原理
,

还有一些不完全的广义变分原理也排除在这种分类之外
,

本文按泛函所受的变分约束条件的不同来分类
.

在这种分类的结果中
,

一切都有明确泛

函表达式
,

没有出现像胡氏分类法中那些
“

目前还未搞出来
”

的情况
.
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二
、

按变分约束条件分类

本文将对弹性理论中各种变分原理按变分约京条件来进行分类
.

我们可以看见
:

( l) 所有各种变分原理
,

除了采用高阶拉氏乘子法求得的更一般的广义原理外
,

在变

分时
,

泛函都受到应力应变关系的约束(见〔4
,

刀
. 一

( 2 )

即

(
a )

在受到应力应变关系约束的上述各种变分原理中
,

只涉及剩下的四个物理条件
,

叹
” ,

、

(b )

平衡方程 a场 , + 尸‘= 。 (在
r
中)

应变位移方程
。‘, 一鲁(

“‘, , + 。, , ‘
)== 。

‘
(在

T
中)

( 1 )

( 2 )

(e ) 外力巳知边界条件 a ‘, n , 一歹
‘== o (在S ,

上) ( s )

(d ) 位移 已知边界条件 脚一瓜 = 。 (在s
。

上) ( 4 )

( 3 ) 在受到应力应变关系的上述变分原理中 , 设尚有
”
个约束条件

,

和设由变分导出

的自然条件为m 个
,

则

终十州拼 4 ( 5 )

( 4 ) 在泛函内
,

不论应用应变能密度或用余能密度表示
,

只要所受约束条件相同
,

变

分导出的自然条件也必相同
,

而这两者的变分泛函一定等价
.

除。= 4 (即全部都是约束条件) 外
,

其它一共有
”于3的 4 种

, , = 2的 6 种
, 。= 1的4 种

,

。= 。的 1 种
,

共 15 种不同约束条件的泛函
.

每一种泛函都有用应变能密度表示和余能密度表

示两种表示方法
,

但这两种表示法都是一一等价的
.

所以
,

在受到应力应变关系约束的变分

原理中
,

理论上共有30 种不同的泛函
,

其中有一半用应变能密度表示
,

一半用 余 能 密 度表

示
·

例如海林格 , 赖斯纳变分原理 (17 邢) 和胡
一
攀原理 (刀 , 刃 就是除了应力应变 关 系的

约束外
,

不再受有任何其它约束 伪声0) 的广界变分原理
,

而且又是相互等价的变分原理
.

最小位能原理 (H , ) 除了应力应变关系的约束外
,

还受有(b )应变位移关系和 (d )位移已知

边界条件的两种约京的
, 并以应变能密度表示的交分原理

, 。= 2.
‘

最小余能原理的
。
也等于

2 ,

但所受约束不同
,

它除了应力应变关系外
,

还受有(
“
)平衡条件和如)外力已知的边界约

束条件
.

为了简单标明各种不同的变分原理
,

我们用 5 标号法
.

第一标号在泛函标号刀的右

上角
,

或为尸或为c
,

尸表示采用应变能密度的奔达式
,

C 表示采用了余能密度的表达式
,

第

2 , 3 ,

石 5标号写在右下角
·

右下角的第一标号为口或
。 , a表示以平衡方程为约束

, 。
表示不

以平衡方程为约束
.

第二标号为b或。 ,

吞表示以应变位移关系为约束
, 。
表示不以应力应变关

系为约束
.

第三标号为
c
或。

, 。
表示以外力已知边界条件为约束

, 。
表示不以外力巳知边界条

件为约束
.

最后一个标号为d或
。 ,

d 表示以位移已知边界条件为约束
, 口表示不以位移巳知

边界条件为约束
,

于是海林格
, 赖斯纳原理的泛函标号可以写成 11 900

。 ,

而胡
一
鸳原理的泛函

标号可以写成H 豁oo
,

最小位能的泛函标号为刀君、
‘ ,

最小余能原理的标号为刀曹oc
。 .

根据这个标号原则
,

。

我们制成下列分类表
,

即表 1
.

三
、

分类表中各泛函的建立

分类表中的第一号和第二号
,

标号为刀仓
。。‘和H 言oo

。 ,

分别为海林格
一
赖斯纳原理和胡

一慈
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表 1 各种广义变分原理 (其约束条件除应力应变关系外还有下列各项)

约约来条件 (除应力应变关系外)))

(((a ) a , ,
,
z+ 犷

‘
二 0 (在二内)

,

(e ) 口‘20 2二夕
,

(在 S , 上)))

(((b ) 。‘i一冬(。‘
,

j+ 。j
. , ) (在 , 内)

.

(d ) : ‘= a ‘ (砂
.

上)))
222

、 ”
‘ ’ 一”

’ 产 、

~
’ . 1 ’ 、 ‘

”
、

一
.

一
‘‘

刁刁(。)二应变能密度
,

B(。)二余能密度度

编编 号号 标 号号 变 分 原 理 泛 函函
(((((原用标号)))))

lllll 刀乞
0 0 000

111、
B + (。‘

, ,
, + ,

‘

如
!

, d一丛
。 ! ,· , ”‘

dS 一

11
一‘。

‘, ·, 一,
‘

, dSSS
(((((刀万夕 ))) 占

。

占户户

22222 H 君
0 0 000

叹叹可{, 一口 , ,

(云
,
,一冬

。‘, ,一冬
。 , , ‘

、一F ,
.

)‘
r 一 反(

。 , , 。 , (, ‘一。‘)‘s 一叹叹歹
i。“sss

(((((刀 , 甲 ))) J J J L 、

“
I , 逮J J JJJ

SSSSSSS
。

S 。。

33333 刀乞
。 。。。

l)l
·(·,
一婴

口‘,

一
‘“一

黔
、

‘口
! ,

一’
‘

,‘““

44444 H 君
0 0 000

111
(A一

, 。 ! , )d
·+

11
口‘,· , “,

d s +

((
一‘。

‘, ·, 一 ,
,

, d sss

万万万万
。

S ,,

55555 刀乞
。o 。。

l){
‘’

一
+ ”

,一,‘
·+

纷
‘,一‘

一
,‘S +

){
,
、一‘““

心心心 刀君
。0 000

111
(“一“一)d一11

。 ‘
, ,‘一

“‘, ds 一

11
, , ‘

dSSS
SSSSSSS

。

万户户

77777 H g
o 。 ooo

111
、B + (。‘,

,
, , ‘

!

,一, d一ll
a ‘, · , “‘d sss

SSSSSSS
。。

胜胜胜 H 召
o e ooo

111、
A
一,

‘了一(a , ,
,

, + 户
、

,一‘d
·+

l(
a , ,一“‘d sss

SSSSSSS
。。

lllllll)l“一
F ‘一’‘· +

l犷
一“““99999 H s

o o ddddd

111000 汀召
0 0 。。

111{
A

一
,

(
一, 一

音一
, 一

音
一

, :

)
一“一 }

‘一 {},
‘一‘sss

SSSSSSS 户户

111111 H 乞
。0 000

l)l
‘B - 。 ‘J

一
, ‘,‘

· +

笋
口‘,一‘

一
,d s +

)l
,
‘一d sss

lll222 H 君
。o 。。

l)l
‘A + 口‘,

,
,一,‘一攀

。‘, 了‘

一
, d s 一

)(
, , , d sss

lll333 刀合
。 。 。。

111一竹
。 ‘,

一一(((((刀‘)))
:

‘
。
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续表

、、 、 {。瓢肩肩
变 分 原 理 泛 函函

111吐吐 H 言
。 。 ooo

111‘
,
一

, a ‘, )d ·+ {l
。、, · , 。,‘sss

SSSSSSS
二二

111555 H 乞
0 0 ,,

{11
B d一 11

。‘, ·,二d s 一

l(
一(a

, ,· , 一 ,
‘

, d sss

SSSSSSS
。

S ,,

111666 刀‘
0 0 ‘‘

{)!
(城一“ , 。 ‘, )‘

二
梦

“‘,

一
‘“十

)!
“

““‘,一’
‘

, ‘““

111777 H g
。。ooo

l)l
‘“

一
+ 户

‘一’‘· +

县
。

: ,一加
,

一, ‘“+

)l一
‘““

....... 份 . PPP

lll333 H C
。。 。。

l){
‘A 一户

,

一 ,“一

攀
。嗦万一(

一
, d s 一

冬(
。 ! ,

一
‘““

孟孟马马 仃 g
, o ‘‘

l)l
‘’

一
‘一, ‘二

婴
,
‘“ ,

‘““

222000 厅君
。o 。。

111‘
“ 一‘一 , “一

黔
‘一‘双双

(((((刀尸)))))

222 lll 仃乞
。。 。。

111
‘B + ‘a

、, , , + F
,

)一 , ‘
7 一

竹
U ‘, , ,· ,

‘sss

5555555
。。

222222 11 君
。 。。。

(11
{‘一

, a ‘, 一(口
f ,

, , + ‘
,

,一 , d
· +

l(
。

! ,·,一d ““

SSSSSSS
。。

222333 !7 g
。。 。。

111
(B + F

·· ,

- 。
: ,

一 , d
· +

11
。 , ,

一
d sss

5555555 ,,

222吞吞 仃乞
。。 。。

111
‘且一‘一’“一

纷
‘, ” ,“ ,

‘555

222555 H 乞
。 。 ddd

}l}
B d一 {1

CT
. , · , ·, Jsss

SSSSSSS
。。

222666 H 言
。 。 ddd

})l
‘’

一
, “

·‘

从
“‘,” , “ ·

‘555

222777 刀乞
。o aaa

111
‘B - · ·, 。

! , - 。
, ,

一 )‘
· +

)i,
· 。。。

SSSSSSS ,,

222888 H 君
。o 。。

111
(A + 口‘,

, ,一 , d一11
,
、一d sss

召召召召。
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续表

编编 号号 标 号号 变 分 原 理 泛 函函

(((((原用标号)))))

222马马 刀乞
。。 ooo

111
(B一

,a 、,

一
,一)d

· +

11
口 , , · ,‘一

“,

, d s +

ll
a ‘, ·,一d sss

SSSSSSS
二

S ,,

333000 H 否
。。。。

111
(A + 。 。, , ,一)d一ll

a ; , ·,‘一
“‘

, d s 一

11
。‘,· ,一 d sss

占占占占
。

5 户户

原理
.

它们都是已知的
,

还有第十三号 H 呀
。。。

和第二十号 H g。
。 ‘ ,

分为位能原理和余能原

理
,

它们也都是已知的
.

’

从第三号至第十号泛函中
,

都只有一个约束条件
,

它们都可以 从 刀仓
。
oo 和 17 言

。口。

中推导

求得
.

例如
,

如果把约束条 件 (a
)

,

即 山
, , , + 户

. = 。
,

代入 H 呀
。
oo

,

亦即把 17 乳
。。

的第二 项

(a
, , , , 十户

‘

)“‘置于零
,

即得 H 写
。

oo
,

这就求得了第三式
.

由于所有这些泛函都是受应力应变

关系约束的
.

因此
,

如果用B 二 一月 + 。。, e : ,
将 刀畜

。。。

中的B 换置成一 月 + 。.声‘, ,

则所得泛函

应该就是用应变能密度表示的并受平衡方程(a) 约束的变分原理的泛函
.

为了使泛函中的 A

或B 都用正号表示
,

我们可以将这样换置后的泛函的正负号逐项改换
,

即得 刀君oo
。 ,

这就是

第四号泛函
.

泛函五号六号可以用相同方法求得
。

将约束条件 (b)
,

即。‘, 一令(
。‘, , + 。, , 。

) = 。
,

代 入
~ ~ ~

甘 产 ’ 砂 ‘

~
尹 ’“ , 卜」 ‘’ 切 / 砂 ’

曰
‘J 一 ’ , . ’, ‘ J ‘ . 、

刁
“
”

、 一 , ’ ~一
’ ‘

2

刀foo
。 ,

即得刀乳
。。 ·

将刀乳
。 。

改变正负号
,

并用一B + 伪 je
‘,
代替月

,

即得刀盆
。。。 ·

泛函七号八号可以将约束条件(c)
,

即a 。, 。, 一歹
。
= 0 ,

代入 17 百
。。。

求得 刀乳
。。 ,

然后改变

正负号
,

并用 A 一价刃
‘,
代替一B

,

即得刀雪
。 。。 .

泛函九号十号可以将约束条件 (d ); 即 “‘一。
‘
“ O ,

代入 万君oo
。

入手
,

即能相似地求 得

刀否
。。 ‘,

H g
。。 ‘ .

泛函十一号至十六号可以在泛函五号至十号中将F
‘。‘改写成一。

‘, ,

两而求得
.

如果把万 g。
。 口 ,

万乳
。 。 ,

刀乞
。。 。,

万乳
。‘
中的歹

‘

改写为 a 。, 。, ,

即分别引进约束条件(。)
,

得刀言bc
。 ,

万君。
。 ,

刀言
。 。

如 17 刃
。 。‘ .

或即十七
,

十八
,

二十一
,

二十二号诸泛函
.

如果把约束 条 件
。‘一。‘= 0代入 万乞

。。口 ,

刀乳oo
,

即得 H S
。。‘ ,

刀君b
。‘ ,

即十九
,

廿号泛

从17 5。
。。 ,

从!7 乞
。。 ‘ ,

从H C
. 吞口 O ,

从H 亏。
o 。 ,

如果在表

H 言b
。。

中引入
。‘一 丽‘= 0 ,

即得H 言bc
‘ ,

H 言bo
‘ .

或即廿三
,

廿四号泛函
.

万言
。。 ‘
中引入。 :

声 , 一歹
‘
= O ,

即得万三
。。‘

万 g
。。‘ ,

或即廿五
、

廿六号泛函
。

刀二b
。 。

中引入
u ‘一云

,
~ 。,

即得H S如‘ ,

刀二bo
‘ ,

或即廿七
,

廿八号泛函
.

刀君。
。。

中将口‘, 。, 替代卢
‘,

即得刀至
。。。 刀晋。

。。 :

或即廿九
,

三十号泛函
.

‘中各泛函上增力口

JJJ
“ (“ + ”- e ‘, 6 ‘,

, d
T一项

,

即得解除了应力应变关系约

束的广义变分原理的各种泛函
。

这类泛函也有30 种
.

四
、

按变分求得的自然条件进行分类

本文所述
,

是按变分约束条件来进行分类的
.

当然
,

我们也可以用变分所得自然条件进
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行分类
.

自然条件有两种
, 一种是变分所得的欧拉方程

,

如平衡方程和应变位移关系都是欧

拉方程
,

另一种自然条件是 自然边界条件
,

如外力巳知边界条件和位移已知边界条件都可以

是自然边界条件
.

例如 H 宕
。。‘ ,

H 言
。 c ‘的自然条件都是欧拉方程

,

而万至
, 口 口 ,

刀刃
。o 。

的自然条

件则都是自然边界条件
.

变分中
,

约束条件和 自然条件是互补的
.

这些条件合在一起是解题的全部条件
.

因此
,

用约束条件分类和用自然条件分类所得结果应该是相同的
.

胡海昌所说的
’‘

按照变分法所反映的客观规律进行分类
”

实际上就是按变分所得自然条

件进行分类
。

为什么胡氏分类法得到一片混乱的结果呢 ? 主要原因还是胡海昌不肯承认在胡

一鸳原理中应力应变关系是约束条件这一事实而已
.

当然
,

胡海昌也不承认有约束边界 条件

这一事实
,

而硬说
, “

有无条件是一个古老的数学概念
.

⋯⋯有时甚至不包括边界条件
’ 。
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