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摘 要

本文把任一对称张量分解成两个张摄的和
,

其中之州是
“

应力型
”

,

张最
,

另一个是
“

应变型
”

张量
.

对称张量空间被分解成两个直交子空间的直和
.

并用几何语言证明了弹性力学的几个基本

原理
.

一

己‘
.

目旨
J . 厂刀

任一张量可分解成对称张量和反对称张量之和
,

这一点在许多领域里是很重要的
.

在弹

性力学中
,

对位移梯度张量的转置进行了这一分解
,

其对称部分表示变形
,

而反对称部分表

示旋转
· 、

一 、 - -
-

本文将继续上述的分解过程
,

把对称张量分解成
“

应力型
”

和
“

应变型
”

张量之和
.

这

个分解虽然不复杂
,

但尚
「

未见到明确提出
.

本文将给出这个分解的两个证明
,

一
‘

个 是 分析

的
,

另一个是泛函的
.

Syn set
‘’曾建立了对称张量的内积空间

,

在本文巾将此空间进行了直交分解
,

并 由 此应

用到弹性理论
,

叙述和证明了虚功原理
、

虚应变原理和虚应力原理
.

关于这些原理的几何叙

述在〔2 ] [ 3 」中巳有
,

不过我们这儿是从应用对称张量分解这一角度出发的
·

二
、

对称张量的分解

设 D 为三维欧氏空间的一个区域
,

它的边界为 a D
,

其外法向单位矢量为 n ,

并设a D 二

口, 刀 U口
。

D
,

这里口
, D 门口

。
D = 0

.

吮
,

定理 1 设 S (O (D )是一个对称张量场
,

那末
‘

S 可以唯一地分解成下述婚式

S= T + E 吸2
.

1 少

这里 T 和 E 都是 D 上的对称张量场
,

它们分别满足

甘
·

T二0
,

T
·

n l
。 , D 二0

: 二冬(, 。十四 )
‘

,
u (

。 .
刀翻O

(2
.

2 )

(2
.

3 )

.
钱伟长推荐

.

你盯



主 敏 中

其中 甘是梯度向量算子
,

而 . 是 D 上的向量场
。

证明 改写方程(2
.

1) 为

T = S一E

将(2
,

4 )式代入 (2
.

2) 式的第一式
,

并利用和
·

3) 式的第一式 : 可得
v、十 V (V

·

u )= 四
·

S

其中V 吕= V
·

V
.

利用(2. 1) 式将 (2
.

2 )式的第二式写成

(2
.

4 )

1
,
_

,

_
、

二
不

~

气可u 一 u 可)
‘

n ! J : 刀

~ 一 ) ‘ n
‘

(2
.

6 )

题
,

其 P oi sso n 比 v , 0
.

我们知道
,

当一 1 < v < 1 /2 时
,

应变能是正定 的
,

按 照 Fi s her a 的

1 4 」
,

上述混合边值问题的解是存在的
,

也就是说
,

存在向量场 u 满足(2
.

5 )
、

(2
.

e) 和(2
.

3)

的第二式
.

然后
,

由(2
.

3) 式的第一式可得对称张量 E
,

再由(2
.

幻式可得对称张量 T
,

它们

分别满足 (2
.

2 )
、

(2. 3)
.

存在性已证
,

现在来证唯一性
.

用反证法
,

设有两种分解

S = T 一+ E 一,
S = T : + E :

令 T二 T , 一 T
: ,

E = E , 一 E : ,

有
,

T + E = 0 (2
.

7 )

利用仁5 ]的
’

记号
,

{
, : : d 。 =

{
T :

冬(, 。 + 。, )J。二 「,
.

(:
.

。)、二 = f (:
.

n )
.

。J , (2
.

8 )

J D J 刀 乙 J D J J D

将(2
‘

7 )代入(2
.

8 )式
,

再利用 T 和 E 满足的 (2
.

2 )
、

(2
.

3 )
,

得
.

I
刀T : T d犷一 0

于是 T , 。 (在 D 上)
,

此即 T : , T : 。

由(2
.

7 )得 E , “ E : .

证完
.

三
、

对称张量空间

设 L 是区域 D 上全体连续可微的对称张量 s(Cl (D )所形成的空间
,

即

L 二毛5 15
, = S

,

S(C
,
(D ) }

在 L 上定义内积

(, ! ,

,
:

)一

l
, , 】: , : d V v , 1 ,

, :
(L

(3
.

1 )

这样
,

我们说
,

在定义 (3
.

1) 下
,
L 是个内积空间

.

设 S : 和 S :
(L

,

如果 (S
: ,

S :
) = 0

,

则称它们互为直交
,

且记为 Sr土S:
。

设 与 和 L
:

的两个子空间
,

定义如下三个记号
:

L , 上L : ,

如果 (S
: ,

S :
) == o

,

V Si(L
: 。S: (乌

L亩= {5 15(L
,

(S
,

T )= 0
,

V T(L
: }

L ie L : = {5 15 = S , + S
: ,

5 1(L
: ,

S天乓
,

L 、一场务

下述事实显然成立
:

引理 若 乙= 去:由乙: ,

则 乙‘= L玄
,
乙

:
二乙玄
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证明 设 s(L
,

有

(s
,
T )= 0

,

V 下(L
Z

设 S = 5 1 + S
: ,

S :(L
, ,

S
:

(L
: ,

将此代入(3
.

2 )式
,

并且 T == S : ,

由于S
,

一 5
2 ,

得

(3
.

2 )

(S
: ,

S :
)= 0

即 S : = O
,

因此 S = S关L l ,

即 L l = L 古
,

同理 L : = L士
。

现在定义 L 上的两个子空间 L , 和 L : :

L , 二 {T }T(L
,

V
·

T = 0
,

T
·

n }
。 : 。 = o乍

,

,
.

, , ,
, 1

, _
_

_
、

乙忍 = 悦仁 ! 仁七乙 , 仁 = 下不气V u 一 u 下)
, u ld

“。= U l
乙

(3 3、

(3
.

4 )

利用 L , 和 L : 可将定理 1 表述成如下形式

定理 2 下述关系成立

L = L T O L , (3
.

5)

证明 首先指出 L , 一L : ,

事实上
,

设 T好L , ,
E好L

: ,

由(2
.

8) 式以及内积的定义咚
,

l)

L , 和 L : 的定义 (3
.

3)
、

(3
.

4) 式
,

立即可得(T
,

E )= O
。

其次
,

设 s(乙
,

按定理 1
,

存在张量 T 和 E
,

使

S = T + E
,

T(L
, ,

E(L
, (3

.

6 )

由(3
.

6 )式和 L , 土二: ,

知 (3
.

5) 式成立
.

当然
,

不引用定理 1
,

如果设 L 是完备的
,

即 L 为 H ilber t 空间
,

也不难得到 (3
.

6) 式
。

今先证 L , 是 L : 的直交补
。

设 T(L
,

且

(T
,

E )= 0 V E (L
,

(3
.

7 )

由(2
.

8 )和(3
.

7 )可得

{
。(,

·

T )
·

。 d 犷 +

I
。, ,
‘T

·

n ,
·

u d B 一。
(3

.

8 )

由于 u 的任意性
,

从(3
.

8) 式
,

得

甘
·

T = 0
,

T
·

n f
。T D = 0

即 T (L
, ,

因此 L , = L吉
,

按 H ilbe r t 空间的直交分解定理
,

(3
.

6) 式成立
.

定理 2 证毕
,

由定理 2 和前面的引理
,

有如下推论
.

推论
:

L , , L盒
,

L’= 乌

四
、

应 用

引入下面两个定义

一个对称张量场 T 称为可允许应力场
,

如果

可
·

T + f二0
,

T
·
n !

。, 。二P

这里 f( D 中)和 p (几D 上 )是给定的向量
.

一个对称张量场 u 称为可允许位移场
,

如果

u l
。 。。 = 卜

这里 b (口
。
D 上 )也是给定的向量

。
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设 T
’

是某个可允许应力场
,

而 u
。

是某个可允许位移场
.

我们有如下简单事实
:

假如 T

和 u是可允许场
,

那末下一T
’

(乙
, ,

E 一 E
‘

(L
一,

(这里E = (vu + uv)/ 2
,

E
‘

= (v u
’

+ u
’

v)/ 2 )
;

反之
,

假如 T 一下
.

(L
, ,

E 一E
.

(L
, ,

那末 下和 u 都是可允许场
·

弹性力学的几个基本原理可如下叙述

虚功原理 若 T一 T
。

(L
, ,

E 一E
。

(L
, ,

则

(T一 T
’ ,

E一 E
‘

)二 0

虚位移原理 若 T一T
’

(L
,

且

(T一 T
‘ ,

E 一E
’

)= o
,

V E 一E
‘

(L
:

则 T一 T
。

(L
,

虚应力原理 若 E 一E
。

(L
: ,

且

(T一 T
‘ ,

E 一E
“

)== 0
,

V T一 T
’

(L
,

则 E 一 E
。

(L
,

很明显
,

上述三个原理就是 L , 和 L , 的下述三个关系的表述
:

L , 上L二
,
L , = L孟

,

L’ =

L奋
。
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