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_ 一 _

摘 要
_ 一

作者在〔月文中提出了弹
、

粘动力学变分原理的谱分解形式
.

本文将其推广到 L aP lac
e

变换 形

式
,

具体写出了薄壳动力学的混合变分原理以及弹
,

粘
一

孔隙介质力学的变分原理 并对 后 者作出

了有限元构式二

La plac
“ 变换形式的变分原理具有简洁形式

,

为便于有限元法计算
,

当已知 LaP la ce 变换式的
二

有限个值时
,

需求原时间函数的有限个值
、

对此当前尚无成熟方法
.

本文提供了求原函数的数值方

法
.

从例题可见
,

这种数值方法是有效的
.

结合以上两种理论
:

从变分原理进行有限元构式以及求LaP la ce 反变换的数值方法 可以使相

当广的一类固体动力学问题能够甩电子计算机进行求解
;

一
、

弹
、

粘性体动力学变分原理的 L aP lac
e 变换形式

_

在n 」中提供了谱分解的普遍化变分原理
,

不难将它改 写成 L a p la ce 变换形式
,

相应的
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表示原函数的 LaP la c e
变换

,

例如有
:
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d ,

,
了 作者曾在另

一
二文中考虑用张量分析进行薄壳混杂模型三角形有限元的构式

,

LaP la比 变换形式的变分原理写出如下
:
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在 本文中将比较详细地写出弹一粘
一

孔隙介质力学固结与次固结 L a p lac
e
变换形式的变分

原理
.

在 C ar te s ia n 坐标系变分原理的泛函具有如下形式
:
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变分原理表示为
:

占H = 0

在(1
.

8) 式中
,
日是体积形变模量

,

梦 是广义剪切模量
,

作者在论文【2] 中给出梦 的表示式如下
:

对二体模型
:

梦 二刀G P/ (叮P + G )

对三体模型
:

梦 = (刀G
IP+ 吼G

:

)/ (刀P+ G
,
+ G

,

)
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是 L a p la ce 变换中参数 P 的函数
,

K
二 ,

K , ,

K
:

各表示二 , , , 2
方向土的渗透系数 , O

,
梦

,

K
二 ,

z 的函数
, 汀

, 公, 汤 和厅,
各为土粒变位和孔隙水压 的 L a p lac e

立量
.

可以证明(1
.

8)
,

(1
.

的式是正确的
,

将变分泛函刀对 爪

得的方程将和文献【2 ]
、

〔3] 中的方程一致
.
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K
:

是空间坐标 x
,

协

变 换
,

而且在变分时作为独

公, . 和 子,
进 行 变 分时所

二
、

弹
一

粘
一

孔隙介质力学的有限元构式

S a n d h u 和 W il s 。了
落’曾提出土壤二维和三维固结的变分原理并且从它导出有限元构式

,

这个方法需要对一组时间点上进行求解
.

著者认为从本文(1
。

8 )
,

(1
.

9) 式 LaP la o e
变换形式

的变分原理进行求解可能是更为方便的
.

以下导出有关的有限元构式
。

采用三角形单元
,

设单元的顶点为 1 , 2 , 3 ,

坐标各为(二 , , 夕,
)

,

(气
,

珑 )
,

(凡
,

珑)
,

变位 汀
, 石 , 汤 和孔隙水压 J tD

在单元内线性变化
,

这样如果单元结点处变位和孔隙水压为已

知时则它们在单元内部也是确定的
.

每个单元有九个待定参数
:

叭
,

爪
,

叭
, 沙: ,

入、 叭
,

行, : ,
a 。

: ,
言, , , 将这参数集合写为 0

. , m 表示第m 个单元
.

用矩阵形式写为
:

U 二= 【口孟
, 厅们 (2

.

1 )

t表示转置
,

这里
:

〔二= [汀, . ,

行二= [子。
:。 ,

汀: 。 ,
厅5 . , 万一

, 公: . , 公: , }

言, : 。 ,
J断。 ] } (2

.

2 )

取结点变位和孔隙水压作为独立变分量
,

从(l
.

8)
,

(1
.

的式可以求出单元性质矩阵如下
:
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在以上三式中
,

又盖是第m 单元的结点折算力
,

平面固结次固结问题的有限元法方程可以写为
:

乙 K . U . == 乙 p .

委盖是第 。 单元的结点折算渗流速度
。

这样
,

( 2
.

7 )

在上式中表示对所有单元 。 求和
.

当 P确定时求解以上方程和有限元法求解静力问题类 似
.

特别是
,

如所周知
, P= 二和P二 O 分别决定各物理量在 t= 0 和 t= co 的数值

,

求出这些数值

并不困难
.

求在中间 t 时刻的物理量是较为困难的
.

为此
,

著者在下节提供一个根据离散的

P所得的变换函数值进行 L a p la c e
反变换寻求离散 t 时刻原函数数值的方法

.

采 用这个方法

可以对为数不多的 P进行计算
,

即可了解整个的时间过程
,

从而避免了按照文献【4 〕对多次

△板复求解的繁冗计算
.

三
、

L ap la c e 变换和反变换数值计算的一个新方法

L a p la c e
反变换的数值方法基于 L a p lac e

变换的数值方法
.

首先我们 考虑 L a p lce 变换

的数值方法
.

LaP l a c e
变换的基本公式是

:

F ( , )一
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d ‘
( 3

.
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f (t) 是原函数
,

F ( P) 是变换函数
.

常用的数值方法是将积 分 改 为代数求和
,

这里存在两个

困难问题
.

首先
,

积分限是无穷大范围
.

其次是 f (O在 t , O 的展开式不是 t 的 幂 级 数
,

而

是 ”” 的幂级数
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·
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.

为此
,
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.
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:
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aaaf........t

‘、.矛
O口曰.且

.

吮口
了.、

1
.
1
.
.
...
..
.
�

人 川
, , ,

卜
,

【n(
学

: L‘。· ‘, · ‘2 ”’一 L切” ””
” ’

L
-

则有
:

Zn 一 1 ) 一 2 ”(Z
n 一 2 )

( 4
n 一 1 ) N Z ( 4 ”一 2 )N

2N
2

一‘N
Z

万

(
。一 1 ) (2

。一 1 )

一 ( 4
”一 3 ) N

2N
2

PF (夕) }
. = l。,

功:一 ,
+ l, ,

叻
: 。 一 、+ l: .

叻
, 。 ,

尸( p ) == E PF ( p ) }
.

( 3
.

14 )

如果 叻
1 ,

⋯
,

丸 N 已知
,

则可从 ( 3
.

14 )式求 夕F (P)
,

此即本文所提供 的 L a p la c e 变 换 数 值

计算方法
.

反之
,

如果 八F ( p
‘) (‘一 1 , 2 ,

⋯
,

ZN )为已知
,

则有如下 ZN 个方程
:

乙 ( l
。。‘叻

: 。 一 :
+ l

、。 .叻
: , 一 、+ l

: 。‘

叻
: ”

) = p
‘
F ( p‘) (诬= 1

,

2
,

⋯
,

ZN ) ( 3
.

1 5 )

求解以上联立方程
,

得出 沪
, ,

沪
: ,
⋯

,

沪口
,

此即 I
J a p la c e

反变换的数值计算法
.

例题

口2
)

, a =

行比较
.

解

表 1

, L a p la c e
变换的数值方法

·

已知 : f‘。一 1一 e r f、下
,

采用 ‘

一告
,

In ‘1 -

‘,

N 一2 ,

求〔PF ‘p , 〕
, 一 (‘一 ‘

, 2 , ‘, 的值
,

并和精确值
:

PF ‘, , 一卜

ha
进

将已知资料列如表 1

习川|J
.

|125脚
. 叫. . . . . , . . . . . . , ,

t

以下

/ (t) = 1 一 e r f/̂ 下

0
.

5

0
。

2 8 76 8 2

{ 0
.

6 3 63 6

一 0
.

4 4 8 13

0
。

7 6

0
。

8 2 6 6 7 8 5

0
。

g D9 2TSB

0
.

19 8 4 7

O O

口O甘
( z ) P二 1 计算

:

按照 ( 3
。

8 ) 到 ( 3
。

1 5 ) 式
,

通过一定 计 算
,

可得
: 。o t = o m 一1 ,

0 0 8 3 3 3 3 3
,

仍t 一= 0
.

0 3 12 5
,

10一= 0
,

11一= 0 一6 e 6 6 6 7
,

1
2 1 = 0 0 8 3 3 3 3 3 ; 仇。:

二0
.

7 5
,

仍l : = 0
.

5 5 3 3 3 3 3
,

二: : = 0
.

4 6 8 7 5 ,

l。
:
= 0

.

0 8 3 3 3 3 3 3
, lr : = 0

.

5 , it : = 0
.

1 6 6 6 6 6 7 ;
从而求得 PF ( P ) = 0

.

2 9 3 5 2 16
.

( 2 ) P= 2 计算
. m o l= 0

。

4 3 7 5
,

m , : , 0
.

1 4 1 6 6 6 7
,

。: , = 0
.

0 5 2 0 8 3 3
,

10 ; = 0
.

0 04 1 6 6 7
,

11 : 二

0
.

3
,

l: 1二0
.

1 3 3 3 3 3 3
; 仇。: = 0

。

5 6 2 5
,

m l : = 0
.

3 0 1 6 6 6 6
,

仍
: 2
= 0

.

2 5 1 2 5
,

了
。: = 0

.

1 4 1 6 6 6 7
,

才l
:
= 0

.

4
,

l:
:
= 0

.

0 2 0 5 3 3 3 3 ;
从而求得 PF (P ) = 0

.

4 2 2 6 0 7 3
.

( 3 ) P== 4计算
: m 。, = 0

.

6 8 3 5 9 3 7
,

tn : 1 == 0
.

2 0 9 9 4 4 8
,

。, , == 0
.

0 7 3 4 37 5
,

l
。, = 0

.

0 1 1 4 2 4 9
,

11 : ==

0
.

5 0 4 5 5 8 4
,

1
2 1二 0

.

1 6 7 6 1 0 4 ; 切。: == 0
.

5 1 6 4 0 6 2
,

仇1 2 , 0
.

2 9 7 9 6 6 4
,

协2 : = 0
.

1 2 6 5 6 2 5
,

10 : 二

0
.

1 5 0 4 0 7 6
,

11
:
= 0

.

1 9 4 9 4 4
,

l
: : = 一 0

.

0 1 7 9 4 5 4
,

从而求得PF (力) = 0
.

5 5 0 6 7 5 5
.

今将计算值和准确值比较如表 2
.

表 2

计计计算值 夕F (P ))) 准“值
PF(

P) 一 , 一万子不了了
误 差差

PPP= 111 0
.

2 9 38 2 1 666 0
.

29 2 8 9 3 222 0
。

3 2书书

PPP, 222 0
.

4 2 260 7 333 0 。 42 2 6 4 0 777 一 0
.

01男男

PPP= 444 0
。

55 06 7 3 666 0
.

6 5 2 7 86444 一 0
.

3 8书
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例题 2 L a p lac e
反变换的数值方法

·

已知 .

PF (P)
1 ~

_

, l 一了不了 仕 p = 1 , 2 , 4 四

值
,

采用变换
, t 省 1 1 _ , ,

⋯落、

ee —
孟
U 、l

—
.刀 J -

口

a 二 1 ,

扩== 2
,

今求当 。二0
.

2 5 , 0
.

5
,

0
.

7 6 时 f(t)的

值并设 口= O 和 oo 时 j( t) 的值为巳知
,

最后验算计算值和精确值的误差
.

解 根据例题 1 算得的系数
,

现在 试功= 0) = 1 和 试 zD 二 oo )= O是 已知
,

其它兰个功值
:

袱 。= 0
.

25
, “丸

,

抓。= 。
.

5) = 叭
,

试tD , 0
.

75 )= 叻
:

是未知
,

可 以 列出丸
,

叭
,

叻。 的联立

方程如下
:

0
.

1 6 6 6 6 6 7叻: + 0
.

i 6 e6 e e7沪: + 0
.

5功。二 [PF (P)一l。: J, 一 : = 0
.

2 9 2 5 0 3 2

0
.

3沪, + 0
.

2 7 6功
:
+ 0

.

4沪: = [PF (户)一l
。: ] , . : = 0

.

4 1 5 4 5 5

0
.

5 0 4 5 5 5 4沪, + 0
.

3 0 7 0 1 5 0叻
:
+ o

、

i。‘。4 4功。== 【户F (P)一 I。: ] , 一‘= 0
.

5 4 1 36 1

求解(a) 式
,

将所得 丸
,

叭
,

人和准确值进行比较
,

列如表 3 .

表 3

少 (
a
)

_ _
_

_
j_

1

计算值 (解(a) 式) 准 确 值 1一 e rf 创了

0
。

726 TI
J

o .t4 4 6 068 后

0
。
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。

7生0 3甘

0
。

“吕1 3
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