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摘 要

泛对称是物理等学科中对称性
、

稳定性等概念的轴象概辉 不动泛系 定 理刻划了系统结构的

一种典型的泛对称性
。

本文补充并推广了 〔l」~ 【幻 中有关不动泛系定理的工作
,

对有限的情形给

出了不动子集的结构特征
.

最小不动子集的存在准则
,

以及不动子集与极小不动子集的计数公式
.

不动泛系定理描述了系统结构的一种典型的相对不变性
。

在物理学中
,

这种结构不变性

表现为和黑洞
、

稳定与振荡
、

突变与渐变等现象有关的周期性
、

稳定性
、

吸收性
、

封闭性
、

守恒性等一些特化的泛对称
.

因此
,

有关不动泛系定理的更深入的探讨是有实际意义的
.

采用泛系关系和泛系算子来研究不动子集可提供一大类不动泛系定理
.

〔1] ~ 〔3] 在这方

面做了许多工作
,

对有限的情形给出了一类不动子集的存在准则
,

以及一个特殊转化下的不

动子集的数量公式
.

本文对此作了补充与推广
,

在一般情况下给出了不动子集的结构与数量

特征
,

建立了在计算机理论等学科中有重要意义的最小不动子集的存在准则
。

设 G 是一个给定的集 , f g 夕
.

我们知道
,

如果 }口l< co
,

那么 f 有不动子集的充要条

件是

f
‘

n f
‘o , 今必

‘吕,

在本文中
,

若无另外的说明
,

均假定 {G }< co
.

作集合
_ _
△

_ . _

_
‘

入一娜 1(x (仔) /\ L劣贬劣
。

j
’

)全

对G
产

g G
,

G
尹

的指标集X 夕定义为
t

介
,

与
n G’

定理 1

证明

X 气= X “
,

·

其中 G
.

(G /入(j )
,

G 坛‘ n G ‘。

了娜
。

很明显
,

由份
。

g 吼而 有 X 自
。

g X G
‘ ·

取X ‘
,

中一个任意的元素‘ 因(,
,

幼(f’,

戏G’
,

所以有某个自然数
。
使得 (二

,

劝(f佃
.

于 是 对 任 意 的 m ((N )
,

存在
, ,

使 m 《
n
且

“(G ‘。

f
‘”

·

{G ‘。

f
‘” ,

}是单调降的
,

所以“(刀lG
‘。

f
‘”一 G ‘二 这实际上是说X G“X “

‘二

吴学谋推荐
。
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如果 X G ‘
= 诱

,

那 么 X G 、也是衍 而 当 X 认
。

, 功时
,

若有戏X “
,

则必有 劣(X G I.
·

因此
,

两个集中的任一个为空集时
,

它们总是相等的
.

定理 2 若 X ‘1
= X ‘: ,

且 G l,
G

Z

(P
l ,

那么 G l二G
, .

这表明
,

两个不动子集相同的尧要条件是它们的指标集相等
.

定理 3

(1) 如果G笑尸
, ,

那么 G,
.
n了

‘

n了办 钾人

(z ) {二
。

f
‘

{二(X }g P , .

对于‘
产

((尸
,
)

,

它可以写成如下形式

G
,

= U ,
o

产 (, (G, )

注意 。
。

j’不一定在尸
,
中 (即使沪了

‘
斗们

,

然而
,

.

至少存在一个 x( (X 夕 ) 使得 ”了哭尸
, ·

对于不动子集
,

上式给出了它的一个近似结构
.

下面我们给出一个更精确的描述
,

也表

明我们为何称 X GI 为 G
产

的指标集
.

定理 4 任何一个不动子集 G
产

均可表为

夕二 U 二
o

f
‘

(二(X “ )

即

夕= X 夕
。

j.

证明 取 。(G,
·

作序列

{夕‘卜(N }

其中夕
。
== v, g ‘(f

o

g ‘一 , .

则一定存在i
,

j (i> j)使 夕。二夕, .

显然夕“叉公
‘,

(夕
一, , )(f

“, g f
‘。

所

以G
尸

g U二
。

尸(劣(X c’)
.

再由前面的表达式即知命题成立
.

因对任意的 戏X C’
,

都 有” ft (尸
了 ,

所 以 定 理是说任何一个不动子集均可分解成形如

知尸的不动子集之并
,

这里 二 是G
‘

的指标
.

这暗示着P, 与X 存在某种结构与形式关系
.

后面

我们将定性与定量地描述这种关系
.

、

从 [ 3 〕我们知道
,

G ,
可写为

U(G, n G ‘
)

’

这里 G, n G ‘
也是一个不动子集 (如果 G’ n G . 斗句

.

一般地
,

即使 xo 尸g G.
,

我们也不一定

有 G
尹

n G ‘= , 尹, 但存在X ;
,

诱今X : g X G’
,

使得

G
,

门G ‘~ U二
。

f
‘

(劣(X 益)

实际上 X 篇可取为 X n ‘
产

n G ‘ (即 X GI n GI )
.

因此我们有

推论 如果 G
‘

(P,
,

那么对 G ‘(G /入(j)

G
,

门G
‘一 U 劣

o

f
,

·

(戈(X “ 门‘。

)

所以
“

。
。

中的不动子卑是最基本的
” ’3 ’
说法是不严格的

。

形如 知尸的 不 动子集才是最

原始的
.

我们称 “
1

王劣
o

f
t

l二(X 卜

为尸
了的基

。

〔3 〕讨论了不动子集与极小不动子集的个数
,

所给的结果要求很强的条件
.

下面我们在

一般的条件下给出这些不动子集的数 目
.

记X 井
为入的满足下列条件的非空子集 X

产

的全体
:
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X ,o 尸n X g X
尹

-

则我们有

定理 5 .P, !二 }X 州
· 1

.

证明 设 G, (P,
,

相应地我们有X 夕
,

作

X
,

= { x !(二(X ‘ ,

)A (一夕(X “ (二
。

f
‘

军 g
o

f
, ))}

即X
产

由 X 夕 中使 xo 尸极大的 x 组成
。

我们要证明
,

X
‘

(X 朴 。

实 际 上
,

取 梦(X
尹 。

尸 n X
.

则 存 在 戏X
尹 ,

使 (二
,

妇(尹
.

可 以 证 明 当
二 ,

妊X 时
,

y. 尸g , 尹的充要条件是 (二
,

妇 (尹
.

所 以 护尸g 知尹, 由X
‘

的定义
,

yo jt = , 尹
,

而妊X 夕
.

所以最终有妊X,.
、

X
尹

一定不是空集
.

事实上
,

任取 二(X ‘ , ,

并设存在 x’(X ‘
, ,

.

使 , 产C 气oj
‘,

显然
,

为
。

jt g G,
.

对气再设有凡(X “
,

使二1 。

尹c 气
。

尹
.

于是当 X
尹

二功时存在序列 {‘}
,

, 产C 二, 。

产C ⋯C 为oj .C=
“

·

而每一个又是有界的

‘
。

尸g G,

这是不可能的
。

所以 X
产
今必

。

作映射

中. P f今万 .

中(G
l

)= X,
这是一个双射

.

实际上
,

我们可以写

G, = U”尹 (戏X 今
-

所以对G,
,

G 扩 ,

当X
‘
二X ,,

时G
产
二G “ ,

即 甲是单射 , 而对任意的 X 巷(了
. ,

不动子集
几

‘
尸

= U , 了
‘

(戈(X 屯)
1

所对应的X
尹

恰好为X ;
.

关系式X ; g X
声

是明显的
.

取y(X
‘,
存在劣(X ;使(,

,

y) (尹
。

由尤 ; 的

定义易有y(X ;
.

所以有等式X
,

= X 二
.

这就是说
, 甲是映上的

。

因而 甲是一个双射
.

所以当尸
, 今功时

,

.P, 卜 }X 划
.

如果 尸了= 功
,

即 厂无不动子集
,

这时 X ‘功
.

自然也有 X 价 ~ 诱
.

这样
,

无论 f 有否不动

子集
,

上述势的关系式总是成立的
.

现在我们来给出极小不动子集数目的计算公式
.

为此我们引进下面的几个符号

f
.
立尤

1

nj’ nj
一

Y与x .

!(x. (x/
。,

(内 )A( (j’一f
一

, n (x.
、
x) 娜介

定理 s }凡
了
! = 11占

,
(f

.
)!】一 {y !

.

证明 如果凡
, = 功

,

而尸
, 斗沪

,

则有不动子集序列 {G 扑
,

其中

G 畜车G ,’-
:

这与
“
G 是有限的

”

假设矛盾
.

所 以 只 能 有 P, 二诱
.

从而X 二诱
.

最后导致 !!d
:
(f竹卜。

,

Iy 卜0
.

现在假定尸。
, 今必 设‘

‘
(几

, ,

则(“
,

的(X 夸的充要条件是

(l) (x. 以户
,

-

(2 ) G
,
= 二

o

f
‘

= y
o

f
‘。

我们来证明
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(1) X 夕
。

尹 = X GI
,

即每一个 X 夕是 尹 的不动子集 ,

(2 ) X “ 在y
。

首先
,

若 (“
,

夕)(X 夕
,

则有 (“
,

妇 (了
‘

n f
一 ‘.

所以X 去
,

g 尹
,

X ‘,

二X 夕
。

f气 对任意的

劣(X ‘
, , 夕(二

O

f气 有 二
o

f
,
二夕

o

f
‘ .

因G , (p o l ,

所以 G
,
‘ 二

O

f
‘
二夕

。

f
‘.

由此即得 g (X “
.

于

是( l )中的等式成立
。

(1) 实际上是说

X ‘ ,

(X / 占
: (j

肠)

这里要注意的是

占, (f
价) = f

铃
U f

‘o ,

(我们也用f
‘。,
表示X

:

中的恒等关系 )
。

为证明
、

X ‘
,

不在 犷 中
,

我们取 (二
,

妇 (X G’ x X
.

x 今夕
.

令 (二
,

g) (尹
,

则有

二
。

f
‘

二夕‘了咤(二G, )

所以勿
,
二)(f

‘,

即有

(二
,

g )(X
Z

n f
一‘

门f
一‘

= f
.

所以X 夕 乙Y
.

有了以上的准备后
,

我们来证明

!凡
,
}= }X / 占

, (f
.
) 1一 }犷 !

作

小凡
, , X / 占

, (f勺一 Y

6(G ,
)= X “

因 G
‘
斗口

“

时 X 夕 斗X “
,

所以 口是一个单射
.

对任意的X 正X / d
l(f与 一Y

,

设

G
l
= U x

o

f
‘

(劣(X
, )

显然 口哭P,
。

我们要证明
,

对任意的劣(X
, ,

G , 二 二
o

f
,

从而 G ,
(p . r 。

首先对 二
,

夕(X
, , x 斗 g ,

有 (二
,

刃(f气 所以 , 尸二沪户
.

即 G, 可写为 , 产的形式
.

再

取 ‘
“

二G
, ,

并令 G 护
(尸

. , (注意
,

任何一个不动子集必含有一个极小不动子 集). 这时存在

成X 夕使

G
扩
= 二。

f
‘

因 二
(y

。

尹
,

而 X , 〔Y
,

所 以伪
,

的 (f气 这就是说
,

成X , .

因而 G
,,
= ‘

尹,

即 G笑凡
, .

为要说明 0 是满射
,

我们还要证明

X ‘
,

二X
,

很明显
,

X ,二X “
.

取成 X 夕
,

则有 G
产
二 zb 产

.

由 类 似 子 前面的过程最终可得 《X , ,

即

X 夕 g X , .

因而 0 是一个满射
.

于是

}P耐 }= }X / d
, (f

. ) }一 }Y !

或简单地写为

IP
。,

}= [!占
l(f . )11一 !犷l

要注意的是
,

占1 (f勺是X 上的二元关系
.

由上述的证明过程我们总结出如下结论
:
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1
.

任何一个极小不动子集可以写成如下形式

劣
。

f
‘,

2
.

极小不动子集所对应的指标集是等价关系 占, (f协所诱导出的商系统 中的一个元
,

并

且不在Y中,

3
.

对任意的G
尸

(凡
了,

有X ‘ ,

(尸户
,

亦即极小不动子集的指标集是尹的一个不动子集 ,

4
.

X 邓
:
(了勺一 Y 中的任意元必是某个极小不动子集的指标集 ,

5
.

X /占
: (尹)一y g X 苦 .

最后一点需要另外证明
,

因为它并非可由前面明显地看出
.

我们 取 X , (X 灿
, (了朽一 Y

.

显然X , 非空
.

设 g (X
, 。

尸n X
,

则存在二(X
,
使(二

,

夕)(了
‘ .

因X J〔Y
,

所以(劣沼)(j
一‘, 于是

有伽
,

川(了气 即 , (X
, 。

上式得证
。

我们猜测
,

一般地
,

X 朴斗X / 占
: (f

份)

这 是由于对X ,
(X 气 扛

,

夕)(X
, ,

我们一般没有(x
,

夕)(f气

【31 在f为赋形的条件下给出了不动子集与极小不动子集数目的计算公式
,

在这个条件下

我们将看到它们与定理 7 是一致的
.

定理 了 设 f 为赋形
。

则映射

咖 尸, , 尸(G /占
1 (了))一 福功}

叻(口
,

)== {G ‘
I(G

.
(G / 己

, (f ))八(G ‘
门G

,
年诱)}

是双射
。

因此

}PI }= 2 ,l‘: ‘f , 11一 i ,

}P
, , }= !!6

1(f)}{
‘, ’

定理的证明需要下列引理
‘“’.

引理 当 f 是赋形时
,

G 拓(尸
价了 。

所以 G
产

n G . ~ G ‘ (对所有 ‘)
,

当 G 尹年 G 护 时
,

若 袱 G 尹
) = 抓 G ,’)

,

则

G , = U (G ,
门G .

)= U (G
,,

门G ‘)= G ,

因此 叻是单射
。

对H 二 G”
1
(f)

,

H 今功
,

作

G , == U G , 。 (G ‘
(H )

那么 G 笑尸
f ,

而且 抓‘
了)= H (召

护
n G

‘
二G i.)

。

所以 功又是映上的
.

定理证毕
。

我们看到
:

1
.

}P (G /占
:
(f)) != !P({G I.. IG

‘
(G / 占

: (f )川
,

2
.

凡
, = {G I.0 } ,

实际上
,

对 G 哭凡
, ,

!抓 G 尹
) }= 1

.

所以有 G ‘
使

G , == G ,
门G ‘= G

: .

3
.

}X
肠
1= 2“‘ : ‘f , “一 2

.

在许多时候
,

我们需要考虑最小不动子集的存在性及其结构
‘们 一 ‘. ’.

如果G
尹

是最小不动

子集
,

则对任意的二(X 夕
,

我们可以把G 尹写成 , 尸
.

因此下面主要讨论最小不动子集的存在

准则
。

定理 8 设 G 尸g G
.

则 G 声 是 f 的最小不动子集的充要条件是存在 戈(G, 使

G , 二劣
o

f
, ,

X g f
‘o 二

由此我们有

定理 9 (最小不动子集的存在准则) f有最小不动子集的充要条件是存在
二
使得
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, (X g f’
。
名

在【4 1中
,

当 f 是一个可近似映射时
,

(八
,

△)心f
,

而且对八总有

D g fo △

所以 j 有最小不动子集
,

而 且 可 写 为 △
。

广
.

显 然
, “

f 为可近似映射
”

这个条件是很苛刻

的
·

上面的结果可概括为 (均假定 !G !< co ) :

1
.

任一不动子集G ,
可写为

U沙尸(二(X ‘
,

)

任一极小不动子集 G 产
可写为

x o

f
‘

(二(X ‘
,

)

f有最小不动子集的充要条件是存在
x 使

二
(X g f

‘o :

IP, }= ,X 划 ,

}凡
,

卜 11占
,
(f

.
)}卜 !Y {,

‘

如果 f 为赋形
,

则

( 1 ) }P, l= 2 !l‘, ‘, , 11一 i ,

( 2 ) }P . ,
}= !1占

, (f)!}
‘s , .

从上面的讨论可以看出护无论是不动子集的结构
,

还是不 动 子 集 的数目
,

最终归结为

了
‘的计算

.

如果 f 为映射
,

则不动子集的构造过程与形式和泛函分析中 Ban ac h 不 动点定理

的证明中不动点的构造与形式几乎一样
.

实际上
,

不动点由序列{二
。

},

‘= A
.

气

的极限给出
,

即 lim A、。, 而我们的不动子集为二
。

户(当 f为映射时
,

它是一个单点集), 或

写成 lim x
o

f
‘川

.

在我们的讨论中
,

不需要度量空间
、

压缩映照等假设
.

尸描述了物理
、

化学或其它一些过程的稳定性
,

渐变性
,

封闭性
,

以及某些过程的循环

特征
.

尸的形成是一个用有限洱近无限的过程
·

如果我们把了
‘

胃成递归方程
了
‘幻 二了

,

了佃
+ ” = 了

。

f佃

的一个最小解 (在类 T 〔G )中)
,

则尹的构造只是一般的区域 (或论域 )构造的特殊情形
‘. , ·

我

们有时只生成尸的足量的子集
,

因为在一个实际问题中我们往往难于全部给出尸而只能讨论

一个适当的子集一个例子是程序设计语言的生成
·

这时 f 即
、

是语法所规定的产生式集尸 几

个可能产生的问题是
:

我们怎样预计所需要的子集的具体形式
, 一个给出的子集可 以解决一

类怎样的问题
.

在计算机语言的设计中
,

这两个相关的问题都是需要解决的
,

而且几乎全是

围绕它们来展开的
·

又如
,

邻域理论是 Sc ot t建立的指称语义学的数学基础 “’
·

其 中一个重

要内容即是最小不动点的存在及构造
.

如果f是二个可近似映射
,

则 {△
。

f
‘

叫成N }即△
。

了
‘

为

了的最小不动点
.

而满足f= j, 郎尸= f 的可近似映射也是邻域理论所 要 讨 论 的 (f 称为

r e tr a e tio n
)

.

综上所述
,

尹 (传递包) 在计算机理论与应用及物理
,

化学等的 研 究 中有 着潜在的作

用
.

有必要探讨它的更深刻的内容
。
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