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摘 要

在本文中
,

我们继续文〔1 」中的不动泛系定理的研究
,

讨论不动子集的存在性
、

结构与个数
.

一 日l 言、
网J . 卜 侧门

不动泛系定理是一类关于相对稳定性的定理
.

这种相对稳定性是一种典型的泛对称
.

泛

系方法论做了大量的关于泛对称的工作
。

文【1 〕研究了这样一类涉及不动子集的不动泛系定

理
.

不动子集是与它和某个二元关系的复合有局整关系的子集
,

它是著名 的 K a
ku tan i不动

点的推广
.

除了运用新的观点发展了传统的不动点理论外
,

不动泛系定理还研究了一些相关的学科
,

如突变论
、

协同学
、

耗散结构理论等
。

吴学谋给 出 T 定理
:

、

“

设 6(E
.

[G )
,

G = U G ‘
(此)

, g C G
Z ,

占:
(夕)c= 占

,

那 么 G ‘O夕-

g
o

G ‘
c G

‘.

若 己;
(g )c 己

,
I(G

.
)c= g

o

夕一’,

则g
O

G ‘= G ‘.

若占
:
(夕)c d

,
I(G

.
)c= 夕一 ‘

0

9 ,

则G ‘0

9

二 G ‘. ”

在这个基础上
,

本文主要讨论了 g 的含于 G ‘
(认c= ‘(d占

,
(夕))) 中的不动子集

.

我们

证明了如果一个二元关系的传递包与么关系的交不空
,

那么它就有不动子集
。

这样我们就得

到了一个判断一个二元关系是否有不动子集的简明的方法
.

本文证明了一个二元关系的不动

子集可 以表示成一些分别含于某些等价类中的不动子集的并
,

这些等价类是由包含该二元关

系的最小的等价关系所诱导的
.

当集合是有限的时候
,

本文估计了不动子集的个数
。

二
、

关于不动子集的一些结论

与文【1 ]所研究的不动子集不尽相同
,

本文讨论一类更为特殊的不动子集
.

下面
,

我们

给出本文研究的不动子集的定义
.

定义 1 设G 是一给定的集合
,

fc G
“ .

若存在子集 G, c G
,

G, 今必 且满足 G,
o

f二G,
,

称了有不动子集
,
G

产

是f的不动子集
.

首先
,

我们举例说明并非所有的二元 关 系都 有 不 动 子 集
.

取G = 健气
,

x2
,

凡 }
,

f二

{(气
,

凡)
,

(凡
,

凡 ) }
。

显然
,

对任意的G
,

〔G
,

G
产
钾曰

,

都有G,
o

f今G,
.

份 吴学谋推荐
.
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为了以后的叙述方便
,

引入实变函数论中的两个概念
.

谧A
。

}是一集合序列
,

若 U n A
二

白一 1 . 一 几

= n
合一 l

U 月
,

= 月
,

则称 {A
”

}收敛
,

记A = lim A
二 .

若月
。

c A
。 , ; ,

或 月
,

。A
, + 1 , : 二 2

,

⋯

则称魂月
。

}单调升或单调降
.

定理 1 若fc= G
Z ,

{f
‘, , }收敛

,

f
‘” = lim f

‘, , ,

则f
‘”

o

fc= f
‘”

,

其中f
‘“ ,

= f
‘, 一 ‘, o

f =

{(:
, 夕)1(二

O

f
‘
卜”

)门(f
0

9 )二必 }
.

证明 对任意 的 ‘气 “严
) 。

‘一(户
,

(
二 ,

刃(f
.

从而对任意的展N ; 存在
n > k,

U f
‘. 、 )

。

f
,

就有 二(G 使得(二
, :

)( n U j
‘, , ,

n . 吞

(劣
,

倪一 1 . 一 ‘

:
)(f

‘, , ,

(
z , v)(f

,

即是 (二
, v) (f

‘” + ” .

所以对任意的 k (N
,

有(二
, g )( U f

‘. , ,

故 (二
, g ) ( n Uf

‘”, = f
‘. , .

所以 f
‘· , 。

fc= f
‘, ’.

台一 ! 翻 . 为

定理 2

= G l, .

证明

若G
,

c= G
,

{G
, o

f
‘. , }单调

,

则{G
, o

f
‘” , }收敛

。

记 G ,, == lim G
, o

f
‘. , ,

那么 G
l, o

/

由定义知
,

当{G
/ 。

f
‘” ’

}单调时
,

{口户。

f“ }是收敛的
.

下证G
“
= G

“ 。

f
.

1
’

若魂G
‘。

f“
, }单调降

,

则 G “ = n 召
‘。

尸”
.

对任意的劣(口
‘ 。

j, 存在 夕使得 g ( n G
, 。

f ‘” , ,

(, , 二)(f
.

则 对 任 意 的 n
(N

,

有 夕(G
‘O

f
‘” , ,

(夕
, “)〔f

,

即 是 “(G
, o

f
‘“ + ‘, .

所 以

“
(月

: G
‘’

f
‘“ ‘”一卫

: G
‘。

f
‘”’
一G

l, ,

故有G
,, 。

fC G
,, ·

反之
,

对成G I, 一只
:
G

‘。

f
‘” ” ,

有戏G
‘。

f
‘”

,

”
) 2

.

那么对
。
》2 ,

存在 溅G,
o

f
‘, 一 ‘’

使得戏夕
。

f
.

又 {G,
o

f
‘. ,

}单调降
,

所以对任意的
n
》 2

,

存在证节
’G

, 。

j( 。使得戏。
。

f
.

从而对任意的
。 ,

白. 1

、(诬:
G

, ·

f (。)

)
。

f
·

下证 成(门G
, o

f‘为) )
。

j

助门川卜一Z�、
y若不然

,

对任意的卿
。

为 有 “‘只尸呀
‘

气 那么 存 在吠N,

城巨
:

必“
呼

‘一G,,
。

‘
·

则Gl’ C= Gl,
·

‘
,

故‘
“一“

。

‘
·

G 产。

j枷
,

矛盾
.

所 以

2
’

若{G
, ·

f
‘” ,

卜单调升
,

则 G ,/ == U 夕
O

f
‘“ ’ .

对成口
‘ == U G,

·

f ‘” , ,

存在
n ) 2 使 得

成G , 。

f
‘” , .

从而存在夕( G
‘。

f
‘”一 ‘’ ,

(夕
, 二) ( f

.

则有妊 U G ‘ 。

f
‘, ,

使得(夕
, 二) ( j

几一 1

即有 G ,,
〔吞

护。

了
.

反过来
,

可得口,,o f二G 左 .

所以G ,, = G 矛 。

了
.

定理 3 若通f
‘川 }收敛且 f

‘“ ’

斗必
,

则 f 有不动子集
.

证明 因为G
O

fc G
,

所以{G
O

f ‘
, ,

}单调
.

令 G, = li m G
。

厂”
,

·

故 成G “ 。

f
,

则口
尹= G 夕。

f
.

下证G
产
今必

.

因为了
‘叫年必

,

有‘
。

f‘叫 斧必
,

我们只须证明G 产

。G
o

f间
、

对二( G
o

j枷
’
= G

。

U 门f
‘” ,

自一 1 . 一白

存在权N对任意的
n
) k都有二( G

o

f
‘”

.

G, 是 j 的不变子集
.

从而有劣( U n G
o

f
‘“ , = G

, ,

所 以 G
o

f( 卿 c G 尹 .

则
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但是
,

对有不动子集的二元关系f
,

{f
‘川 }不一定收敛

.

例如
,

取G = {二 : , , : , 二。}
,

f二

{(二
1 , 二 :

)
,

(二
: , 二。)

,

(二
。, 二:

)}
,

则{二
2 ,

凡 }是 f 的不动子集
,

但是 {f
‘” , }不收敛

.

下面
,

我们讨论当G 有限时
,

fc= 口 x G 导出的序列{了
《” }收敛的问题

.

定理 4 若G 有限
,

了c= G
Z ,

则存在 i ,
k(N

,

对任意的成N都有了
‘t) = 了

“ + ”的 .

证明 设 }G
几

}二。
,

则 }尸(G
Z

) }= 2淤 = h
.

因为 了(J) (尸(G
,
)

,

所 以 有 ‘< l( h + 1
,

使得

j
“, = f

“ , .

取k = l一‘
,

则f
“ ,

= f“
‘ “, = f

“‘ , “, .

定理 5 若G 有限
,

f二G x G
,

则 {j( ” }收敛的充分必要条件是存在 缓N
, i《2 , “ ! ’ ,

使

得f
“, = f“

+ ‘, 。

证明 充分性显然成立
,

f
“+ 加, .

若f
(‘, 今f

“ + ” ,

则 U

下证必要性
. ‘

由 定 理 4 知
,

存 在 ‘( 2 , “ , ’及 展N 使得 j(
‘, 二

n f
‘” ,
c= f

“,
口f

“ + ‘, ,

门 Uf
‘” ,
。f

“> Uf
“ + ‘’ .

导致 {f
‘, , }不收

壳一 1 . 一为 自一 l ”一 为

敛
,

与条件不符
,

故 f
(‘, = f

“ + 1)
。

由定理可得
:

推论 1 若‘有限
,

f是G 上的双射
,

则 {f伽)} 收敛的充分必要条件是f = f( 0)
。

下面
,

我们又对一般的集合进行讨论
.

定理 6 若 G
,

c= G
,

{G
, 。

f
‘” , }收敛

,
G

,,
= lim G

, O

f‘
” , ,

则 {G ,, O

f‘
” , }是一单调降的序列

.

证明 G
‘ 。

f一
(反

; ”

几
G

, 。

f
‘一

)
。

f一只
:

((只
。G 二 f

‘一

)
。

f
)C夕

: 。

几
G

, 。

“
·“’

一G 一 所

以{G
” 。

j( 川}单调降
·

由定理 2 ,

我们可以证明
:

推论 2 若G ‘
C= G (d占

,
(试))

,

则{G ‘。

f
‘” }收敛

,

且G I.0
O

f = “
。 ,

G io == lim G
, 。

f
‘” , ·

以后如无特殊说明
,

我们总以G ‘
。

记 lim G 一f
‘, , ,

其中G ‘
c G (d占

1
(f))

.

定理 了 若口
产

是 f 的不动子集
,

则 G
尸

可表成一些分别含于某些二
。

中的不动子集的并
。

证明 记G ‘
c= G (d入(f))

,
G 二= G

尹

门G ‘.

显然
,

G
尸
= U ‘丁

.

下证G 二
。

f = G ; 且 G 万c G
。 .

由G
‘

n G , = 必知 G 荟n G 丁= 曰
, ‘今 j

.

若 G 奋
。

f斗G 蛋
,

则 G
尹 。

f = U G 二
。

f今 U G 二二G
, ,

矛盾
.

所以G ;
。

f = G 二
.

因为G : c G ‘,

所以‘落
。

fc G . o

f
,

即G 鉴C G ‘。

f
,

故G 二C= G :’0
.

由定理可知
,

含于 G ‘ 中的不动子集是最基本的不动子集
,

其它的不动子集都可表成它

们的并
·

在以后我们着重考察含于价
。

中的不动子集
·

现在我们举例说明有G,.
。

并不是最小的

不动子集
,

但它又不能分解成一些不动子集的并
.

令G = {二 : , 劣2 }
,

f= 王(劣
: ,

为)
,

(凡
,

气)
,

(碗
,

碗 )}
,

则G = G
O

f
, 二 : 。

f = {, , }
,

但是二 : 。

f斗 {凡}
.

定理 8 若G i。令必
,

f
‘= 吞奎n f 是赋形

,

则
_

不 存 在 G, c G l’0 ,

G, 今‘l’0 ,

G, 今必 满 足

G 产。

了= G
尹 .

证明 若有定理所述的 G, 存在
, 丫一

那 么 (G
。
一G, )

。

f= G 九 一G,
.

否 则
,

G, of n (份
。
一

G ,
)

O

f今必
.

设二(G
, O

f门(G i。 一G
,

)
o

f
,

从而存在g (G
, , z (G i。一G

,

使得 (g
,
二)(f

,

(
: ,

x )(f
,

即是 (夕
,
劣) (f

‘,

(
二 , 二

)(f
‘。 与 f

, 是赋形矛盾
,

所 以 (G ‘。 一G
,

)
o

f = G l’0 一G
, .

下 证 (G
, 火

(G io 一G
尹

))门占
:
(f )= 必

,

这样就与G
,

c G
o

c= 二矛盾
,

从而得到证明
.

若 (G, x (份
。
一G, ))

n 占
, (f)斗必

,

则存在 二(G
, , 夕(G i。一 G

l

使得(
二 ,

v)(己
,
(f)

.

那么存在
。
使得(

二 , , )((fV f
一‘

V l)“
,

所以有 , , 二 x , 二: ,

一
,

知
一 , ,

‘二夕(G
。满足 (劣

; ,

气). ⋯
,

(戈
, 一 1 , 二。

)(fV f一 由

氏 , G 场汀 与 八是赋形可得为(e ‘, 泛= 1
,

2 、

:.. 由此可见
,

必有 j存在
,

使得 (二
, ,

匀干J (

jV f
一 ‘, 二 ,

(G 惬
。,

甸
, :
(G

‘,

其 中‘导
。

二G 和一G,
.

这就与 G ‘ ,

G 盖
。

是不动子 集矛 盾
。

所 以
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(G
产 x (G ‘

。
一G

‘

))门占
:
(f)== 必

.

定理得证
.

记 N (f)= 】{G
,

}G
,

c= G
,
G

,
== G

, O

f斗必 } }
,

N
。

(f )= }{G
,

!G
,

c= G
,

G
,
二G

, o

f今必
,

‘

且对

任意的 G
“

c G,
,

G
“
今口

尹 ,

G
“
今曰

,

都有 G
“
今G

“ 。

介 1
.

显然
,

N “)) 2气 “〕一 1
.

由定理 8 可

证明
:

定理 9 若f是赋形
,

则N
。

(f)《I!占
1
(f)l{

,

N (f)= ZN · ‘f ) 一 1《2 “占, ‘f ,

一 1
.

定理 1 0 若 】G 】< 。
,

f
o

f
一 ‘

(E
,

[G )
,

则f有不动子集
,

并且N
,

(f )》 1!d
,
(f ) !1

,

N (f)>

2 ,l己, (, ) 皿一 1
。

证明 只须证明对每个G ‘,

G l’0 斗必
。

由f
o

f
一 ’
(E

,

〔G ) 知 对 任 意 的 G
,

c= G
,

G
尹
今必

,

有 G
夕。

f‘斗必
,

成N
.

对 每个 认c=

G (d 6
:
(f))

,

任取‘(G ‘。

f
‘”’ ,

则得到G ‘
中的一个序列笼‘}

.

又G 有限
,

故存在 {二
。 。

卜c 笼二
二

}

满足翔
*
= 二 。 。。

,

令
二二二 。;

= 翔
:
二

·

⋯ 可以证明对每个成N
,

戏 G
‘。

f
‘川

.

所以戏 门 G ‘ 。

尸川

= G ‘
。 ,

即G ,。 斗必
。

由定理可得
:

推论 3 设G 是一给定集合
,

fo f
一 ’

(E
,

【G )
。

若有口
‘

c G (d氏(了))
,

}G
。

1< co
,

则f有不

动子集
.

由定理 9
、

定理 10 可得
:

定理11 若G 有限
,

了是赋形
,

则了有不动子集
,

并且N
,

(j) 匕 }16
;
(f) }}

,

N (f) = 2 ”占. ‘了’“一 1
.

下面我们继续讨论不动子集的存在性
.

先引入 两 个 记 号
,

记 I( 二
,

刃 = m a刘川叹N
,

(二
,

夕)(f
‘”‘}

,

l(夕) = m a x {l(x
,

g )}二(G }
.

定理 12 设fc G
么 ,

G = U G ‘
(d 占

1
(f))

,

NIJ G ‘
。

= {劣 ,劣(G
‘,

l。)= co }
.

证明

i
’

当l(二)< co 时
,

不妨设 l(二 )=
。 .

那么欢 G
o

f
‘“ , ,

从而 二雳G
‘O

f
‘“ , ,

m > 。 .

而 G
:。
=

U 门 G ‘O

f
‘“ , ,

所以二(G 、。
.

壳一 1 仍 . 几

2
。

对二(G
‘,

l(二)二 oo
,

由 l(二)的定义知对任意的
,
(N

,

存在 , (G
‘
使得 l伪

, ,
)>

n .

从

而存在
二 1 = g , 二 : ,

⋯
, 劣。

一 , , 二。二 二 , m > n
使得(二

: ,

凡)
,

(二
: ,

xa )
,

⋯
,

(二
。 一 ; , * 。

)(f
.

所

以(戈
二 一 , , x 。

)(f
‘“ ) ,

则
二
(G

‘o

f
‘” ’ .

故二(G ‘
。 ,

定理成立
。

从定理容易得到
:

推论 4 若G = U认(d氏(f))
,
G 二= U { x !二(口

‘,

f伽
, o
二 == 必 }

,

则G i。 = G
,
一‘

n 一 1

定理 13 若尸 n f
‘0) 今曰

,

则 j 有不动子集
.

若 G 有限且 f 有不动子集
,

则 尸 n f
‘。,
年

证明

1

个G f’0

2

若 f
‘

门f
‘0 ,
今必

,

则存在男及 n 。

使得 (
二 ,

戈)(f
‘”o , , n 。

> 0
,

就 有 l(劣)二00
.

故存在一
, 劣(认

。 ,

即G i。 是 f 的不动子集
·

若f有不动子集
, 由定理 12 知存在 二满足 I( 劝= 00

.

设 }G }=
n < oo

,

对于
n ,

气
,

⋯
, 二。 满足 (二

1 ,

凡)(f
,

⋯
,

(为
,

劝(f
。

所以就有 1《i< j《
n + 1 ,

使得 二‘= 大, ,

“儿 故了
‘

fl了,0) 今必
。

存在 x : ,

其中‘
, :
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定理13 给出了一个判断‘上的二元关系是否有不动子集的简明的方法
。

定理 14 若f(S 〔G )
,

G = U G ‘
(d占

1
(j))

,

IG
‘
l> 1

,

则G ‘== G ‘o

f
。

证明 只须证明认c G ‘。

f
。

对任意 的
%
(G

‘,

存在g (G ‘, 夕今 : .

由(g
,

二)(6
1
(f )知存在

。(N使得 (y
, 、)‘(厂V 厂

‘o , 、叮价
。

从而存在
* , = g

,

⋯
, 二

。 一 1 , 二。

二沈满足 (二
: ,

丸 )(f
,

一
,

(‘
一 , ,

二。 )(f
,

所以二(二
, 一 : 。了c G ‘。 j

.

故

G ‘〔G ‘。

f
,

定理成立
。
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Abstr a Ct

In this

a n d d is eu s s

p a p e r ,

w e eo n tin u e the re s ea r e h o f fix e d pan sy s te m s

t h e e x is t e n e e
.

th e s tr u e tu r e a n d th e n u m be r o f f豆x e d

t五e o re m s in pa p e r [ 1]
,

s u bs e ts


