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摘 要

木文介绍了用力学子单元模型摹拟金属各向异性弹一塑性平面应力行为的做法
.

模 型 引 用 的

纵向与横向应力一应变曲线
,

是用几个光滑的短线段来表达的 ; 但为简化起见
,

把它们当作分段线

性线段
.

模型已纳入粘塑性杂交应力有限元分析程序
.

一
、

概 述

处理与时间有关的弹
一

塑性问题时
,

有一种模型
,

用以表达机动硬化
,

十分方便
。

建立这

种模型时
,

要把弹性
一

理想塑性元件组合起来
,

以表达由几个分段光滑的直线段来近似应力
一

应

变关系曲线
.

这种模型
,

巳经广泛地用于求解多轴弹
一

塑性问题的数值分析工作 , 称 为力学

子层模型或层叠模型
‘3 , 毛 , “, .

对于包括三维固体在内的一般情形
,

此种方 法或许被称为力 学

子单元法
。

对于平面应力问题
,

此种模型转化为层板
,

其各子层皆为弹性
一

塑性材料
,

但 各层的屈

服应力不同
。

文〔6 ]导出了引用各向同性应力
一

应变关系的弹
一

塑性平面应力问题的微分方程

式 ; 引用的模型有两个子层
,

一层为弹性
,

另一层为弹性
一

理想塑性层
。

方程是非线性的 , 对

于单轴加载
,

应变硬化行为不呈线性
.

因之
,

若以直 线 线段来近似材料的单轴应力
一
应变关

系
,

那么
,

严格地说
,

用前文描述的力学子层
,

并不可能确切表达上述的平面应力问题
.

文

[ 6 〕得到了初始切线模量与弹性模量之比
,

也得到了两层层厚之比
.

然而
,

我 们 还是有理由

假设
:

若使线段充分小
,

仍可采用逐段光滑线性模型
.

哈恩塞克尔 (H u
ns ak

e
r) “ ’

也建立了

一个三维各向同性固体的力学子层模型关系
.

该模型的特点是
,

用两个子单元来表示材料
,

一个是弹性子单元
,

另一个是弹
一

塑性子单元
;
总体的单轴应力

一

应变关系
,

反映了线性应变

硬化表现
.

弹
一

塑性单元的体积与总体积之比厂
,

/犷
,

简洁地表达为
:

,

竺七~

犷 一

E : 一 E :

E I一

这里
,

E :
为弹性模量

,

E
:

为切线模量
.

由于单轴应力
一

应变关系是用线性的线段来表示的
,
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故子单元是确切的
.

本文拟将力学子层模型推广
,

使能概括各向异性塑性材料
.

本文仍将讨论平面应力问题
.

这里
,

作者将把本文建议的力学子单元模型与粘塑性问题杂交应力元分析方法结合起来
.

本

文附有与时间有关的弹
一

塑性问题求解示例
。

二
、

各向异性塑性问题的力学子层模型

图 1 为在平面应力载荷作用下的双层板模型
.

层 1 是弹性
一

理 想 塑性层
.

我们把层 1 视

为横观各向同性
,

其屈服应力沿纵向与横向分别 为 Y
二

与y
, .

层 2 为弹性层
。

两层具有相同

的弹性模量 E 与泊桑比 , .

层 1 的屈服条件按希尔(H ill )广义屈服准则

f= [F (a
二 ,
一。, ,

)
“
+ ‘(a

, :
一a z :

)
,
+ 万 (a

: ,

一 口二 :

)
“
+ 兀a 委, 1

猜一厅 = o (2
.

1 )

这里
,

沿 二 向单轴受荷时
,

厅二 Y
二 .

若沿 , 与 二 向
,

单轴屈服应力为 Y , ,

我们可以用屈服应

力来表示常量F
,

H 等等
,

从而得出平面应力问题的屈服条件如下
:

/ = [ a 呈
、

一 a x ,。 , : + a a 委
:

+ a e。尝
, :

J告一Y
二

= o (2
.

2)

式内
,

a 二 (Y刁Y刁
2 ,

aa = (Y汀y
二

刁
盆

(2
.

3 )

流动法则为

‘,
:

一
(
a

一含
a , 1

)‘
,

‘:
:

一

(aa
, 1
一

音
a ·:

),
, ‘: , ,

一 a ·。· , :

,
(2

.

4 )

在面内荷载作用下
,

层板的表性如何 ? 沿 x 与 夕向割取拉伸试件
,

由实验结果得知
,

两

个方向的弹性模量为 E , ,

而初始切线模量分别为E 。与君y :

(见图2)
.

令 a 二

与 a ,
表示面内平

均应力
,

则应力率

t
, . 。

t
。

a’~ ay 叮 十勺叮 = ” (2
.

5)

这里
, t为总厚度

,

tl
, t: 为各该层的厚度

.

于是有厚度比
:

五 =
t:

注意
,

由于层 2 是弹性的
,

_
一

竺2 鱼

口为

故有

(2
.

仔)

lllll LLL

萝物

图 1 用以描述应变硬化行为的双层模型 图 2 双层模型的单轴应力
一

应变关系
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“。一

合
(‘

, + ·‘·)
(2

.

7 )

由f = 0
,

得到

斤二
1

(Zo
x ,

一。y ,

) + 合y l

(Zaa
y 、

一 a 二 :
)二 0

如是
,

在初始屈服时
, a , = 口y :

= a 为= 0
,

有

(2
.

8 )

口yt 一
。

1 产

- - ‘
Q 甸

(2
.

9 )

且由式 (2
.

4 )
,

又有
、.少、,产、,沙

n
甘牛工2,几,且11

⋯
222、了了、

矛.、

此外
,

考类
、
二 一 2户;

:

1
￡ ; ‘~ “ ,

一
,

瓦
一吸a , ,

一”口y , ,

‘,
:

一‘一分
‘“, 1

一“一 ,

由式(2
.

的~ (2
.

12 )
,

可得出

口 x 注~

亡y l

~

六
(。

二
+ 2‘,

)

六
(2‘

二
+ 、‘,

)

(2
.

1 3 )

(2
.

1 4 )

由已知的单轴受荷条件
,

沿 g 的应变率为

乙, = 凉井+ 茜右== 一 v 茜二
1

, 。

- —
件 二

2

把 对盆二若
二

一凉呈
。

_ 台
, _ _

‘二E x ,

E l 一 E l

(2
.

1 5 )

(2
.

16 )

(2
.

1 7 )

代入式(2
.

15 )
,

得到

‘
一

‘·

「
一
合

+

(合一)警〕 (2
.

15 )

代入式(2
.

7) 与(2
.

14 )
,

再代入式(2
.

6 )
,

可得出厚度比如下
:

立 = 一

亘二热
二

几 4 ( 1 一v ‘

)

由此

这里

五
~

~

兰L _ =

tl + t:

(1 一Z v
)

2

5 一4 p

(丢l 一 1 、
、E x , ‘

,

一

三
1一E 、

‘

E , 一刀E x,

(2
.

1 9 )

刀=

应当指出
,

对于各向同性材料式(2
.

9 )与(2
.

1的仍然有效 ;

(2
.

21 ). 对于一维间题
,
塑性单元的面积与总面积之比为

A l _ E i一E
:

(2
.

2 0)

(2
.

2 1 )

对于各向同性 材 料
,

刀仍同

-

l 一 一 E , (2
.

2 2 )

可见
,

刀为平面应力问题的修正系数
.

对于
, = 0

.

3 ,

式(2
.

川的口= (1 一 2 ,
)
忿
/ (5 一 4刃 = 0

.

0 4 2 1
.

由此可见
,

若利用沿纵向的单轴表性来求定厚度比
,

我们所要作的修正是很小的
.

若沿夕轴切取试件
,

则当a 二
= a 二 :

= a 二:
= O时

,
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吞x ,

一宜片一 ~

= 艺a
。 y i

‘;
:

, 一 Z a 苦霎
,

采用相同的推导方法
, _

巨以 E y :

表示切线模量
,

则厚度比为

(2
.

2 3 )

(2
.

2 4 )

五~ _ 亘里二里丝
t 一 百 : 一刀

,
E 为

(2
.

2 5 )

式内
,

刀
,
=

(1 一 Za ,
)
2

1 一 4”a 十 4 a 2 (2
.

2 6 )

当 v = 0
.

3 ,

且 a在0
.

5 ~ 2 之间
,

则 刀
,

在 o~ 0
.

3 5 之间
。

令(2
.

2 0) 等于 (2
.

25 )
,

求解E : ,

可得出E x Z

与E y :

的关系式
:

E 为
(1 一刀)E

、
E

二,

(l一刀
,

)E
,
一伊一刀

,

)E x :

可见
,

用力学子层模型表示的各向异性材料
,

两向的初始切向模量并不相同
.

向给定了应力
一

应变曲线
,

则可按下列步骤来建立力学子层
.

(2
.

2 7 )

若沿两垂直方

( 1 ) 在两个方向的应力
一

应变曲线上
,

定出初始屈服应力 Y 二
、,

y 二
、.

这也 是子层的屈

服应力Y 二 :

与Y yl
,

它们分别等于E :叙
,

与E l勺
: .

( 2 )

则可定出层

( 3 )

根据一条曲线
,

例如沿x 向的曲线
,

试设初始切线模量E 二 2 .

已知Y、
,

Y y :

和E 。
,

1 的 a 与刀
,

故可由式(2
.

2 0) 算出公
,
/考

,

由式(2
.

27 ) 算出, 向的初始切线模量E 为
.

引用已建立的 2 一

子层模型
,

分析两个单

轴受荷问题
,

并求出两向的应力
一

应变曲线
.

由这

些直线与真实应力
一

应变曲线的交点
,

可定出 第 二

组过渡点—
在这些点上

,

第二子层屈服
.

对应的

应力与应变为
:

Y气
,

Y劫 叙
2 ,

勺
,
(见图3)

·

尽

管就单轴问题的子元模型而言
,

第二个子元的屈服

应力等于 E lo Z ,

但一般地说
,

新的子层的屈服应力

y
二: ,

Y为
,

并不等于E l叙
2 ,

E ,勺
2 。

哈恩塞克尔曾就三维各向同性塑性问题
,

得到

了2 一子元模型的闭合解
.

对于E
Z
= o

.

SE : , 。2 = 3。: 的

典型情况
,

Y 三与 E l。: 之差
,

只有 5肠
.

选择初始切线模量 E
x :

时
,

必须使第二组过渡

点确实落到真实的应力
一

应变曲线上
.

通 常
,

这 要

靠迭代过程来实现
.

纵laJ (x)

￡ x :

1 一横一句 (y )

践践践莎珍

《

‘丁一 ‘少2 ‘军一 ’

‘几 仰J 公3

图 3 力学子层模型的应力
一

应变关系

( 4 ) 把平板当作一个新的双层模型
,

其两向屈服应力等于Y、
,

Y y : .

对下一线段
,

选

取切线模量E
“: ;
技与步骤 (2 )

、

(3)相同的做法
,

引用以下二式
,

定出(t
: 十 t: )/t

,
E 为

,
Y 二:

,

y二
3 ,

Y、 3 ,

犷儿
·

五土互=

t

E ys =

_

E I一E 幻
.

E : 一刀百介

(l一刀)E
IE 。

(2
.

2 8 )

(l 二夕)万
, 二(户二夕)瓦万

(2
.

2 9 )
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推算尸时
,

可引用式(2
.

26 )
,

且令 a = (Y、/ Y为)
“ .

( 5 ) 以横向应力
一

应变曲线为参考曲线
,

也可以建立力学 子 层 模 型
.

这时
,

利 用 式

(2
.

25 )来推求厚度比
,

由式 (2
.

27 )解出E 二 , ; E
二 *

是用E y ‘

表达的
.

作者求解本文中的平面应力问题时
,

采用了简化方法
.

这里
,

作者用折线代换了纵向以

及横向的应力
一

应变曲线
.

若给定一个切线模量
,

则可求出其它的切线模量
; 仍把后者 当 作

常量
.

如是
,

即能定出折线与真实应力
一

应变曲线的交点
.

子层的屈服应力可由简单公 式 推

出
:

Y 二 ‘= E ; 。x ‘, Y y ‘= E I勺,
(2

.

3 0 )

三
、

粘塑性理论的有限元法

引用粘塑性模型
‘”

,

可以分析与时间有关的弹
一

塑性问题
.

对于弹性
一

理想塑性材料
,

只

须把粘塑性应变率尸
,

当作

若
. ,
二

aF
? 付>

一

孟
一

(3
.

1 )
当J口 }< 。

,

时

‘二失去 作用

式中
,

尸(仃 )二 0 表示曲服面
,

且有

、> 一

{
行一 a , , 行> 口,

(3
.

2 )
0

,

口夏a ,

言为等效应力
,
汀,

为单轴加载的屈服应力
,

? 为

流动参数
; 在有关的弹

一

塑性分析中
,

, 为一任

意常数
.

在力学子层模型中引用的粘弹性模型
,

由

并连的粘塑性元件组成 (见图4)
·

按有限元法分析平面问题时
,

要把全域离

卜三
: 、 ‘

一

一川
图4 力学子层粘塑性模型

散为N 个有限单元的集合
; 再依照前节介绍的模型建立的办法

,

把每一有限单元体的厚
,

分

成M个子层
.

关于采用有限元来分析蠕变问题
,

文 [ 8
,

幻已经建议了杂交应力模型 的初应变

列式
.

现将该法加以延伸
,

以处理本文的多层模型
.

弹
一

塑性问题的增量解法
,

其步骤如下
:

( 1 ) 引用杂交应力模型
,

求出已给载荷增量所对应的节点位移弹性解
.

( 2 ) 在每一单元内
,

算出选定 的高斯积分点的应力增量
.

( 3 ) 在每一高斯积分点上
,

修改每一子层的应力
,

并计算对应的等效应力J
.

( 4 ) 选用时间增量 △t ; 在全部高斯积分点上
,

各子层的 粘 塑 性 应 变 增 量为 △c峥二

砂p △t
.

这里
,

粘塑性应变率 由式 (3
.

1)
、

(3
.

2 ) 定出
.

( 6 ) 现在
,

可算出粘塑性应变增量对应的等效节点力
.

用这些等效节点力来定出本时

间增量 (正在采用的时间增量 ) 所对应的节点位移
.

( 6 ) 重复步骤 ( 2 )
、

( 5 )
,

直到本时间增量内的应力变化量小于一个预给的限度(这

是一个小量)
.

至此
,

每子层的等效应力厅 已等于或小于该子层的屈服应力
,

亦即
,

巳达到与当前的载

荷增量对应的稳定应力状态
.

对于这一弹
一

塑性问题
,

采用一个接着一个 的 时间增量
,

就等

价于对同一问题施加迭代过程
.

根据柯尔米欧“ 。’的看法
,

为保证计算稳定性
,

选择时间增量At 时
,

可参考
.
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⋯ ⋯

△、书淤 (3
.

3)

这里
,

E 为杨氏模量
。

四
、

剪滞结构的各向异性分析

为了举例说明怎样应用本文的各向异性模型来寻求有限元解
,

现引用麻省理工学院1 9日3

年作过的剪滞结构实验

加工而成的整体结构
.

〔川
。

该结构 (图幻
,

是由一块2 0 2 4一T 4 铝合金厚板经铣
、

饱 等工序

结构为一 2 7
.

9 4 em x 2 5
.

4e m x o
.

Zo 3 e m 的矩形板件
,

沿加载 轴 ( , )

有带梢的加劲肋 (加劲肋与板件为一整体
,

中心

二者皆由同一块厚合金板 经 加工刻出)
。

在板件
,

刚度与板件的刚度一致 , 这里
,

荷载经加劲肋施加于板件
,

而在板件中心处
,

应力与

厂
弓 !乍

2
.

。4。
,

}气
. . 闷 ! 卜

~ 2
.

5枕m

卜
’2

’

“ m

丁

, ’
·

7‘ m

月

万2
.

沁 n ,
。

6 7 C m
:

升一器
上 0

.

20 3 c名n

一 !下

厂

l
六叮�r

图 5 剪滞结构

应变都呈最高值
.

图 6示纵向 ( x
一

向) 与横向 勿
一

向) 的拉伸应力
一

应变曲线
.

图 6也给出了

以上两条 曲线的平均曲线
。

按本文第二节介绍的简化步聆
.

作奢建资了姗扭的+ 粤苹决 , 二 二 ,
‘山 , 、*

‘、 二

分段光滑线段组成的应为
一

应杏曲竣
.

浦立骆耸沿棋批前。二 。。。、 , 二、‘ , 二谕 ~

今每层的y 。值等千 Y /斌了
.
孩里

.

应区分Y 二

与 Y
。

中何者*
,

令之为 Y
。

模型共有五个子

层
,

最后一层取为弹性层
.

于是
,

板件的应变分布情况
,

直接由此层的弹性 应变定出
.

表 1

列出了各子层的厚度比以及屈服应力
.

作有限元分析时
,

取板件的四分之一
,

分成 7 x 7 矩形平面应力 元 (见图 5)
.

带梢的加

劲肋
,

也摹拟成平面应力元 ; 但是
,

每一单元都是等厚 的
.

求有限元解时
,

全部数值积分皆

按 2 X Z 高斯积分推算
. {

板件中心处的应变
e 二与勺

,

取自距中心最近的单元 ; 沿此单元的对角线上
,

有两个高斯

积分点
,

从这两点外推
,

即可定出‘
二

与
。, .

图 9 示命‘
。, 与荷载间的关系

。

为进行比较
,

图9
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.d芝只侧季翻

拉伸应变10 -3

图6 20 2 4一T4 铝合金板的拟合应力
一

应变曲线

4 以) 纵向 (戈)

横向 (y )

n�八“

之芝卡侧橄翻

200

10 0

拉伸应变10 刁

图7 力学子层模型的近似应力
一

应变曲线 (2 02 4
一T 4)

还绘出了
:

( 1 )

线
。

( 2 )

( 3 )

由图 习

按本文建议方法得到的有限元解 , 采用各向同性材料 和图 6 的平均应力
一

应变曲

詹森等
‘’: ,的有限元解 , 各向同性材料

,

14 4 个常应变三角元
.

文【1 1] 的实验结果
,

可见
,

三种有限元解与实验结果并不一致 ; 但是
,

三种解答却不相上下
.

就 勺而
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表 1 力学子层模型的常量 (各向异性塑性)

~~~
一

~
子 。。 111 222 333 444 555

、、、、~ ~ JZ ; 百令令令令令令令

一一
一一二乡乡乡乡乡乡乡

___

一一
~

~
一一一- 一一一- 一二二之二二 0

。

36 000 0
。

3 5 111 0
.

1 3 000 0
。

1 3 000 0
.

0 2 999
ttt ‘/ ttttttttttttt

EEE 二 G Paaa R q
_

666 减5 222 Zn RRR 1 1 555 2
.

0 888
尸尸

。 .

C P
nnn

款款 一示汁一一 藕藕 燕燕 元元
一一 J ‘ ~ ~ ~~~

哭哭 一二十一一= 于去一
一一

共共 一于于一一
‘‘

一
. . . . 口, . . . , ‘ , . . . . . . ~ . , . ,

‘
~

一
-

一
- - 一

‘

-
.
目 ~一

~ ~~~~~~~~~~~~~

一一
n . 3333333333333

ccc 劣 ‘l u --- O
一
U lll 匀

.
口JJJ 0

.
0 ‘‘ 0

一
U lll

一兰一一刃刃y
‘ iU JJJ 3

.

2 444 4
。

5 222 6
。

2 222 吕
。

4 444

YYY x ‘

( = 君 : e 劣‘ )M八八 34 999 37 111 3 8 555 4 1999

YYY夕
‘

( = E : 。夕 ‘

) M Paaa 2 2 666 3 1555 4 3 333 5 8 777

{{{
,

·

3 ,, 1
。

3999 0
.

7 8 999 0
.

5 0 888

2 0

奋

! } } l !

} 1 1 ! l

一
十寸汁 一 卜 斗一 一
1 1 1 ! l

一
仁

一

{一r一 十 一 + 一一
1 1 1 1 1

一 卜朴十 一 十 一 一 一 一

一
十

一卜十 一卜一 十 一 一
一十+ 十 一 一 一书 一 一

.

/
.

夕

少一

广

击甲
‘

5

,。一捌侧

P工
日q

卜备y

!
老石
,卜州妇州川

实验数据

一 一 常应变三 角元解

一

一本文的有限元解—各

向,司性塑性

件沐

— 本文的有限元解一, 各向异性塑性
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图 8 剪滞结构的有限元剖分网格

言
,

此种情形尤为明显 ; 各向同性材料近似解
,

图9 剪滞结构中心处的应变分量
—

各种

有限元解的对比

与本文建议的各向异性材料模型解很靠近
.

五
、

结 语

本文建立了用力学子单元模型来摹拟金属各向异性塑性行为的方法
.

本文提出的方法
,
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已被纳入杂交应力模型粘塑性理论有限元分析程序内
.
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