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摘 要

本文根据量子电动力学的类比
,

导出了弹性波一声子的 D ira 。方 程
,

并研究了单色弹性波谱在

外场作用下的分裂
.

单色弹性波的行为
,

等同于声子的行为
,

它在经典理论中
,

常用 d, A le m b er t方 程 来描

述
.

这个方程的解早已为人们所熟知
,

并在任何一本关于力学或波动的教科书 中都可找到
。

现在的问题是
,

当存在外场作用时
,

单色弹性波的波谱会不会出现类似于
“

反常 Zee m an 效

应
”

那样的多重分裂? 再则
,

经典波动方程是关于 。/毋 的二阶偏微分方程
,

它 的 解虽然已

被人们所发现
,

但是这样的解是否也存在着
“

简拼
” ? 声子作为一种

“

拟粒子
” ,

是否也象

电子一样具有
“

自旋
” ? 所有这些问题

,

一下子很难予以回答
,

但却是引人入胜的
.

人们以

往已经较多地谈论过连续介质中各种波的祸合
.

现在是否能换个题目来谈谈波谱的分裂 ? 我

们提出这样的问题并非一点基础也没有
。

近代物理关于这类问题的处理方法 已为我们开创了

先例
.

本文试图在给出单色弹性波
一

声子的 Di ra c
方程的基础上

,

通过两个实例
,

从 理 论上

回答上面提出的问题
.

至于实验上的验证是否能达到量子电动力学那样高的精度
,

则是理论

对实验力学工作者和实验物理学家所提出的任务
.

如果认为物质波与一般波动不应有太大的

区别
,

则由量子电动力学类 比得到的理论应该是没有问题的
.

本文虽然以单色弹性波作为研究对象
,

但是其原则同样适用于其他同类波动问题
.

一
、

单色弹性波
一

声子的 D ir ac 方程

当外场力为矢量力的时候
,

弹性介质中的位移场
。‘
应 满足 L a m 。方程

‘里一 sI

日Z u . ,

二
、

口 了口u , 、
.

口
2

夕万产 , ‘滩十拌少五万气万瓦万) 十拌 一蔽王石妥丁
.

脚十PJ
‘

式中 p 为介质密度
,

几
, 拌为 L a m ‘常数

.

由矢量的整体分解 (Sto k es 分 解)

分别左乘算子
云

或。”

俞
,

最后可导致弹性波方程

对 上 述方程

钱伟长推荐
.
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夕红竺
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、 C ‘

口t
‘

a
2

口x 抢口% 无 )
, 一。 (1

.

1 )

式中护表示位移
u ‘的标势或矢势

, c
为波速

〔‘’:

一

了呼
一

了子
(1

.

2 )

CC

‘.....心1.....

一一C

而外场力六的标势或矢势U
,

则为方程

(
~

蓬
~

旦冬_

、 C 石

口t
乙

口2

口x 必工舌
、
“=
攫

, C

的一个特解
。

弹性波方程还可以进行缩写
,

为此
,

可引入符号

~
.

日
, _ _ _ 、

二
.

0 l a

八
,

二 一 ,
~

百不 气r = l
·
梦

, 吞, , 八 4 == ,八
。
== 万

一

丽
一 (1

.

3 )

式中二。= ct
.

由此
,

弹性波方程可缩写成

[莽
‘K

·

,
’

]
‘一。

(1
.

4 )

重复的指标按 Ei ns te in 约定求和
.

K
。

可 以解释为算符
,

其意义在下面给出
.

波动方程 (1
.

4 )式是不能令人十分满意的
.

虽然方程 (1
.

4 )式具有准相对论不变性的形

式
,

因而可以作为波动力学的一般理论
,

但根据 P
.

A
.

M
.

Di
r ac 的相当普遍的推理

’5 一。’,

波动方程必须是算符 a / at 或 K
‘

的线性式
.

另外一个考虑
,

是要使我们的新的波动方程必须

在准L or ell tz 变换中
’

以简单的方式变换
,

以使方程具有普遍意义
.

(在这里
,

我们不考虑高速

运动) 由于这两方面的考虑
,

新的波动方程应为 K .(
r = 1 , 2 ,

3) 的 有理式和线性式
,

也应为

K
;

的有理式和线性式
.

现在让我们来回忆一下量子力学中由 K猫
n 一

G or do
n
方程

[莽
‘,

·

,
‘
+ m ’·’

]
‘一。

(1
.

5)

向 Flu g g e
标准形式

‘7 ’的 D ir a e
方程

卜幸
, ·
。
·
+ 阴·

」
‘一0

(1
.

6 )

的过渡
。

当忽略被禁锢在粒子内部的静止能量 m 少 (这里
c
为光速) 的时候

,

方程 (l
.

5 )式与

方程 (1
.

4 )式只相差一个常数因子 扩 (这里 九为 Plan ck 常数 )
.

当然方程 (1
.

5 )式中的 p 与

方程(1
.

4 )式 中的功的含义是各不相同的
.

量子力学中的 }训
“

代表几率
[ 吕一 ‘。’,

而弹性力学中

的沪表示位移势 (也可以是位移本身 )
.

众所周知
,

动量 p
,

与波矢 寿
,

的关系为

掩
,

二 p
,

/人 (
r = l

,

2
,

3) (1
.

7 )

而

p

一
i”。

二
。

一

(
。一 ”

,

‘
,

2
,

3 ,
; P’一‘P0

(1
.

8 )
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因此 (1
.

3 )式和 (1
.

4) 式中的 K
。

表示波矢算符
,

也可以称为声子算符
,

因为声子用波矢表

示
‘” 一 , , , .

由于方程(1
.

4)式与方程(1
.

5) 式对应
,

因而 D irac 方程(1
.

e) 式对应的应是弹性波
一

声子

方程

其中厂

[索
, 。

K
·

J
‘一。

(1
.

9 )

为 FI让g g e
标准矩阵 (a == 1

,

2 , 3
,

4 )
:

0八Un1
1

一

.

了J万.....、

一一护

、
、龟...1J...少

-

忽八UO
几U

一
0 0 0

0 一 2一
UO
�

0 0

0 0

0 1

1 0

0 0

0 一 i 1 0
( 1

.

1 0 )

0 1

0 一 1

0 0

自Un
�

了刃夕....、、

吕护

、、、.....‘J产

;
一”�八”n

��”�n
�

O
�
n
�

.八U八U�

o ee 该

了万了..性、、/奋户...几、

一一一一尹沪

护, 二a :
Q a , , v Z

= a :。a s ,

沪二a *O a s , 尹4“叮
s
o a ;

符号Q 表示直积
:
若

( 1
.

1 1 )

a一 ( :::

a o b一
(

:::)
, b一 ( ::: ::)

( 1
.

1 2 )

.

0
,O

al,际
.

0
.

baa

, , ( k二 1 , 2 , 3 )为 Pa u li 矩阵
,

a .

为 2 x Z 单位矩阵
:

了 0 1 、 2 0
口 , ’ 气 2 0 )

, a , = 叹 , )
, a
一 (

0 、 1 1

一i )
, 口‘== 气。 ) (‘

·

, 3 ,

另外
, Flo g ge 标准矩阵 俨= ,

。

有下列性质
:

俨 , , + , , 俨 = 2占言 ( 1
.

1 4 )

从方程 (1
.

的式可以看出
,

vo 不 可能用两行两列的矩阵来表示
,

因为若要保持两行两列

的矩阵
,

就不可能得到超过三个的反对易量的表象
.

研究表明
,

由于声子算符 K
。

有 四个分

量
,

相应的 vo 矩阵就必须是四行四列
,

而俨 矩阵的四行四列
,

又要求势函数 功必可取四个

值
,

才能使矩阵可以用来乘它
.

因此
,

作为波方程降阶 ( 由二阶降为一阶)
:

的代价
,

是方程

数目的增加和势函数取值数目的增加
.

当然
,

势函数取值数目的增加不是毫无物理意义的
,

有许多新的东西
,

需要加 以探讨
。

由方程 (l
.

4 ) 式变为方程 ( 1
.

的 式
,

有时称作方程 ( 1
.

4 ) 式的
“

开方
”

运算
,

反之
,

则

称为
“

平方
”

运算
·

将方程 (l
.

的 式展开
,

令 试。 !必 )为

护= (砂: 么 叻。 么) , ( 1
.

1 5 )

可以写出
:
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l 口功
,

口叻
‘

二 口叻
,

口叻
,

一
一二认七一二一

一

十 企二一二一二汁一 = V.
c 口I 口戈 , O劣2 a x 忍

1 即
:

C 日t
鲤 l _ ,

口劣,

(1
.

16 )
1 口沪

: 口沪
:

一 一下不丁
-

-
一石甲一 , . ‘

C O 不 o x l

O, 生旦也 _
~

鱼红 _ f

c 口t 口戈 ,

会
一

‘

会
一 。

会
+

会
一 0}一一叭一axs一

认岁一戈口一口

方程 (l
.

9) 式还可以化成球坐标系下的形式和柱坐标系下的形式
。

在如下球坐标系中
:

劣 , == r sin 口e o s 甲 ,

凡= r sin 6 si n 甲 , 劣a = r e o s o (1
.

1 7 )

求得

俨

其
+ , :

奥
+ , 。

典
二 (5 1。 e 。o 。。 , , + 5 1。 e s ;。 。 , , + 。0 5 。, : )

李口劣一 口劣乞 口戈 , 一

”
一 o r

+ (。。。。。。s , v ,
+ 。。 5 0 5 ;。 , v, 一 s ;。 。, “)生

一

弈
r o 口

,一甲一‘八O
+ (一 sin 甲 v, + e o s 中v, )

1

r sin o

二 , ,

李
+ ,
吐弃

+ , ,

O r r o 口

1
r sin o

a

口甲
(1

.

1 8 )

其中

丫、、..夕产
n汀

0

0

1 e o s 口

‘e ‘, sin o

0

0

0

坛e 一 ‘, sin 6

一 1 e o s o

0

0

云e 一 ‘, e o s 口

, si n 口

一1 e o s 口

一‘e ‘, sin 口

0

0

坛sin 口

一 fe ‘, e o s 口

0

0

一 ie 一 ‘, , in

1 e o s 右

J

矛J刀...几、、

侣v’

(1
.

1 9 )
ns

0
.

5]心

!
C

一尹

J

‘.....JJ,,
、

一一
口
护

、、J.....产0

0

0

一砂?

0

O

e 一 ‘,

0

0

e‘,

一 e 一 ‘,

O

�“�一“�
00
�

‘夕矛...、、、

留
,
护

在如下柱坐标系中
:

x r= r c o s 中 , 劣: = r s ln 甲 ,

可求得

劣。= 劣 , ( 1
.

2 0 )

口
.

,

口
护

吕

二—十 y
一 , 刃二一 =

0 劣王 0 x 2

e o : 甲y ,
+ s in 甲护2

)
d

一万二一 十 叹一 乳n 甲了
‘

十 C O S

U 了

_ _

, 、

l a
甲尸

一

少二尸
-

石二,
r u w

护r
a

口r

_

。 l 口
十 了

’

—
一不一,

r Q甲
( 1

.

2 1 )

其中
0 一 i e 一 ‘,

n
�nU

- 盆
e ‘,

00

0

之e 一 ‘,

0

0

0

一 e ‘,

0

0

e 一‘,

0

0

e ‘,

一 e 一
t’

) ( 1
.

2 2 )

/‘了..可.爪、
‘

一一
甲
护,

、、协J.....尹

甲

000扩
百才尹......‘、
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在球坐标系中当 功与 0
,

甲无关 , 在柱坐标系中当 沪与 中 无关时
,

厂 中 的 e
, 甲或 甲 可

取任意值
.

在球坐标系中 取 。= 要
, , = 0 ; 在柱坐标系中取甲= 。,

此时
,

厂 可写成
‘

(1
.

2 3 )

在量

口0口一一下一一

、、....夕娜厅产
0 一葱0

丹U八U一UO;
月

了汀才.....砚、

一一护

这个结果与 Di r ac 在文献〔5 」中所导出的
‘
相符

。

当有外场存在时
,

推广的方程可由方程 (1
.

的 式加上一些包含场量的附加项得到
,

子 电动力学中
,

代替方程 (1
.

6 ) 式中的 如
,

用经典规则
,

以

D一 ,
·
+

号
A

·

(a 一0 , ‘, 2 , 3 ), 认一‘D. (1
.

2 4 )

代入
,

得

〔
‘

宇
, ·

D
。
+ m ·

]
, 一。 ‘·为光速,

(1
.

2 5)

对应于方程(l
.

2 5 )式
,

有外场存在时的单色弹性波一声子方程应为

l
, 。

(斋
一‘B

。

)」
‘一 0

(1
.

2 6 )

其中重复的上
、

下指标表示求和
,

B
。

为外场的波矢算符
,

具有波矢的量纲
。

设有外场存在时的单色弹性波
一
声子方程 (1

.

的式
,

等效于经典波动方程 (l
.

4 ) 式
,

当有

外场存在时这种等效性便不复存在
.

但是我们还是有理由认为方程(1
.

2 6 )式是正确的方程
,

更具有优越性
,

因为它不但数学上优美
,

对于准 L or en tz 变换协变
,

而且它 更 符 合 一般原

则
,

并能给出更多的物理内容
.

方程(l
、

Z e) 式是从量子电动力学中的 Di ra c
方程类比过来的

,

因此在处理问 题 时
,

可

以彼此借用对方的理论和方法
.

当然
,

正如我们所一再强调的
,

它们的物理意义十分不同
.

从方程 (1
.

的式和方程(1
.

2 6 )式中
,

还可以得出另外一条结论
:

声子的静止能量为零
.

二
、

单色弹性波谱的分裂

由于在方程(1
.

2 6 )式中
,

必的取值有四个
,

因此在一般情况下
,

可以预见到 弹 性波谱的

分裂
、
作者在研究这个问题的前后

,

见到了李高
、

王仁川等人的文章
‘川

,

该文 给 出了带有

均匀电场的 Di 犷ac 方程的严格解 (简称 L一W 解)
,

这个严格解及其所使用的方法可以搬用

到单色弹性波一声子的 D ira
c
方程(1

.

2 6) 式中
,

并且可以进一步发挥
.

严格解的存在
,

便于

分
一

其物理结果
,

我们研究的是单 色弹性波
.

单色弹性波的行为相当于一 个声 子 的 行为
.

在 求 解方程

(1
.

26 )式之前
,

先给出下列几个关系式
:

(a
:

公 J :

)(。
s

Q a ‘

)=
, a 1O a :

(2
.

1 )

(a
:

Q a :

)(口
一À。 :

) = i口: Q a ‘

( 2
.

2 )

( a
:
因a a ) (。: 凶a l) = 一 a ‘À。 : ( 2

.

3)
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(。
: À 口: ) (口。O 吸) = ia :

因。 :
’

( 2
.

4 )

以及诸如此类
。

另外
,

若

口
1 = [a 4À a ‘一 ia :À a ‘]

刀:
, 一

音
〔a 4o a 4 + ‘a : À a 4 , } ( 2

.

5 )

因为

口一刀一合
〔a

. o a 4 + ‘a ZÀ a 4
〕〔。

4À “4
一 ‘“ 2À。 ,

一

合
〔(a

·À a 4

,
“+ ( a

: À 口令, ] = ( J 一Q a 4 )

由( 2
.

5 )式可得

( 2
.

6 )

同样
,

若

刀r
’a ,À a :

刀
: == a : º 几

几 = 【a’À a ‘+ ia :。a’〕

刀石
宜口: À a ‘刀, = a sQ a . (2

.

7 )

或若 刀
。= ( 。

‘À 口‘+ ‘a ;À a :

)
,

刀、: = 冬[。。
口‘一 , a ,。。: ]

‘

则 刀护al o al 几 = 一入À几 ( 2
.

8)

以及诸如此类
. 卜

采用 2 x 2 矩阵的直积来表示 4 x 4 矩阵可以使书写简洁
。

因为 口
。

与 a 夕 (a
,

刀= 1 , 2,

3 , 4)的直积有十六种可能
.

Di r a c 矩阵和 Fl ug ge 矩阵在十六种可能中并非全部
.

下面我们研究弹性波谱的分裂
,

也即求解方程 ( 1
.

26 )式
.

我们通过两个例 子 来 说明这

个问题
.

(一 ) 轴对称解
.

外场平行于轴线
.

若外场是均匀的
,

可设

B 。 = 一昭
8

气 ( 2
.

9 )
其中

。
为场常数

.

假设垂直于轴线的
r
方向可以取平面波形式的解

,

肠 为r方向的波矢分量
,

’

“’一 “, 十 “, 一(令) ( 2
. 10 )

。 为圆频率
,

因此

叻= 协(劣: ) e x p [ i(。r一‘r ) ]

将( 2
,

g ) 式及 ( 2
.

11)式代入方程 ( 1
.

26 )式
,

消去
e x p [ i (。t一k.f ) ]因子

,

得

( 2
.

11)

[
, 吕

舜
一 (令

+一 )
, 4一‘“

·,
·

]‘一。 ( 2
.

12)

两端左乘讨= 口

必几
,

得

「
一

兰
~

L d气
( 2

.

13)

_
、 . , .

一
, 二

_

~ 一 ~ d
卿

’
汤再作用异寸 J亏

一

一‘(令
十、卜,

。

〕,一k.a
‘

、‘

得
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d 盆
一j 二 ,一

-

叻=
“汤压

方程(2. 14 )式是矩阵方程
,

, a口 lo a :
+ ; : 一

(令
还不能分成分量方程

.

功= 刀
,

f

+ 。二 :

)
’

〕,

办法是令右矢必 (应写作 }必)

(2
.

1 4)

为

(2
.

1 5 )

式中刀
:
及刀r

’
如(2

.

5 )式所示
。

然后在方程(2
.

14 )式两端左 乘戊
’ ,

便可得

价
, 一卜。

昌

。
:
+ 、一(斗

十ax
:

)
’

], (2
.

1 6 )

联立方程组(2
.

1 6 )式中的函数 f
。

(a = l , 2 , 3 , 4 )现在被分离成分量方程了
.

其中八
,

了
‘
满足方程

二 「1 0
.

、2 , 。 .

1
“ ,,

+ ! I

—
一

十 e 劣3 刀 一 佗; 一 忿0 1材=
L 、 C

一
, J

(2
.

1 7)

而 j
: ,

f
:

满足 (2
.

17 ) 式的共辘方程
.

引入新的自变量 省和新参数入

: 一。‘
(
二。+

金)
,

b一 a 一乡k
,

(2
.

1 8 )

使方程(2
.

1 7 )式无量纲化为

「丢
+ (扩一。

: 一‘)1
“一。

‘ U S J
(2

.

19 )

其解为

, ...J、.eeJ· 1

一
p

【合
: :

, ,
/ b

,

lyj l

—
9 .

、 4

1
,

. 、
弋丁

.

一
万右

-
.

艺 ,

。:

= 占e x P

, 才 了 l 护
.

3
Z以 扭

吮

: 二 +

—
孚,

吮二
,

、 艺 4
一

Z
-

‘
右

;

一2

它的共辘解为

才
一

p

卜合月M (
一

等
‘,

奋
岭一 : ·

xP卜合es] 以合
一

等
‘, (2

.

2 0 )
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!

l
、

、.刀I
、、- JJ昌

组
.,卜g子‘|��
.

;、,声
r

,.卜91

-

,nO.O自

式中 M 为 K u m m e r 函数 “‘, .

文献【1 4) 用的是直角坐标系形式
,

好处是可以方便地确定未知常数之间的关系
.

在代入

方程 (l
.

2 6) 式之后
,

设

价= Z C ( 2
.

2 1 )

) ( 2
.

2 2 )

心C

了产....

一一C

其中

‘, ( a
-

Z =

刀== l
, 2 , s ,

4 )为二: 的待定函数
, c 。

!
C 。

c 4

为待定常数
.

丫、.!夕产右44冷气几介人礼几而入畜2吕2介几几z’几人几人

由此可将方程拆成下列两组
:

l, 孟一(
一

苍
一

十奴
:

介少
一哪 ( 2

.

2 3 a )
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[ N 一i(掩
1 , ‘

+ k: v:

) ]Z C = o (2
.

2 3 b)

式中 掩, ,
壳:
分别为为

, 二 :
方向的波矢 考虑到 4 x 4 常数矩阵 N 一方面必须使方 程 (2

.

2 3a)

式相容
,

另一方面必须满足 D et 〔N 一 i( kl 衬+ 棍讨) ] = O
,

因而 N 只可能是加
、

Q 口。
。

矩阵 Z

的适当选取必须使

, .
2 = Z 下

o

(a = z , 2 )
;

N Z = Z N (2
.

2 4 )

简单的运算可算出

0

一F

) (2
.

2 5 )
0F

3艺
F0FO

一

.‘3

0FOFF0Fo
了‘万刀....f.、

一一Z

另一方面
,

由于有 (2
.

2 4 )式
,

就有

[N 一i(k
l, ‘

+ k
: ? 2

)〕C = o

由 D e t[泥a 一

因a : 一 i(k
, a , À a , + 吞: 。: À a : ) ] = 0

得 几== 久。 ,
久
。
二 ( k f+ k孟) ‘ , 2= k ,

并且方程( 2
.

2 6 )式的解为

( 2
.

26 )

( 2
.

27 )

一 (攀袭
一

)
’‘’·】,

一 (考拜会)
’‘

飞 ( 2
.

28 )

及有关系式

右沪‘= 一C lc ,

将( 2
.

25 )式与( 2
.

21 )式结合起来
,

可算出 Z 矩阵的各个分量
.

最后的解可写为

( 2
.

29 )

/止了,...、、

一一
Cf

、、...‘万,了了

{ o
‘一 e x p〔“‘一“‘, ’ZC

’
‘一

(了
O

, 一
。: + a bu : , 。一 u

。+告
bu扩

,

一 夕

0

0
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.

30 )

、......1、Zsees....、、、. .吃. ...../几几csc’

01产
工
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090
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_ 一 , , t , C :

口二二 0 ”
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—C 1

几

.

了
、.尹
少

。 一
(
k l + i气
k一 i存:

、1 , 2
_

了

) c l , C s = 气
壳一fk :

k , + i k :

待定的常数只有 cl
, c :

两个
.

当 kl
,

k
:
二O 时

,

方程 (l
.

2 6) 式的解可由 ( 2. 3。) 式 取极限得

到
.

在要求( 2
.

2 4 )式成立时
,

必须有 D et Z 铸 0
,

现在得 到 的 , 和 g ,

根据 K u m m er 函 数的

性质
,

可知 D et Z = 4尸扩特0
,

符合上述要求
.

(二) 球对称解
.

外场为揍力场
.

这个解与 L一W 解不同
.

设揍力场为

B 。

二 一手‘
·‘

( 2
.

3 1 )

其中
a
也为场常数

。

令

叻= e “ ,
尸(

r
) ( 2

.

3 2 )

代入方程( 1
.

2 6 )式
,

消去 日“ 因子后
,

得
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备
一
(令

+
手)

, ·

〕
R 一。

〔
a :

。 a l

茶
一

(令
+
手)

a 3

O a ·

〕
R 一。

(2
.

3 3 a )
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.

3 3 b )

将(2
.

3 3 b )式左乘 , ‘= 口: o a , ,

得

除
一 ‘

(令
+

令)
a 孟À a !

]R 一。

然后作用算符
釜

,

有

斋
* 一
卜

*

告
。 ,
。a , 一 (牛

+
各)

’

〕
“

将矩阵方程分离成分量方程
,

令 R = 风f
,

其中凡如 ( 2
.

5) 式所示
·

式两端左乘 风
’ ,

得

( 2
.

34 )

( 2
.

35 )

然后在方程 ( 2
. 35)

d 名

d r Z

其中 jl
,

f .
满足方程

, , ,

~ 。 、 名 ,
, ,

.

U 止. 、 , 口夕
。

. 、 . ,

了, 气卜妥至一入四几一、几刃 十 下夕」I ( 2

二 + {(令
+
手)

’ 一‘

告〕一
。
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.

36 )

37 a 、

而了
: ,

f。满足其共辘方程
.

( 2
.

37a) 式展开后为

二 + l(令)
‘ + 2

(令)子衬牛业1一
。

( 2
.

37 b )

作变换
,

令

皿

r = —
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2( 三王
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】
、 C l

( 2
.

38 )

I
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犷= , a , “= 气
a

一
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则 ( 2
,

37 b )式可化为标准的合流超几何微分方程—W h it t a k e r 方程
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l
一
石
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一拜
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任

之2

( 2
.

4 0 )
八U

一一
V

、.产
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d 与
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枯

一下一r 十性一二 十—一a Z 一 、 4 2

其解为
”1= : o , . e 一 , , .

M ( a
, 。 , z )

, 。 :
二 z , 一 口 , 昌e 一’ ‘,

M ( a 一 c + 1 , 2一 c , ‘ )

其共扼解可由 ( 2
.

41 )式求得
.

式 中

( 2
.

41 )

1
. 二 .

。

a = 百一
丫十拼

, ‘ = 几十 乙科 ( 2
.

42)

M (a
, c , 二) 为 K u m m e r 函数

·

后面的计算与第一个例子相似
.
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从以上两个例子可以看出
,

波矢 k
,

(在柱坐标下 ) 或 k
,

(在球坐标下) 与圆频率。 的关

系在一般情形中是很复杂的
,

并且由于外场的影响
,

波矢和频率都不是单值的
.

我们在第一节中曾经说过
,

当有外场存在时
,

方程 (1
.

2 6 ) 式 并 不等效于经典的波动方

程
.

上述计算作为例子
,

从事实上证明了这一点
.

经典波动方程的解 不 象 (2
.

3 0) 式这么复

杂
,

说明它忽略了一些物理效应
,

从而是近似正确的
.

另一方面
,

我们可以将方程(1
.

2 6) 式
“

平方
” ,

然后与经典波动方程比较
,

可以发现
,

“

平方
”

后的方程要比经典波动方程多出两项
.

这多出的两项
,

就是经典波动方程所忽略的

物理效应
.

但是它们不是实量
,

也就不能很直接地予以物理解释
。

在量子 电动力学中
,

有类

似的情况
,

它们被解释成 电子的自旋影响
.

在我们这里
,

是否能对应于单色弹性波谱的分裂

呢 ? 我们现在还不能武断地作出肯定的回答
.

要回答这个问题
,

还需要实验的帮助一原则上

说来
,

理论的正确性是毋容置疑的
.

如果理论和实验之间存在分歧
,

原因要从我们工作中隐藏着的假设里去寻找
.

这一点
,

P
.

A
.

M
.

Di ra c 早就指出过了
.

附注
:

单色弹性波谱的分裂
,

在地球自转和扁率造成的自由振荡中早就被观测到117 , 。
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