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混凝土断裂力学虚拟裂缝模型的
半解析有限元法

�
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(大连理工大学 工程力学系, 大连 116023)

(钟万勰推荐)

摘要: � 利用平面扇形域哈密顿体系的方程, 通过分离变量法及共轭辛本征函数向量展开法, 以解

析的方法推导出基于混凝土断裂力学中虚拟裂缝模型的平面裂纹解析元列式�� 将该解析元与有

限元相结合,构成半解析的有限元法, 可求解任意几何形状和荷载混凝土平面裂纹的虚拟裂缝模

型计算问题�� 数值计算结果表明方法对该类问题的求解是十分有效的, 并有较高的精度��
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中图分类号: � O346. 1� � � 文献标识码: � A

引 � � 言

对于象混凝土这样准脆性材料的断裂问题, 已经提出许多模型, 如 Hillerborg等提出的虚

拟裂缝模型[1] , Bazant和 Oh的裂纹带断裂模型[2] , Jenq和 Shah 的双参数断裂模型[ 3] , Kari�
haloo和 Nallathambi的等效裂缝模型[4]以及徐世 等提出的双 K断裂准则[5, 6]等等�� 其中

Hillerborg等提出的虚拟裂缝模型最适合于有限元作 �型断裂分析,但是用普通有限元法做数

值计算时,要求裂缝尖端处的单元网格划分得十分细密,即使这样裂缝尖端应力场的计算精度

依然难以得到保证��

本文针对混凝土断裂力学中的虚拟裂缝模型提出了一种半解析有限元法�� 在裂缝尖端构

造了一个解析的超级单元,根据钟万勰院士提出的弹性力学哈密顿理论[7] ,推导出该超级单元

的列式,将该超级单元与普通有限单元相结合可求解混凝土断裂问题�� 数值结果表明该方法

是准确而有效的��

1 � 虚拟裂缝模型及其半解析有限元法

考虑如图 1所示的混凝土紧凑拉伸试件,图中 P 为荷载, �a 为裂缝的稳定扩展长度, a0
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为裂缝的初始长度, a 为有效裂缝长度, �( x ) 为粘聚分布闭合力, 可由虚拟裂缝模型的软化曲

线来确定�� 根据虚拟裂缝模型,混凝土裂缝稳定塑性扩展可由 �( x ) 和 �a来描述,材料性质

的变化不再考虑,混凝土裂缝的稳定扩展问题可处理成在裂缝稳定扩展长度上 �a 作用有粘

聚分布闭合力�( x ) 的弹性裂缝稳定扩展问题��

图 1� 紧凑拉伸试件和虚拟裂缝模型 � � � � � � � 图 2� 半解析有限元法计算模型

图 3� 双线性应变软化曲线

这里, 我们提出一个半解析有限元模型来解决混凝土

虚拟裂缝模型这一问题,如图 2所示�� 试件被离散为裂缝

尖端附近的一个圆形超级单元(以下简称为基于虚拟裂缝

模型的裂纹解析元)和其周围的普通有限单元�� 该超级单元

的圆心为图 1中的 O点,半径为裂缝稳定扩展长度 �a��

这里我们采用双线性软化曲线模型,如图 3所示��

在裂缝稳定扩展阶段,即 0 � w � w1, 有

� � �( w ) = f t - ( f t - s 1)
w
w1

� � (0 � w � w1) , (1)

其中: s1= f t / 3, w 1= w tc�� f t为混凝土的抗拉强度, w tc为临界裂纹张开位移, w t为裂纹张开位

移�� 在极坐标下,如图 2所示, w 与 r 的关系为:

� � w =
r
R
w t , (2)

其中 R = �a��

对于临界裂缝, P = Pmax , �a = �ac , a = ac = a0+ �ac, w t = w tc ,其中 Pmax为最大荷载,

�ac为临界裂缝稳定扩展长度�� 此时有

� � �( r ) = k1r + k2, (3)

其中 � � k1 = - (f t - s1) / R, k2 = f t , R = �ac�� (4)

2 � 哈密顿体系下平面弹性扇形域的基本方程和变分原理[ 7~ 9]

弹性力学哈密顿体系理论自钟万勰
[7]
提出以来, 已经得到越来越多的应用�� 下面我们利

用哈密顿理论构造一个分析虚拟裂缝模型问题的超级单元��

如图 4所示的环形扇形域, 在哈密顿体系下有如下形式的变分原理

� � ��
�

- ��
lnR

2

lnR
1

p
T�q - H ( q, p) d�d�= 0, (5)
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图 4� 环形扇形域示意图

其中

� � - H ( q, p ) = �S r u +
� v
�� + Sr�

�u
��- v +

� � � � E
2

u +
�v
��

2

-

� � � � 1
2E

(1- �2) S2
r + 2(1 + �) S2

r� , (6)

� � �= lnr, S r = r�r , S r� = r�r�, (7)

u , v分别为径向与周向位移, q = u, v
T为位移向量, p =

S r, Sr�
T
为相应的对偶向量,一点(�) 代表对于 �的微商��

展开变分方程(5)可得到对偶方程组

� � �q = Fq- Gp , �p = - Qq - F
T
p�� (8)

�= 0处的对称或反对称条件(本文只考虑对称变形情况)

� � v = 0, Sr�= 0 � � (当 �= 0时) , (9)

和 �= � 处的自由边界条件

� � Sr� = 0, E u +
dv
d� + �S r = 0 � � (当 �= � 时)�� (10)

当 � = �并且 R1 � 0时,扇形域问题就变成裂纹问题�� 裂缝尖端的扇形域可处理为整体

结构中的一个超级单元(以下简称为弹性裂纹解析元), 该超级单元的解析式已经在文献[7~

9]中给出��

3 � 基于虚拟裂缝模型的裂纹解析元列式

不同于弹性裂纹解析元[7~ 9] ,基于虚拟裂缝模型的裂纹解析元的裂缝表面作用有作用力

�( r) , 见公式(3), 此时沿裂纹表面的边界条件变为非齐次边界条件:

� � Sr� = 0, E u +
dv
d�

+ �S r = k1exp(2�) + k2exp( �) � � (当 �= �时) , (11)

变分方程为

� � ��
�

- ��
lnR

- �
Sr
� u
��+ S r�

�v
��+ �S r u +

�v
�� + S r�

� u
��- v +

� � � � E
2

u +
�v
��

2

-
1
2E

(1 - �
2
) S

2
r + 2(1+ �) S

2
r� d�d�-

� � � ��
lnR

- �
( k 1exp(2�) + k2exp( �) ) � v ) �= �d� = 0�� (12)

由于对称的原因, 只需考虑一半区域 0 � �� � = ��� 设超级单元有 nr个节点,对于平面

问题每个节点有两个未知变量 u, v,但 �= 0处的节点只有 u, 故该超级单元有2nr- 1个自由

度�� 用 �i表示本征值, � i = qi , p i
T
表示本征函数向量,则全状态函数向量展开式为

� � w( �, �) = q, p
T
= � 0a1+ �

2n
r
- 1

i= 1
ai+ 1 � iexp( �i�) + �w( �, �) , (13)

其中 ai ( i = 1, 2, �, 2nr - 1) 为待定广义常数, �w( �, �) 为一特解:

� � �w( �, �) = �u, �v, �S r, �S r� T
= k2exp( �)

1- �
E

, 1, 1, 0
T

-
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� � � � k 1exp(2�)
1 - 3�
6E

cos�,
5 + �
6E

sin�,
1
3
cos�,

1
3
sin�

T

�� (14)

将节点坐标代入(13)式,可得到广义常数向量 a = a1, a2, �, a2n
r
- 1

T
和节点位移向量 d

= u1, u2, v2, �, un
r
, vn

r

T
之间的转换关系:

� � a = T � ( d - �d ) , (15)

其中 �d = �u 1, �u2, �v 2, �, �un
r
, �vn

r

T
为节点位移特解部分的确定值向量, T阵的逆阵T

- 1中元素

的计算公式为

� �

( T
- 1
) ji = exp( �i�) �i (1) ( �, �) |

�= lnR
�= �

1
= 0

� � � � ( j = 1, i = 1, 2, �, 2nr - 1) ,

( T
- 1
) ji = exp( �i�) �i (1) ( �, �) |

�= lnR
�= �

k

� � � � ( j = 2k - 2, k = 2, 3, �, nr, i = 1, 2, �, 2nr - 1) ,

( T
- 1
) ji = exp( �i�) �i (2) ( �, �) |

�= lnR
�= �

k

� � � � ( j = 2k - 1, k = 2, 3, �, nr, i = 1, 2, �, 2nr - 1) ,

(16)

其中 �k( k = 1, 2, �, nr ) 为各节点 �方向的坐标值��

将式(13)代入式(12), 分部积分之后就得到超级单元的刚度阵 R e和 F e载荷向量

� � R e = T
T � Ra � T, (17)

� � F e = T
T � ( Fa + Ra � T � �d ) , (18)

其中 Ra 和Fa 中元素的计算公式分别为

� � ( Ra) ji =�
�

0
S ri ( �, �) uj ( �, �) + S r�i ( �, �) v j ( �, �) �= lnRd�, (19)

� � ( Fa) j = -�
�

0
�S ruj + �S r�vj �= lnRd�� �

( i = 1, 2, �, 2nr - 1, j = 1, 2, �, 2nr - 1)�� (20)

4 � 数 值计 算

如图 1所示含单边裂纹的混凝土紧凑拉伸试件, 图中 H = 0. 5D, H 1 = 0. 25D, D1 =

图 5� 不同尺寸紧凑拉伸试件的

临界裂缝稳定扩展长度

1�20D , 弹性模量 E = 32. 4 GPa, 泊松比 �=

0�197, 平板厚度 B = 0. 2 m, 材料抗拉强度 f t =

2�79Mpa�� 文献[ 6]和[ 10]都对这一混凝土试件

的断裂问题进行了详细分析��

文献[11]在裂缝尖端附近采用了八节点等参

单元 Q8, 在外围采用四节点等参单元及五节点过

渡单元, 裂缝尖端附近的单元节点间距在 3. 75

cm到 1. 25 cm之间[11]�� 本文中, 基于虚拟裂缝

模型的裂纹解析元的节点数取为 n r = 10, 其外围

均取三角形单元 T3,裂缝尖端附近的单元节点最

小间距为 6. 67 cm��
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对于不同尺寸的试件及其相应的不同 Pmax值,临界裂缝稳定扩展长度的本文计算结果、

文献[ 11]的有限元计算结果和文献[10]的试验结果, 以及裂缝起裂断裂韧度的本文计算结果和

文献[6]的计算结果都列在表 1里,不同试件尺寸的临界裂缝稳定扩展长度如图 5所示��

从结果可以看到,裂缝起裂断裂韧度的本文计算结果与文献[6]的计算结果很接近, 临界

裂缝稳定扩展长度的本文计算结果与文献[10]的试验测得结果也基本一致, 并且明显好于文

献[11]的计算结果��
表 1 含单边裂纹紧凑拉伸试件的临界裂缝稳定扩展长度和起裂断裂韧度

试件编号

(1)

试件尺寸

( D/mm) / (2H /mm)

(2)

a0/ D

(3)

最大载荷

Pmax / kN

(4)

临界裂纹稳定扩展长度

�a c/mm

(5)

起裂断裂韧度

K ini
�c / (MPa�m

1/2)

(6)

� � � � 本文 文献[ 11] 文献[ 10] 本文 文献[ 6]

CT- 6 3000� 3000 0. 4 88. 94 240 250 205 1. 169 1. 052

CT- 5 2500� 2500 0. 4 83. 43 245 264 210 1. 315 1. 380

CT- 4 2000� 2000 0. 4 72. 18 230 250 200 0. 987 0. 924

CT- 3 1500� 1500 0. 4 54. 52 230 225 210 1. 005 1. 089

CT- 2 1000� 1000 0. 4 34. 99 210 175 210

5 � 结 � � 语

本文针对虚拟裂缝模型提出了一种新的半解析有限元法,根据钟万勰提出的弹性力学哈

密顿理论构造了一个新的超级单元,典型问题的数值结果表明该新方法对于混凝土裂缝稳定

扩展问题是准确而有效的��
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Semi_Analytical Finite Element Method for Fictitious Crack

Model in Fracture Mechanics of Concrete

WANG Cheng_qiang, � ZHENG Chang_liang
( Depa rtm ent of Engineer in g Mechan ics , Dalian Un iver sity of Techn ology ,

Dalian 116023, P . R . China )

Abstract: Based on the Hamiltonian governing equations of plane elasticity for sectorial domain, the

variable separation and eigenfunction expansion techniques were employed to develop a novel analyti�

cal finite element for the fictitious crack model in fracture mechanics of concrete. The new analytical

element can be implemented into FEM program systems to solve fictitious crack propagation problems

for concrete cracked plates with arbitrary shapes and loads. Numerical results indicate that the

method is more efficient and accurate than ordinary finite element method.

Key words: Hamiltonian system; fictitious crack model; semi_analytical finite element method
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