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摘 要

木文提出并用旋量算法证明了刚体有限位移螺旋张里的存在性与唯一 性定理
.

而且由此获 得

了以刚体有限位移数据来求这种螺旋张置的公式
.

已! 健旨
J . 耳刁

Cha sle 定理 (1 8 3 0) 有着不可低估的重要性
,

它表明
:

刚体的任意有限位移都可化为有限

螺旋运动
.

正如D im en tber g 〔”和 R ot h 及其合作者
‘2 , s , 唱,

川所显示的那样
,

它除了使刚体有限

位移在概念上得到简化外
,

在空间机构的分析和综合方面也有着重要的应用
.

尽管在经典性

论文中 (如W h itta k e r , . ’和 P a r s ‘. ’的文章)
,

Ch a sle定理已得到直观的证明
,

但螺旋张量却

是最近才有的
,

它可使整个 Chas le 定理具体化
.

G ib bs ‘7 ’
首先给出了形如

R ~ (1 一 e o sA )a a + e o sA U + sin A UA a (1
.

1 )

的转动张量
,

其中
,

a 为转轴
,

A 为转角
,

U 为单位张量
.

最近
,

D IIn en tber 梦
‘’
和 Y u 邝 ’独

立地把它推广
,

从而得到
“

螺旋张量
”

中= (z一 e o ss)a . + e o s夕l+ sin ol八a (1
.

2 )

其中
叹= 单位对偶线矢量‘ a 十

。m
,

m = r八a
, ‘ ,

= 。;

口= 对偶转角二月 + ‘: , ; =
“

垂直距离
” ,

. = 单位对偶张量
·

〔1 〕中获得 (1
.

2 ) 式的方法充其量只 有启发性的意义
,

它没表明怎样才可以由刚体位移求得

中以及这样得到的螺旋张量是否唯一 下面第二节中将要讨论到在某些情况下
,

螺旋张量也

可能并不唯一 在本文中
,

我们要证明螺旋张量的基本理论
,

建立它的存在性和唯一性
,

并

在这过程中获得由刚体位移数据求螺旋张量的公式
.

我们将利用对偶矢量李代数与 Gi b bs 矢

量李代数的同构性
,

所用的符号与【8 〕~ 〔10 〕中的符号相同
,

附录中给出了一些符号的说明
.
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35 G 余 桑

二
、

螺 旋 张 量 的 形 式

由定义
,

两条直线 入
;

和 入
2

的旋量积

入:
八入

: 二s in 少. (2
.

1 )

给出了它们间的公法线 a
.

现由 入
:

八(2
.

1)
,

得

入: 二 e o s s 入
:
+ sin s 住A 入: (2

.

2 )

利用单位对偶张量 口
,

可把 (2
.

2 )写为

入: 二 (e o s 口. + s in 0 1八“)
·

入
:

(2
.

3 )

对偶张量

中= e o s 8 1+ sin OIA “ (2
.

4 )

可称为螺旋轴为 在 的螺旋张量
,

它使 入
;

绕 a 旋进了对偶角 0
,

使之移到位置 从上
.

(2
.

4 )式所示的螺旋张量只使与螺旋轴正交的线 入旋进 e
,

这时

入
·

“= 0 (2
.

5 )

对于不满足 (2
.

5 )式的线
,

它就失效了
.

因此我们有下面的命题
:

命题 能把任意直线绕 “ 转过对偶角 e的一般螺旋张量为

中(a ,
0)== (1 一

e o so)“a + e o ssl+ sin o .八 . (2
.

6 )

这时不管 (2
.

5 )式满足与否上式都有效
.

证 任意直线 入都可分解为两条直线
,

一条与 “共轴
,

一条垂直于 a
,

即

入= (“
·

入) a + vA a (2
.

7 )

其中
v = a八入 (2

.

8 )

把 (2
.

5) 代入 (2
.

7 )
,

就可看到 (2
.

7 )是一恒等式
.

这样
,

中
·

入= (“
·

入)a + e o ssv八. + slno
v 二卜 (2

.

。)

根据 (2
.

7) 与(2
.

5) 显然可见
:

在变换 中下
,

入中与a共轴的分量保持不变
,

但与“垂直的分量

v八“却绕“旋进了对偶角0
。

此外还可证明

卜
·

卜= 1 (2
.

1 0 )

因此中就是所求的螺旋张量
.

证毕
.

要注意
,

上面的命题仅仅建立了图象性地描述螺旋运动的螺旋张量的形式
,

它既没表明

如何才能由刚体位移求得这种张量
,

也没建立它的唯一性
.

假定上述的 入是刚体 中 的 一 条

线
,

经过有限位移后
,

刚体把 入带到了 卜的位置上
.

这样
,

如果 中
: 是相应于 这有限位移 的

螺旋张量
,

则必有

中
; ·

入= 卜 (2
.

1 1 )

另一方面
,

可能存在也满足 (2
.

1 1) 式的另一螺旋张量叭
,

即

中
: ·

入= 卜 (2
.

12 )

因而就必有

(中
,
一中

:

)
·

入= 0 (2
.

1 3 )

然而(2
.

1 3) 式并不能保证

中
:
一中

2
二 0 (2

.

1 4 )

因而满足 (2
.

1 1) 式的张量不一定唯一 其主 要原因如下
:
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我们可以绕入与卜的相互垂线把入旋进到卜
,

也可构造一个如Ts ai 和 R ot h ‘川所给出的
“

纯

转动旋量
”

以达到同一目的
.

在以上两种情况下
,

由于一条直线并不能唯一地确定 刚体的位

形
,

因此导至了不能构造出唯一的螺旋张量
,

而要达到此目的需要有两条直线
.

这是因为一

条直线需要 4 个实数来确定
,

而刚体中的两条直线间的关系为

入
,

·

入
:
= 常数

所以它们给出了六个无关的实数 (相应于刚体的六个自由度 )
。

三
、

基 本 原 理

定理 令刚体中两条互不平行的直线入和卜随刚体移到了它们的新位置 入
:

和 p
‘

上
.

这时
,

存在着唯一的螺旋张量

中= (1 一
e o so)a “+ e o s0 I+ sin ol八a (3

.

1 )

它能完成这一巳知的刚体位移
。

(3
.

1) 式中的转动对偶角e和螺旋轴。由下面两式求得
,

‘+ 2一
s“一 T ·

, 一丽为、
·仁‘

!
·

(”八”, + 卜
!

·

(”八‘, + , 1
·

“八林, ,

一

合
s‘n “a 一 S二中、飞裁好

〔‘!八‘卜八” , + “
1

八 (, 八‘, + , !

八 (‘八” , ,
(3

.

3 )

其中
v = 入八卜

,
v l

= 入
,

八砰
,

(3
.

4 )

此外
,

如果日和丫是其它任意两条互不平行的直线
,

日
1

和丫,

是它们位移后各自的位置
,

那么0与

Q 也可 由下面两式求得
,

1 + : c 。S 。= 了。一

王
一
、 、2

rp
:

·

(丫八‘) + 丫,
·

(‘八日) + ‘
:

·

(, 八丫)〕
气P / \ , 少

(3
.

5 )

_ 立
一

5 in 口a 二
’

2

一

2 (。
认
丫户

一

〔,
1

八 (丫八 ; ) + 丫
,

八 (‘八 , ) + ;
,

八 (。八丫) : (3
.

6 )

其中

乙= p八Y
,

乙
、
= 日

;

八Y 、

在以上的意义上
,

表达式 (3
.

1) 与两条直线的选择无关
。

要证明以上定理
,

就需要下面的引理
.

引理 1 给出对偶张量中和 3 条直线 (翔)
,

i ~ 1
,

2
,

3
,

并且使入
,

八入
:

·

入
。
祷。

,

(中
·

入
,

)八 (中
·

入:
)

·

(中
·

入s)= (d et中)入
:

八入
:

·

入
a

(3
.

7 )

这样就有

(3
.

8 )

证 令

中
·

入, , 林
‘

(i= 1
, 2 , 3 ) (3

.

9 )

用丫从右边张量乘 (3
.

的式
,

得

中
·

入.入‘= 卜。入‘

但拟丫= l
,

因此

中= 卜‘入‘

(3
.

1 0 )

(3
.

1 1 )

所以由定义得

d et中= (卜
:
八卜

:
·

p 。
)(入

’
八r

·

入3 (3
.

12 )
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把 (3
.

9 )代入 (3
.

12 )并注意到

入, 八入
2

·

入
s
= (入

:

八入
2

·

入
:

)
一 , (3

.

13 )

这就证明了此引理
.

引理 2 对一个非奇异的对偶张量中和任意两条不平行的直线入
:

和从
,

有

〔(d et中)(中
。

)
一 ,

〕
·

(入
,

八入:
)二 (中

·

入, ) /\ (中
·

入:
) (3

.

14 )

证 令

则

中
·

入‘二卜
‘

(i = 1
,

2 , 3 )

中
一 ’

·

卜, , 入‘

(3
.

1 5 )

(3
.

1 6 )

因而

中
一 ‘

·

卜
‘
林
‘
= 入‘卜‘ (3

.

1 7 )

这等价于

, 一告
〔、;

(,
:

八。。) + ; :
(。

: 八,
1

) + 、
。

(;
1

八;
艺

),
(3

.

1 8 )

其中

由入
;

八入

刀= 卜
l

八卜
:

·

卜:

·

(3
.

18 )
,

得

(入
,

八入
:

)
·

中
一 ’
“

入
;

八 ;

V

:
·

互
一

(。
:

八卜:
)

(3
.

19 )

再 由(3
.

1 7) 式得

中一 p
‘
入‘

因而

d e t中= (卜
,

八p :
·

林。)(入
’八认2

·

入s
)

把 (3
.

2 5 )和 (3
.

2 0)代进 (3
.

2 9 )
,

就得到(3
.

2 4 )式
.

引理 3 对偶张量中保持刚性的充要条件为

中
。

= 中
一 ’

证 令入和卜是刚体中的任意两条直线
,

把中作用于它们
,

其结果为

中
·

入~ 入
1 ,

中
·

p = p l

这样

(中
·

入)
·

(中
·

卜)“入
1

·

卜;

即

入
·

(中
。

·

中)
·

卜= 入:
·

卜:

如果刚性始终保持
,

则必有

入
·

卜= 入一林x

因而由(3
.

2 2 )和 (3
.

2 3)得

中
。 ·

中= l

它等价于 (3
.

21 )式
.

因此 (3
.

21 )式的条件显然是必要的
.

另一方面
,

假定 (3
.

24 )式成立
,

则必有

入
·

中
。

·

中
·

林= 入
·

卜

(3
.

2 0 )

(3
.

2 1 )

(3
.

2 2 )

(3
.

23 )

(3
.

2 4)
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由此得

入
;

·

林
,
二入

·

卜 (3
.

2 5 )

因而条件是充分的
.

引理 4 给出任意对偶张量中和三条直线 (翔)
, : , 1 , 2

,

3
,

使入
,

八入
:

·

入
:
祷。

.

如果

中
·

入
‘
= 0 V i ,

(a
.

2 6 )

则

伞二 O

证 令中二 “。价
,

那么如果 (3
.

2 6 )式成立则必有

“。(日
。

·

入‘)二 0 (3
.

2 7 )

在 (3
.

2 7 ) 式中
,

如果 日
。

·

入, 铸0
,

则有 a 。
= o

,

因而 中= 0
.

如果 a 。铸 0
,

则 日
。

·

入‘“ 0 .
但是

入
;

八入
:

·

入
。
笋 0

,

因而队‘ 0
,

所以还是有中= 0
.

于是在所有情况下都有中= O
。

下面证明基本定理
。

令中为对偶张量
,

它使

中
·

入二入, (3
、

2 5 )

中
·

卜= 卜
l

(3
.

2 9 )

现令
v二入八林 (3

.

3 0 )

如果刚性得到保持
,

那么共法线
, 必然被移到它的新位置v : ,

使

v t
= 入

,

八卜
‘

(3
,

3 1 )

它与

(入八卜)
2
= (入

:

A 卜: )
2

(3
.

3 2 )

一道构成了刚性条件
.

如果中是一
“

螺旋张量
” ,

就必有

中
·

v = v ,

(3
.

3 3 )

显然
,

对偶张量

中= 。〔入、(卜八v ) + 协
,

(, 八入) + v t

仆八林) ]
‘

(3
.

3 4 )

满足 (3
.

2 8 )
、

(3
.

2 9 )
、

(3
.

3 3)式
,

这里

。 = (入八卜
·

v )
一 ’= (入八卜)

一 ‘

为了保证 (3
.

3 4) 式中的中是螺旋张量 (即
,

能保持刚性的对偶张量 )
,

根据引 理 3
,

必须证

明

中
。
= 中

一 ‘

(3
.

3 5 )

现由(3
.

2 8 )八(3
.

2 9 )
·

(3
.

3 3 )
,

得

(中
·

入)八(中
·

卜)
·

(中
·

v ) = 入
:

A 林
,

·

v : (3
.

3 6 )

因而 由引理 1 得

(d
e t中)入八林

·

v“ 入
‘

八卜
,

·

”; (3
.

3 7 )

考虑到 (3
.

32 )式
,

有

d et中= 1 (3
.

3 5 )

再由(3
.

3 0)
.

(3
.

3 1 )
、

(3
.

5 3 )
,

得

中
·

(入八卜) = 入
;

八林:

即
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中
·

(入八林) = (中
·

入)八(中
·

砰) (3
.

3 9 )

但由引理 2
,

有

伸
·

入)A (中
·

林)二 [ (d
et中)(中

。

)
一 ’

]
·

(入八卜) (3
.

4 0 )

这样
,

由(3
.

5 5 )
,

(5
.

3。)
、

(3
.

4 0 )就导出(3
.

3 5 )式
,

因而 (3
.

3 4 )式所表达的中是螺旋张量
.

现在
,

我仍希望把中表达为

中= (1一 e o ss)““ + e o s8I+ s in 0I八a (3
.

4 1)

其中0称为对偶转角
,

. 称为中的螺旋轴
.

如果 (3
.

41 )式存在的话 (即 如 果 中(“
,

0) 存在)
,

就必然有

(1一
e o ss)a “ + e o so. + sin o. A a , “ [入

:

(协八v ) + 卜
:

(v A 入) + v ;
(入八卜)] (3

.

4 2 )

由Tr (3
.

4 2 )
,

得

1 + Ze o ss““ [入
l

·

(卜八v) + 卜
: ·

(, 八入) + v :
·

(入八卜) ] (3
.

4 3 )

由S e r
(3

.

4 2 )
,

得

1
.

。 _

ee 一
5 1 11 口住 = 二

2 普
〔‘

I

A ‘p A v) + “
!

八‘v A ‘, + v !

八 (‘八”) , (3
.

4 4 )

由(3
.

4 3) 和 (3
.

44 )完全可求得 “和0
,

因而就证明了(3
.

41 )式所表示的螺旋张量的存在性
.

为了证明中的唯一性
,

令犷是另一对偶张量
,

而且也能完成相同的刚体位移
.

这样
,

就

必有

中
‘

·

入“入:

中
‘

·

卜“卜
,

中
,

·

v“ v :

结合 (3
.

2 5 )
、

(3
.

2 9 )
、

(3
.

3 3 )
,

得

(中一中
‘

)
·

入= o
,

(中一中
,

)
·

卜= o ,

(中一中
,

)
·

v = o

由于入八林
·

v 铸 O
,

因而由引理 4 可见 (3
.

4 5) 式意味着

中一中
, = 0

可见中是唯一的
.

为了证明(3
.

4 1) 式所表达的螺旋张量与所选择的两条互不平行直线无关
,

外两条互不平行的直线 !和m
.

它们被螺旋张量

中
,
= (z一 e o s

诱)p日+
e o s功l+ sin功I八p

移到新位置 l
;

和 m : .

用与前面相同的推证可得

1 + Z c o s
功= T r

中二
。〔I

,
·

(m 八n ) + m ;
·

(n 八 !) + n :
·

(I八m ) 1

(3
.

4 5 )

(3
.

4 6 )

(3
、

4 7 )

(3
.

45 )

让我们研究另

(3
.

4 9 )

一合
s‘n‘一 S二, 一〔, IA (m 八 n , + m l

八‘, 八 , , + n l

八“‘八m , ,

(3
.

5 0 )

(3
.

5 1 )

其中

n ~ l八 m
, n :

= l:

八m ; , 。= l八m
·

n

由于螺旋张量是唯一的
,

因而必有

中= 中
‘

即

T r
中一 T r中

‘

S e r
中二S e r

中
,

因而

(3
.

5 2 )

(3
.

5 3 )
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0 = 功
,

p二“

可见各种选择的 !
,

m 都确定同一螺旋张量
。

证毕
。

四
、

讨 论

上述定理除了其内蕴的意义外
,

还提供了由两条非平行直线的初始位置和最终位置计算

螺旋张量的方法
.

当已知任意三个非共线点的位移后
,

由于我们可以把这三个点连接而得到

三条互不平行的直线
,

所以这些直线位移后的位置也可求得
,

因而也一样能 计 算 其 螺旋张

量
。

与等价于螺旋张量的矩阵表达方式相比
,

(3
.

1) 式中螺旋张量的形式在应用上显得 特 别

简单
.

例如
,

螺旋张量的逆表示在相反方向上的螺旋运动
,

因而只需用一 O取代口和用一 a 取

代 . 后就得到

中
一 ‘= (i 一

e o s6) . “+ e o s6 一
5 1动 IA .

而矩阵的逆运算就往往复杂得多
。

附 录

、,、,产、.声

1,
‘,口

‘产、了
几‘了‘

使用 符号说明

对偶张量中常用以下形式表达
:

中= “ ‘p
‘,

中
。二乡

‘“ :

其中“‘和乡
‘

是对偶矢量
.

“
求迹

”

运算表为
“

T r ”
,

“
求行列式

”

运算表为
“

de 户
,

它们通过公式

T r

中= “‘
·

p
·

d e t中= (“
:

A . :
·

“3

)(p
:

八p
:

·

旧
3

)

把对偶张量变换为对偶数
“
旋

”

运算表为
“

Scr
” ,

它通过公式

。 _ _ .

1 _ ^ 。

S c r 中一 亩“A ,
:

把对偶张量变换为轴对偶矢量
.

与 (. J互逆的量 (.
‘

)由下式计算
:

( 4 )

、

,
‘.产曰‘一卜U了气了、

。、二玉△鱼
.

。 : 二鱼△鱼
.

。:二鱼△玉
U

’

U
一

U

其中” = al A . :
·

叹,
.

这样
.

单位张量就可表为

l= . 、“f = . , “.

本文原文用英文写成
,

由梁礼平译成中文
。
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