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摘 要

木文用
.
两变量展开程序

, ‘111 的方法重新研究方程带两个小参数的高阶椭圆型方程一般边值

问题解的渐近式的构造
.

这个问题的边值条件比文【门更一般
.

我们给出了渐近解的表达式和有

关的余项估计
.

‘、2 . . ~含
.

j

一
、

RlJ 吕

关于椭圆型方程的奇摄动问题
,

过去大多数是研究狄立克雷问 题
‘艺’~l . , .

1 9 7 8 年
,

作者

应用M
.

H
.

B二。 , 二 和 月
.

A
.

月。cT eP
H , : 的方法

,

研究了方程含两个小参数的高阶椭圆型

方程一般边值问题的奇摄动“ ’和在边界与算子摄动相结合的情况下
,

四阶椭圆型方程和更高

阶的椭圆型方程一般边值问题的奇摄动
‘。’川

, ’。

本文将应用
‘

两变量展开程序
”

的方 法 进一

步讨论方程含两个小参数的高阶椭圆型方程一般边值问题的奇摄动
,

这个问题的边界条件比

文「1 〕更一般
。

我们给出了渐近解的表达式和有关的余项的估计
.

我们考虑如下的含两个参数的 2 (m + O 阶椭圆型方程的一般边值问题A
。 , , :

L
。 , “u 。 ,

B , 。 . , .

{

二 : 2 ‘L
: , 。一, 。

+ 乙 拼护
L

一。. , 。

+ L
。‘

, ,

。f(x ) 二= (x
: ,

⋯
, 二。

)(口 (2
.

1 )

。。 一。, ‘·,
}
。·

(j= 0
, i ,
⋯

, m + l一 1 )

的奇摄动
。

其中
。, 拜为相互依赖的正的小参数

,
口 表示

。
维有界区域 R

” , a口 表示 口

并假设 。口 是足够光滑
. L

。

表示 Zm 阶强椭圆型算子
:

(1
。

2 )

的边界
,

2 确

L
ou 二 乙 C , (x )D p u 二乙 乙 Ca

: ~ ,a
.

(习刀纷
·

叱:
产i +

’ . ’
+ 声一 今

(1
.

3 )
. 声 含‘2 .

式中

(一 1〕
饥 乙

!声 ! 一2 价
C , (二)占声》 a 。

}君}
2 , (1

.

4 )

a 。为正的常数
,

口= (刀
: ,

⋯
,

刀
。

)
,

}刀{, 刀
,
+ ⋯ + 刀

。 , L
: ,

表示 2 (m + l) 阶强椭圆 型算子
:
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2 (仍 + t

L
: ‘u 注 乙

a , (x )D 声u 三

l尹l‘ 2 ‘价 + 乙 汽 乙
a 。

声一+ ”
’
+ 夕一 ‘

⋯ 。,

冈峨:⋯黑卜 (1
.

5)

式中

(一 1 )价
今 , 兄

}声l一 2 ( . + 弓,

a , (x )占, 》 a :
}雪!

:
“

+ t,
(1

.

6 )

a :

为正的常数
,

L二二 乙 b , (x )D 夕u二 乙 乞 ba : ⋯

抢一 o 夕一+
.

” + 夕二
介

(二)D 8 1
⋯理 :u

l声l‘ 2 价 + ,

(
r = l , 2 ,

⋯
, 2 1一 1 ) (1

.

7 )

又 B川 (j = 0
, 1 ,

⋯
, 二+ I一 1) 表示边界微分算子

:

口, 。二 兄 。丫
,

(二)刀“。 o( 二,
( 2 (m + z)一 z

! 孙 ! ‘价才

其中b甲(x) 是充分光滑的
.

在薄板和薄壳理论中
,

常遇到这一类边值问题
‘. ’。

二
、

形
一

式 渐 近 解

假设边值问题(1
.

1) ~ (1
.

2 )存在唯一解
“. , , (俨

‘

耐
‘’(0 )和退化边值问题A二

L
o u 二f (x ) 劣(口

B ,

{
。。
一 。, (! )

}
。。

(, 一。
, 1 ,

一 , 一‘,

对任意充分光滑的函数 f(劝和 g ,
(习存在唯一的充分光滑的解

。。, 。 .

在文【9 1 中讨论了这些

解存在的条件
.

我们先在区域口内构造问题A
。 , ,

的解
,

鉴于问题 A
: , ,

含有两个形式参数
,

因此
,

假定解
“。 , ,

也具有两个参数的如下形式的渐近展开式

二
,

一柔鑫(号)
’一

“
‘。 , 一 ‘,

“幼
(2

.

1)

将 (2
·

, )式代入方程 (1
·

‘)
,

并比较苍和
‘ 的各次幂的系数

,

得到关于 , 。 ,

0( “)
, 。,

一 (幻 的递

推方程
:

L
。功 。, 。

(二)二 f(二) (2
.

2 )

L
。: 。, 一‘, :

(二)= 一艺 L
,

。 , 一 。一 , , ‘

一
L

: ,叨 , 一 ‘, ‘一 : ,
(2

.

3 )
护 . !

(i = 0 , 1 ,

⋯
,

p ; p = l , 2
,

⋯

在(2
.

3) 式中以及以后的计算中
,

都将负下标的量取作零
.

下面再来构造边界层项
。
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在边界 口口 的邻域建立局部 坐 标 系
:

(p
,

目二 (p
, 甲 : ,

⋯
, 中卜

,

)
, 甲= (甲

; ,

⋯
,

甲。一 t

)表示边

界上的点的坐标
,

因此
,

p 二O 表示边界 8口
,

O< p < 珍表示连接到边 界的带形 邻 域
,

p 是沿

着内法线到边 界的距离
.

在局部坐标系 (p
, 甲)下

,

算子L
. , ,

具有形式
.

L
. , ,
兰。2 ‘L

: : + 乙 产,
L

,
+ 乌

! ·’:

!
。: (。 , : )

(;
, , )。, (

一
+

兄
“ +
蕊亡佘奈彰考

+ ‘’

+

省小
。二(。

, , , D 尹” +
乙

血 + ⋯ + 口
。

( 2仍 + r

a1 勺Z m + ,

a B , ⋯ ,
。

(p
, , )刀, 峨 ⋯耽

一,

]

bs : ⋯。
.

(p
, , )二

:

峨 ⋯嗽
一 1

]

+

!际(P, 郝黔 E Cat 一
二

(p
,

郝
少
岭

·

嗽
一 :

]
口: + ⋯ + 口

。

‘Zm

(2
.

4 )

口皿价 2州

其中
a : ‘. + : ,

= a : 《. , . , , 。,

⋯
, . , b : . , ,

二b
2 . , , , 。, ,

二
, 。 , C : 。 , C l . , . ,

.

二 , 。.

在。日的邻域引进两变量万和户
:

“(p
, 甲)

8
P . P (2

.

5 )

其中诚p 理)是待定函数
.

将关于 p 的偏导数 D ,
换成关于 万和 p 的偏导数

,

为简单起见
,

今后将 p 仍 记作 p ,

则

DP
_ 。 茹

.

口 即 _
_ 一 L

.

n 一 n

~ - 二石厂 一获二尸甲
一三二尸 , 石二, 一

‘ “ p夕 P了‘
p

口尸 U 尸 O P 。尸

D 落= 。一 Zu卷D 飞+ 。一 ‘(u , ,
D 云+ 2 。,

D 头
。

)+ D 落
尸

D君
,
二 e 一

产, u
君
‘
D 臀+ ⋯ + e 一

夕: 衣‘D炙
, 一 ’

A君
‘, ‘

+ ⋯ + A君
, ,
夕,

尸
尸J

D合嵘二 D叙
_ ,
二 e 一

Plu 少D 含D 会
二

n:’.
_ ,

+.
二

+e 一
十’

岭
一 ’

哈
·

‘

峨⋯ D 红
_ :

+.
二 + 心

, “砚

嵘 ⋯监
_ :

(刀
: ,

, 0 , 1 ,

⋯ , 几二 0 , 1 ,
⋯ )

式中A含”表示关于 p 的 ‘阶微分算子
:

A al.
,
奋

P

刀
: (夕

:
一 1 )⋯(刀

: 一‘+ 1)

i l 哈
一 ,

几+.
二

上式右端的
“

二 项表示关于 p 的低于 i 阶的微分算子
,

岭
·‘!
“砂

,

兮
’

将微分算子 L
. , ,

分解成

与彻:
一‘

命沪噪
二里工哈一 uPP
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L
·, ·

!

一IM
。+

名(价 + 召夕 2 奋一 l 名(价 + 名)

乙
。合
M

。 + 兄
七一 I f 一 1

丫
,

‘曰巨日

今一 U

, , ‘ 、 f

‘乙 . 8 .
R

,

、 8 ,

。

〕 (2
.

6 )

。
。
! ·

: 卜
‘. + ‘、·; :

纂黑卜
+ e

: 。

带
、

: 三·
: 一

卜
(。 + , )

·: <· 十 ‘)·
梦丽杀黑稀

~ a
2 . 1

+ 2阴“·万声不
.

咭户J

+ 。: 一

!(
。+ ‘, ‘2“+ 2‘一 ‘, a : (。一

“
粼⋯

口2 ‘饥 + ‘) 一 l

日商
“‘, + ‘) 一 皿

+ 扰(2协一 l)C
: . “, ,

口
2

一
1

口万
忿, 一 ’}

+ u
: 一

{
a : ‘

一
u ; ‘

日2 ‘协 + ‘) 一 l

口万
“‘, + ‘, 一 ‘

+ C
Z

一
l
日艺饥 一 1

口万
“拼 一 1】

r

竺
,

+ “梦
一 ‘

L乙 气
a : ‘。 + ‘卜

: , , u落
‘

了一 1 币

口2 (. + 乙

名(仍 + ‘》一 1口勿

。 a . 饥 、,

十 ‘““ 一‘, ,
~

飞万‘刁而丁 )J

R.
, 。
二b

: 。 , ,

(户
, 甲) 。落“

+ ’

D罗
+ ’

R
· , ! 二 。梦一

l
(Z m + : )b

Z。二 。“ 口z 价 + 护

日万
2 “ 十 ’口P 〕

+ 。俨
一 :

「工鲤土且
.

吵土竺里里认
, + , 。: 。PP

L Z 一

aZ价今 r 一皿

币
2 . + r 一 ‘ ]

+ u
: 一【

b : 。 ,

一
。“ a , 仍 + r

一

口万念“
+ f 一 ’ ]

r

坚
+ “俨

一 ’

L乙 b
: 。 + , 一 : , , u二

一 , . 1

日2 价 + r

a : 《。 , : , 一 : , , ,
b

: . , , 一 : , , ,

C
,

一
, , ,
分别表示

a : 《. + : , 一 , ,
, : ,

1
,

, ”
,

b
: . , , _ : ,

, : , 二 ,
, . ,

C
:

一
,

, : ,

一
尹. 己

中 刀
, + 、二i

,

口
‘二 o (i今 j+ 1 ) 的系数 , M

, ,

(R
一 , 。

)
,

(
n ‘2 ,

3
,

⋯
, 2(m + l)一 i) 是 关于 万的

2 (tn + I) 一 n
阶

,

(2。十
r 一。

阶)
,

关于p 的 n阶微分算子
.

假设边界层项具有下面形式的展开式
:

犷 (万
, 户, 甲)~

e 召

乙
甲一 0

E 了竺、
百而

、 8 ,

, 一挤。‘。, 一t ,‘

(2
.

7 )

其中 R 为待定常数
.

把上式代入齐次方程
:

:
。 , ·厂二

一 !
M

。
+
百( . + 忿, 2 (价 + 忿,

sI-乙间
E

o

w
, +

介一 l
(晋)

’

‘“一〕
厂‘。

乙k-0
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比较
一

普和
。 的各次幂的系数

,

得到关于求
v 。, 。

(”
, 。,

, )和 v , 一
, , (”

,

。 , , , 的递推方程

“
。。 。 , 。

二 。:
l
。: (。
一

“
“

口2 (价 + J) v o , o

一

了
百万而落。

+ C : .
口2饥口。 , o

口声
2 价 !

一0
(2

.

8 )

M
。。, 一 ‘, ‘二 一乙 M

o v , 一‘,

一 * 一艺 乙 R
, , 。v , 一 ‘一 , ,

一 ,
(2

。

9 )

(j= 0 , l ,
⋯ P; P= 0 , 1 , 2 ,

⋯

下面再来考察方程 (2
.

5) 的解的性质
.

若在(2
.

5 )式中
,

取待定函数 u( p , 切)是

·‘p
, * , 一

{
‘

l
(一 ‘, ‘石

悬贵轰扮l
命dt

(2
.

1 0 )

则方程(2
.

5) 化为
、 ,

口乞(‘小 召)” 。 . 。

口2 . v 。
二

‘一 l )
’
一
露而才

三 一

十不雍希一’。 (2
.

1 1 )

根据强椭圆型条件 (1
.

4 )和 (l
.

6 )知

(一 z)
琳十 ‘a : 。. + ‘,

(p
, 甲) ) o ,

(一 1 )
仍C

2 .
(p

, 甲)> o

所以

(一 1)
‘ C2 。 (p

, 甲) 、 。

~
二一

.

-

一
一

7 二
~

二入几尸 U
u 忍(价 + 召) 、尸 , 脚少

方程 (2
.

1 1) 所对应的特征方程为

(一 z)
‘几“

‘, + ‘, + 几
, ‘二o (2

.

1 2 )

此特征方程具有 I个实部是负数的根
, ’“, ,

记为一石 (k 二 1
, 2 ,

⋯
,

1)
.

所以从方程 (2
.

1 1) 可以

求得具有边界层性质的解为

。。, 。== 艺
·

刀护
, , ,

(户
, 甲)e x p [一久声1 (2

.

1 3)

式中忍
o ’。,
伽冲) (k = 1 , 2 ,

⋯
,
l)是任意函数

,

条件确定
.

在递推方程 (2
.

的 中取 P二 1
,

j, 。
,

得

M
。v z , o = 一R

: , 。v o , o

考虑到

将由以后导 出的关于 凡
。, 。,

的一阶方程和 边值

(2
.

1 4)

口”v o 一o

口万
”

召

二艺 (一久
:
)
”

刀二
, , , , e x p「一久声〕

以及关系式 (2
.

10 )
,

(2
.

1 2)得
:

R
: ·。“。, 。

= b : 。 + ;
(p

, 甲)
u俨

+ ’

D罗
+ ’“。, .

一:

l
”

2 · , :

(,
,

咖
·
, :

。一 。
,

“
」卜

‘·,
: ,

一
p卜“‘
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所以若在 (2
.

1 3) 中取任意函数 凡
”’”‘

(掩~ 1 , 2 ,
⋯

,

O满足函数方程
:

b
: . 十 ,

(p
, 甲)

。,

凡
。’. ,

(p
, 甲) = o

则 (2
.

1 4) 化成形式 (2
.

1 1) 的齐次方程
:

口2 (‘ + 皿) v 二 。

日2 价口
: . 。

‘以 。“: , 。
一卜 1 )一万万云而不示

竺 + 万声菜~ ’
”

可以求得具有边界层性质的解为
:

。 : , 。= 乙 斑
, , o ,

(p
, 切)

e x p [一完声 ] (2
.

15 )

式中形
。,

0) (k = 1 , 2 ,

⋯
,

O是待定函数
.

继之
,

令 (2
.

的中 P= 1
,

j二 1得

M
ov 。, . = 一M

:u 。, 。

(2 一 6 )

因 (2
.

16 )的非齐次项具有边界层函数的性质
,

故其特解也具有边界函 数 的 性 质
,

于是

(2
.

16 )的一般解也具有边界层函数的性质
,

把它表成如下形式
:

。。, : = 乙 凡
, · ‘,

(P
, 甲)e x p [一几声」+

。欲
;

沪
, p , 甲)

其中
。故;

挤
, p , 中) 是非齐次方程的一个特解

,

而第一项是齐次方程的通解
,

形
。, ‘,

(p
,

叻是待

定函数
.

如此继续下去
,

可以逐次地求得
。, 一 ‘, ‘

(i= 0 , l ,

⋯
,

P, P二O
, 1 , 2 ,

⋯)
.

下面再来确定 tD , 一 ‘, ‘

和 v,
一‘, ‘

(i二。
, 1 ,

⋯
,
P , P= 0

,
卜 二

)应满足的边界条件
.

将边值条件 (1
.

2 )用局部坐标 (p
,

叻表示出
:

B , “

乙
1h l‘fn

,

“犷
)

(p
, , )D

。·

!
。。 一。,

‘, , ‘, 一。
, ‘,

一
m + ‘一‘,

式中 g , (叻 = g ,
(0

,

叻
,

再根据 (2
.

5) 式引进两变量 万和 p
,

将边界微分算子 B , 分解成

B , , 。一 , ‘

(H 吞
, , + 。

H f,) + ⋯ + e 仍
’

“念) (j~ o , ‘, ,
⋯

, 协 + l一 1) (2
.

1 7 )

式中

川
力 三 b漂砂衅

,

汀;” = b留 (m , 。

誉
, 一‘D誉

, 一‘D
, +

m ,
(m

, 一z)
2 !

。

誓
, 一

, 。, , D 警
‘一‘)

+ 乙 btn , 一 1
.
* :

, .

⋯ *
. u

1h l‘ 1
言
‘一‘D誉

‘一‘D努⋯哈
_ :

H沪 伽= :
,

3 ,
⋯

, tn ,) 是关于 万的 m , 一 。
阶和关于 p 的 。阶微分算子

.

因为方程是线性的
,

所以边值问题 (1
.

1) ~ (1
.

2 )的解
。. , ;

具有下面形式的渐近展开式
;
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O ( l 护 _ _ ,
C< , 尹

一苏系(誊)
’一 ’ ·‘二 ,

一+ ·’

只忍(普)
’一 ’ ·‘

一 (2
.

1 8 )

我们只取其具有余项的有限和
:

刃 护

如
, ’

一
弓郭

夕 、, “
.

_

三
丁)

口’+ 尹习
护. 0

,

尸 (竺丫
’

二; 、 召 ,

。‘口一_ 一 ‘+ Z 那 (2
.

1 9 )

将上式代入边值条件 (1
.

2 )
,

考虑到 (2
.

1 7) 得
:

刀 ,

警)
’一 ‘一。, 。,

一 {
。。

+ ‘R 一 拼 (鑫
·‘
H ‘” 、, 么 二 , ; 、, 一

,

l

)叹台台气盲)
“

’

t, , 一 ‘, ‘

1
0 0

+ B ,z
!

{
。。一。,

‘, )
(j二 0

, 1 ,

⋯
, m + l一 1 )

作为一个例子
,

考察 m 。
= 1

,

m , = j十 l (j

它情形可以类似地建立边值条件的递推公式 )
.

= 1 , 2 ,

⋯
, m 十 l一 l) 和 。二 l 的情形

,

(2
。

2 0 )

(关于其

这时 (2
。

2 0 )具有形式
:

万 ,

(专)“
。,

一){
。。 + ·‘一

““‘
”

万 户

B ·

(三只
+ ·“‘一 ,

三只(专)
, 一 ‘

矛。, 一‘, ‘
l
‘“

+ B
o
Z 二

!
。。二乳(甲)

. . . . . .

⋯⋯

“(象鑫(誉)
‘

一
){

。。 +

一(蓉
片

elH
‘“

’

)只溉
。‘。, _ . , .

!
。。

、、.产
环一
.

口了.、

+ B . Z ,
I
。。二 g 。(中)

. . . . . .

⋯⋯

那 p

B ·
, 卜 、

(乙 乙
护一 ‘一

(专)
’一

“ ‘一
, ·

)1
。。

(茗
万

+ 己B 一 ‘仍+ , ) e’H ‘二
‘一 , ,

)乙 乙
, 一 O ‘, 0

(卫、
, 一 ‘ , 。, _ ‘, ‘

J口

+ 凡
+ : _ :Z , l

。。二 g 。 +
一 : (甲)

取 “· , + 1
,

比较上式两端誓和
。
各次幂的系数

,

p “ o
, 1 ,

⋯
,

万 + m + l一 i )的边值条件
:

B , 功。
, 0二 g ,

(甲) (j, 0 , 1 ,

⋯

则得到关于。
, 一 ‘, . , 。 , 一

, ‘

(i二 O
, 1

,

⋯
,

P ,

, m 一 1) (2
。

2 1 )

盖,
, 。。, 。= 夕。 (甲)一 B . 。。, 。

于 (2
.

2 2 )
(琳 + 口)

.
”o一‘ 0 (a == 1 , 2 ⋯

,
l一1)

H万
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B
。w ,

一
‘, ,

= 一 H 石
. , v , 一 ‘, ‘-

一厅是
o , v , 一

, .

一
, , ,

仍
2 3 )

:
20曰

廿
夕、了.飞

B一
、。一 ‘, . = 一 乙 万尹

, v , 一 ‘, 一卜
。

i二 O
,

1
, “

·
,

. - .
(P‘ 1

, 2 ,
‘ · ‘

【
一 B 。

汀舀”
”,

一
‘. }

t 0

。, _ ‘,

一 乙 H 否份
, “, 一 ‘, ‘一 (

亡= 0
, 1 ,

⋯
,
P

P~ 1 , 2 ,

⋯
,

N )

(p 二N + z ,

⋯
,

N + m + l一 1 , j= 0
, 1 ,

⋯
,

P)

(i二 0 , 1 ,
⋯ ,

P

. + 孟

; P= 1 , 2 ,

⋯
,
l一 2 )

2 4 )
一凡

, : 一 。 0 , 。
一 E 厅二,

+ ‘一””, 一‘, ‘一 *
+ 如

+ 卜 :
(甲)

B 一 !

H 益,
+ ‘一” 口, 一 ‘, ‘= (P = l一 z

,

j二l一 z )

B . + 一_ ,功一
,
一 : , ,

(
i二 0

, 1⋯
,
P

P二l
,

l+ 1 ,

⋯

(i二 o
,
i

,

⋯
,
夕. 户二 N + i ,

⋯
,

N + m + I一 1)

、..产

N

N + 价 + ‘~ l

Z 万 二一 忍价

乙
p一刀 + 盆一 仍鑫

‘H ‘一 + ·
“

! ,
(誊)

’一

“一
“ , ·‘一“

, 中,

. . . . . .

⋯ ⋯
- 一 l

二
.

_ _ 、

、

N+ 竺卜
,

万一
:艺 , = 一‘

L乙
8 ’月才” ) 乙

‘. 0
一

, . 刀

凡Z 二二 O

(2
.

2 5 )

‘一 O

奚(普)
, 一‘e ‘口 , _ ‘, ‘二 , 。 一 :

(
。, ; , 甲)

.

⋯⋯
0 .

⋯

B 。
,
卜 12 万= 0

在上式中
,

略去了取边界值的记号
.

从上面的讨论中可以看出
,

展开式 (2
.

1 9) 中的 w 。, 。

应是退化边值问题

L0 切0,
。

= f( 幼 戈(口

B , 。 。, 。

}
。。一。, ‘二)

}
。。

(j~ o , i ,
⋯

, 。一 1 )

的解
,

求得 。0 , 。

后
,

从 (2
.

2幻 式可以得到关于 刀护
, o ’

(p
, 甲) (k = 1 , 2 ,

实上
,

将(2
.

13 )代入 (2
.

2 2 )式得

,

I) 的初值条件
.

事

乙 (一之。)“
+ ’

斑
, ”,

(o
, 甲)二

告一 l

夕. (中)一 B 。。
。, 。

(o
, 甲)

b黔
: (o

, 甲)
u罗

+ ’
(o

, 甲)

乙 (一 几。)价
+ 2

刀篇
o ’“‘

(o
, 甲) = o

七一 0

. . . . . .

⋯⋯
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{艺 (一又, )“
十 ‘
群

。’。, (0
, 甲) = o

因其系数行列式不为零
,

所以可以唯一地解得刀护
’。,

(0
,

哟 (儿二 1 , 2 ,
⋯

,

1)
.

求得 、
, 。

后
,

再代入(2
.

2 3 ) 式
,

(令 ‘二 o , P二 1) 可得关于 。 : , 。

的边值条件
,

再根据

递推方程 (2
.

3 )
,

(令 ‘, o
,

P二 1 ) 可以解得 。 , , 。 ,

将求得的 w 。, 。 , 。 。, 。

和。
; , 。

再代入 (2
.

2 4 )

式
,

(令 i= 0
,

P = l) 同前面一样间以唯一地解得初值条件风
, ’0)

,

代 入 (2
.

1 5 ) 式又求 得

v , , 。.

这样继续下去
,

可以逐步地求得 。卜
‘, , (‘二 o

, i ⋯
,
P ; p == o

, i ,

⋯
,

N )和
。

一
, ‘ (i = 0

, l
,

⋯
,
p , p 二。

, 1 ,

二
,

方 + 南+l 一1)
,

其中当 p > N 时
,

认为 。 , _ . , ‘
二 0

.

上面求得的 外
一 ‘, .

(i = O
, 1 ,

⋯
,
P ; P = 。

, 1 ,

⋯
,

N + m + l一l) 只在边界的 刀邻域有定义
,

为 了得出在整个区域 。 有定义的边界层型函
L

数
,

可再引进光滑函 数试幻 (C ‘
(。)

,

使在边

界的 。邻域之外取零值
,

当。、p、如
时取值 1 和 。、 , 、。

,

作函数

彩卜 . , . == 沪(x )
。卜‘, ‘

(i = 0
, i ,

⋯
,
P , P二久 i ,

⋯
,

N + 。 + l一 i)

则 衫卜 ‘, . 就是我们所要求的在整个区域 口 上有定义边界层函数
,

盯卜‘,‘= 内
一 ‘, ‘.

因此
,

问题 A
。 , ,

的 双
、

阶形式渐近解具有如下的形式
:

并且在边 界冬
。邻域内

O

。:一
会惑(誉)

’一 ‘

一
+ ·““

万 + 价 + J 一 x

丢(、)
’一‘·‘”, 一‘’‘

乙,-u

三
、

余 项 估 计

下面将导出边值问题 A
。 , ,

的精确解
“ : , ,

(劝 与所求的 N 阶形式渐近解 U咒
,

的余项估计
·

以 口
,

表示边界 口日 的 仃邻域
,

当 劣(公钟
, 时

,

彩, 一 ‘, ‘
= 。

,

所以

L
。 , ·

U “一
L

, , ·

(
l 环、, 一 ’ ; _

吸— 刀 ￡
一

功一‘, ‘
、 8 ,

-

;

乙,-0
"
乙,-0

N

= f(“) +
e Z ‘

乙
, 一刀 + 1 一 2忍疾(苍)

’一 ‘“
“

’一”’

全理一、 N

+ 乙 川 乙 疾(
一

髻
, 一 ’。‘L

一

w , 一 ‘, ‘

, 一 1 , 一 刀 + 1一 Z r

一f‘“, +

(誉
+ ·

)
’ ‘ ’

l一(誉
+ ·

)
, ” 十

争(:+
·

)
‘”

孙
·,

(3
.

1 )

其中巾
:
(幻 二O (l) , 又 当 二(口,

\口刃
。
时

,

则
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万 + 价 + 云一 l

L一(
·“‘ ’

三 会(普)
’一

“”,

一 )

乙祠一e 一 “。

(M
。
+

万 + 价 + 落·

‘
。 +

剪
’

或
’

(警)
’

二、
, ·

)

万 + . + 皿一 l
·

(
。·‘ ,

军
护一 口 惑(警)

’一 ‘ ·‘”,

一)一
“巾

:

‘”
(3

.

2 )

其中 巾
:

(幻二 O (1 )
,

M 为任意正整数
.

又当 劣(日叮
:

时
, 。 , 一‘, ‘二外

一

川
,

所 以 由 递 推 方 程

(2
.

5 )
、

(2
.

。)得
.

刃 + 饥 + 己

。一 ’。

(M
。+

忿卜一 万 + 协 + ‘

E
e

w
。+ 乙

七 . 1 f 一 l
(誉)

’ 。
块

, , 。

)艺州

H + . + 刃一 !
·

(
。
二

‘

乙
, 一 O 惑(誉)

’一‘

一)

H + . + 弓一 l

. 忍一 价 + 1 [
“

兹
“
召.

艺
, 一那 + 价 + 忍一 七惑(誉)

’一 ‘·‘
M

’”’一 ‘’‘

吕忍一 万 + 饥 + 居

, . 1 七一 0

(卫丫
。,

、 君 I

刃 + 价 + 己一 1

+ 乙 艺 乙
, 一 刃 + 仍 + 弓一 , 一 k

(息(誉)
’一 ’￡‘R

一
)〕

一 。

一(专十
·

)
’ ‘““

!
N + 拼 + 孟 ‘

乙 叹誉
+ 。

)
一 ’

诊 . 1 一

2 1 一 a 那 + 价 + 正

+ 乙 乙 (3
.

3 )
r 一 乡 抢一O

(
一

髻
一

)
r

二
(誉

+ ·

)
一 ‘’ ‘”

}
, 。‘二,

其中小
:

(x ) = O (z )
。

综合 (3
.

1) 一 (3
.

3) 得到在整个区域 口 成立
:

L
. , ,

U 二
,
= f (二) + G (。

, 拼)叭 (二)

其中 巾
‘

(% )= O (1 )

(3
.

4 )

‘(

一{
‘“+ ‘,

当奋, 刀 (。, o 时)
,

o、 , < OO

(誉)
“

卜
+

一(誉)一l
,

当奋一
。

,

(。·。时 )

因此
,

若用 z 二
表 示

。 . , ,

与 U 认
,

的余项
:

Z 二 == 。. , ,
一 U 认

,

则由(3
.

4) 和边值条件(2
.

27 )得到关于 Z , 的边值问题
.

(3
.

5 )
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L
. , p

Z 二 = G (。
,
环 )中

:

(二)

: 、
,

}
。。 一 , , ‘一 “

,

, ,

尤(g

(夕, 0
,

1
,

⋯
,

m + l一 i )

其中当 j> m 时
,

, , (e声
,

甲)二0
.

以玄
,
表示在 。。 上满足边值条件 (3

.

7 )的e
‘

”
‘,

(口)中的函数且成立
:

才, 二‘(
。 ,

拜)币(劣) (3
.

5 )

其中巾(二) = O (1 )
,

作函数

才
, 二Z 二一艺

, (5
.

9 )

则 Z ,
确定于下面的齐次边值问题

:

L二, Z 二二G (
, ,
召)P (x ) 戈(口 (3

.

1 0 )

B , Z 二
}
。。。0 (z ~ 0

,

1
,

⋯
,

m + l一 1) (3 一 z )

其中尸(幻 二O (1)
.

假定当O< 。
《

8 。,
O< 拜( 拼。时

,

算子L
。 , ,

有一致有界的逆算子 乙价
,

即 对于满足边值条

件(3
.

1 1)的任意函数 。(C
名‘, + ‘’

(g )成立

}IL一
, ‘11乙

,

》K
o

l}‘l}‘ (3
·

1 2 )

其中 K
。

是正的常数
,

则

112
二
11乙

,

( K
I
G (e

, 解) (3
·

1 3 )

并由 (3
.

8) 得到

.1才
二
}l:

,

《K
:
G (。

,

; ) (3
·

1 4)

故得

一z 二rl:
,

《一, Z一才
,
l{:

, + }}之
二
l一:

,

( K
:
G (。

,

; ) (3
·

15 )

以上 K : ,

K : ,

K 。
均为正的常数

.

四
、

结 论

综合前面各个部分的结果
,

即有下面的定理
:

定理 1 假设下面条件成立
:

l) 算子L0 和乌
‘

分别为 2。和 2 (。 + I) 阶的强椭
「

圆型算子和算子 乙
, 、

(r 二1
,

2
,

⋯
,

21 一 l) 为

阶数( Zm + r的线性偏微分算子 ,

2) 问题A
, , ,

和A
。

的参数
,

即算子 L
,

(r = O
, 1

,

⋯
,

21 ) 的系数和右边的函数 f (x) 以及区

域的边界 口口 都充分光滑 ,

s) 问题 A。 的解存在且唯一 ,

4) 算子 ‘
, ,
有一致有界的逆算 子 L协

,

6) ‘, , 为 互相依赖的小参数
,

并且誉”
” (

‘” 0)
,

则问题 A一 的解 、 , ·

有如 下的渐近

式
.

万 ,
_ ‘ _ _ ,

、
, , 一买奚(誉)

’一
’

“‘ ,

一 + ‘“’ ‘

, . .

⋯

N + 价 + 召一 1

息(誉)
’一 ‘·‘

一
‘+ ‘’

(4
.

1)乙,-0
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其中。
。, 。

(x) 是退化边值问题 A
。

的解
, 。 , 一 : , :

(i二 O
,

1
,

⋯
,

P
;
p = 1

,

2
,

⋯
,

N )由递推方程 (2
.

5)

和边界条件(2
.

2 5)确定, 公, 一 ‘, ,
= 沪(二)

。卜 . , ‘,

(i二 o
,

l
,

⋯
,

p , p 二 0
, i ,

⋯
,

N + m + l一 z )
,

式

中价(习为平滑函数
,

巧
一。 , ,

(‘= 。
,

1
,

⋯
,

夕, p == 。
,

1 ,

⋯
,

N + 。 + l一l) 为边界层函数
,

由递推

方程 (2
·

8 )
、

(2
·

9)和初值条件 (2
·

2 4 )
、

(2
·

2 6 )确定
, “, 是余项

,

若争‘“(
e” o)

,

0簇”< OO
,

则有如下的余项估计式
:

1
2 二

}
。:
一。‘

·
”” (4

.

2 )

对于奋”。
(。”0) 的情形

,

我们将讨论一特殊情况
,

即 , 二‘’“ ‘”< a < ‘)这时有

尸脚
“
), 当

G (‘
,

“)一
‘““

(
‘+ ‘一 ’‘’一 ‘, ’“”) 一}

LO (。
。那 + ‘

)
,

协一 1

m + l
< a < 一粤

r

叨宁
舀

当
~

渝
丫守< ‘

因此
,

有如下结果
:

定理 , 在定理 ‘的假设条件‘,一 5 , 之下
,

若 ; 一。!

二(巡共
一

< a < 1
、

,

则 问 题 A
. , ,

的
,“

日

宁
.

‘ ,

解
“, , ,

仍有形式渐近解(4
.

1 )
,

而其余项Z N
成立如下的估计式

:

0 (
。o 份

)
,

0 (
。“ 刀 + 1

)
,

当器瑞
‘

< a< 箭
时

当

斋。 < ‘时

.r.少、..L

一一
石

万Z

最后指出一点
,

当摄动算子的最高阶项 L : ,
所含参数

。
与低阶项L

,

(r = 1
,

2 ,

⋯
,

21 一 1) 所

含参数 。满足譬一
” (。, 。)的情况

,

摄动问题为自然正贝。退化
,

即为在文 [ ‘ J中所讨论的
。= 。

的情形
,

一般地
,

不具有自然正则退化性
。
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