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摘 要

在康托洛维奇对矩形板弯曲问题的有效近似解的基础上
,

木文进一步探讨了在不同边界 条 件

下的梯形板弯曲问题的康氏解法
.

将板的位移用一级近似位移函数 。(二
,

川 = 以x
,

刃城的 表示
,

式

中
,

在 , 方向的位移采用广义梁函数
,

用最小势能原理建立起对应于不同边界条件下的关于 夕方向

位移函数
。
(刃的变系数常微分方程

,

求解微分方程
,

并利用边界条件
,

求出 城的 的精确解
,

从而

可得到近似程度较高的梯形板弯曲问题的解
.

一
、

前
七七

.

「匀

康托洛维奇近似变分法
,

用来处理多变量函数的泛函变分问题
,

是一种行之 有 效 的 方

法
,

文献〔1j 对此法作了较详尽的阐述
.

由于康法的近似函数的一部份
,

是通过欧拉方 程 求

得的严格解
,

因此
,

比立兹法 (完全不满足欧拉方程 ) 的解要精确得多
.

文献 红2 」也介绍了

康法
,

并对平面应力问题及矩形板弯 曲问题推导了有限条解法
,

由于在条的长度方向采用了

常微分方程解
,

因而比 Y K
.

C heu ng 采用 的振动梁函数解法要精确得多
.

康氏解法在力学

近似解法中占有重要的地位
.

康托洛维奇近似变分法用于解板的弯曲问题
,

目前所见仅限于矩形板
。

由于 实际 的 需

要
,

本文进一步介绍康法在梯形板问题中的应用
,

这种型式的板比矩形板的求解
,

边界条件

要复杂得多
,

寻求行之有效的解
,

在理论上和实际应用上都是很有意义的
。

二
、

梯 形 板 分 析

梯形板的形状
、

尺寸如图1所示
,

受垂直于板面的均布荷载q
,

斜边上任意一点的 二坐标

为 甸 + a ,

存“ tg 甲
。

1
.

位移函数

用康氏法求板的位移
,

采用 的一级近似位移函数为
:

切(
二 , , )= 。

(劣
, , )。 (, ) (2

.

1 )

. 钱伟长推荐
.

3 , 3
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式中 x
方向的位移函数 u( x ,

的 采用广 义梁函数
,

今按不

同支承情况分别给出如下
:

1) 两边固支
。
(二

, 夕) == 二‘一2男s

(匆 + a ) + x Z (甸 + a )
2

(2
.

Z a
)

2) 两边简支
u
(x , g ) = ‘4

一 2二吕(甸 + a ) + x (甸 + a
)

3

(2
.

2 b )

3) 左边简支
,

右边固支
u
(二

, g ) = 2护一 3二 8

(k夕+ a ) + x (甸 + a )
”

(2
.

2 e )

4) 左边固支
,

右边简支
。
(x

, g )= 2‘4
一 5二 .

(甸 + a
) + sx Z

(甸 + a
)
’

(2
.

Zd )

5 ) 左边固支
,

右边自由
u
(二

, g ) = 二
一 4 二s

(勺 + a
) + 6x 名

(勺+ a
)
“

粉方向的位移函数
“
(g) 是未知的

,

有待确定
。

(2
.

2 e)

2
.

梯形板的泛函

如果板不包含自由边
,

二一

令I:I)
’‘ “

(

其泛函为

令
十

令)
’

dx 、一

!:厂
“ , dx “ (2

.

3 )

如果板有自由边
,

其泛函为

。 D rb 「舌, + a

r了口2叨
.

aZ功 、2 _ , _ 、

r aZ叨 口2功 了 口
2切 、21 1

,

“ 一万
一

J
。

J
。

认百尹
-

十而
f ) 一 “‘’一“, L万刃

~

可
一气万雨面)」主

a““

一

I:J:
’“ “, d xd “

(2
.

4 )

将式 (2
.

1 ) 代入式 (2
.

3 )
,

(2
.

4 )
,

分别得到

H 一

孚{:J:
”

‘

以⋯ + · , , )
:
一 + 4· :一 + 。: 。一 + 4 。。

二二
十 “, ,

)
。, 。。,

+ 2 (⋯ + 一)
·

⋯ + 4·,

一
〕d 二d 。一

{:厂
‘ “

、二d 二d , ‘2
·

5)

“一

令{:{:
’‘ 。 〔(⋯ + 一)

:
一 + 4 · :一 +

一
+ 4 (·

二二
+ 。, ,

)
。,

一

+ “‘⋯ + 一 ,⋯
护
+ ‘

一
’

二 〕d X d 。一D “一 ; ,
I:厂

’ “

。(
·

⋯
, ,

一 , ,
,
·’+ 2‘

··· ·, -

一
,二

‘

一 , ·
‘ ’

+ ·

⋯⋯ , d 二d 。一

J:厂
‘ “ 。二d 二、

(2
.

6 )

将式 (2
.

2 a
)

,

(2
.

2 b)
,

⋯
,

(2
.

2 e
) 代入式 (2

.

5) 或 (2
.

6 )
,

可得到泛函的具体表达式为
:

“一

夸I:
〔A (、 + ·

)
。一+ B (、 + ·

)
?

一
’
+ e (、 + ·

)
。

二
’
+ : (、十

·
)
。

一

+ F‘勺 + ·

,
?

⋯ + G (如+ ·

,一
“· ,、一H

可:
(、 + ·; 二、 (2

.

7 )



梯形板弯曲问题的康托洛维奇解 通61

扭扭扭 润润 轰轰 , }
.

~~~ l- 勺勺 口一〕〕

戴
·· 。 1。。

. 门门 刁艺艺 ;
}
卜卜 “

}
卜卜

皿皿皿 魂魂 , !!!
月. . . 肠 . ‘. 口口

卜1日日 aO 10000000 魂魂

甲甲甲甲月月月
、. 产产 侧 . 叫l ‘‘二二 二 },, III IIIIIII

心闷闷闷闷闷

但但但 , 1...
, . 闷l 侣叮叮叮 产、、

沪门、、、、 吐.........

减减减 lll . !!!!!
, .门门 月. 闷闷闷闷

,,,,,

坦坦坦
翻翻翻翻 +++ +++++++++++++++

侧侧侧
夕闷、、、、 闪闪 赴赴赴赴赴赴赴赴

州州州 罕 巾巾巾巾
.

理理
,

. 碑碑碑碑碑碑碑碑

性性性
_ , . 门】口 ,,,, 、JJJ 口I男男男男男男男男目目目弓 ,,,,

口l巴巴 l
一lllllllllllllll

口口口 +++++++ L~ JJJ
已OOOOOOOOOOOOOOO

,,, 1。 公公公公 魂魂魂魂魂魂魂魂魂

LLLLL
.

J +++++++
弓OOOOOOOOOOOOOOOOO

门门门

娜娜娜娜 O 盆盆盆盆盆盆盆盆盆

叫叫叫闷闷闷闷闷闷闷闷闷闷闷闷
护护护叫叫叫叫叫叫叫叫叫叫叫叫

侧侧侧 魂魂 舞舞 ~ }000

早早
l 一 ... 老老 ·

】
::: 袅袅

.
之之 。}。。 。1二二担担担 未未 到男男

, . 口门口 4 口曰兔兔

... ao 1... , 1。。。 : }
。。 , !二二 叫l”” 州}...

理理理 !!!!! 一j书书 +++ lll 训l目目目 III N }
一‘‘‘

lll

侧侧侧 子 采采采采 兼兼
尸、、 IIIIIII .......

减减减 巴 大大大大 L
. ~
」」

, 华华华华华华华华

呵呵呵 台 菜菜菜菜菜 +++++++++++++++

月月月月月月月
筑筑筑筑筑筑筑筑

但但但但但但但
.

理理理理理理理理
、、、、、、、创创创创创创创创

二二二二二二二}器器器器器器器器
LLLLLLLLLLLLL es JJJJJJJJJJJJJJJ
侣侣侣侣侣侣侣叨叨叨叨叨叨叨叨

}}}}}} 一 (((l lll[ lll一 {{{}}} !!!l {{{{{{
,

趁趁 {{{ 巴
{
:::

例例例
产 . 、、

菠菠 ~ {000 「一〕〕 r .
,,

,

理理 。

}
:::

蔚
。。 : {

。。 、 }。。 梦梦
阿阿阿

‘弓弓

咋咋 二}毖毖 +++ , ,卜卜 咋咋咋 ::: lll 叫{.....
别别别 ... 弓夕 己“翻翻翻 产. 、、

十十 O j l月口口口口口口口

仲仲仲 二二 . 1”””
弓咭咭 弓咭咭 州 !刃刃刃刃刃刃刃

减减减
、. 砂砂砂砂

于于 lllllllllllllll
祖祖祖

户口口口口 砚门门

二二二二二二二二
月月月 +++++++ 魂魂

艳艳艳艳艳艳艳艳侧侧侧
. 口口口口 、. JJJ

t IIIIIIIIIIIIIII产产产气气气气 N {...
心qqqqqqqqqqqqqqq

召召召咭咭咭咭
‘JJJJJJJJJJJJJJJJJ

!!!!!!!!!!! 魂魂魂魂魂魂魂魂魂

袅袅袅 l- ,,,, 蕊蕊蕊蕊蕊蕊蕊蕊蕊

舌舌舌 半半半半半半半半半半半半
弓弓弓OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

}}}}}} ‘ 111111 }}}一一 (((l }}}{ lll{ {{{((( 一一{{{

权权权 III 决决 ;

{呈呈
「一111 厂一111 魂魂 , }。。 JJJ 魂魂 卜1。。 卜 }。。

桐桐桐 +++ , }。。。 。 !。。 。 1胃胃 , !。。。 ‘ }‘‘ : 1
。。 洲}... 一 {四四

刑刑刑 J 二二
铭刁 . 二;;;;;

+++ +++ . 1..... III lllll III

友友友 巴 , }。。 州{~~~~~
J洲、、 口州 、、、、、、、、

超超超 , 1。 +++++++ 卜JJJ 户 JJJJJJJJJJJJJJJ

‘‘‘一一一一 ... !!!!!!!!!!!!!!!

轰轰轰轰轰轰轰 袅袅袅袅袅袅袅袅
、、、、、、如碑碑 、‘ 沪沪沪沪沪沪沪沪

........... {。。 , {。。。。。。。。
LLLLLLLLLLL lll L 」」」」」」」」

魂魂魂魂魂魂魂魂魂魂魂魂魂魂

!!!!!!!! }}} { }}}} 凡 一一} 一 111111 }}}!!!
沼竺竺 l。。 ,。。

侧侧侧 卜

{
“

口口 菠菠 l。。 l一刁刁 广一111

者男男
, {留留 轰轰 , {巴巴 润1吕吕 囚】三三

阿阿阿 久 +++

到誉誉
, 闷 辱甲多多 ”

}
,, , l日日日日 。l。。 IIIII lll

划划划
心O 勺勺勺 夕‘口口 !!! IIIIIII lllllllll

衡衡衡 才 军军军军
声 . 、、 沪. 、、、、、、、、

艘艘艘
.
议 性

‘‘‘‘ 吧OOO 吧口口口口口口口口
、、、 . J 闷七七七七

+++ +++++++++++++++

州州州}甲 艾艾艾艾 二二 几几几几几几几几
‘‘‘. ~ 口口口口 、. 洲洲 、...............

。。。。。。{份份 }嵘嵘嵘嵘嵘嵘嵘嵘
LLLLLLLLLLL

.
JJJ 州吕吕吕吕吕吕吕吕

!!!!!!!!!!!!! _ ...............

}}}}}}
,, { {{{ }}}} 落 }}}}

,, 一一! 一一! }}}111 一一}}}

一一一
早早 早早 早早

喻 一一

早早
... OOO

早早 久久 早早 十十

截截可 { 夺夺
补补 熟熟 扒扒 早早

补补 声. 、、
十十 入入 匕匕 书书 熟熟

叫叫叫叫 电电 OOO 入入 气气 口口 入入 、、 +++ 闷闷 飞飞
IIIIIIII l}}} 皿皿 魂魂 Illl +++ 以以 nnn 讯讯 !lll I!!!
执执执执 伙伙 妞妞

盯盯
衬衬 入入 翔翔 老老 魂魂 锐锐锐

舜舜舜舜 勺勺勺 I!!! 飞飞
.

理理 l!!! lll 、、 勺勺勺

早早早早早早 老老 乡乡
、曰口口 姚姚

多多 肠肠肠肠

乡乡乡乡乡乡乡 +++ 心心 勺勺 咨咨 老老老老
+++++++++++++

盛盛
l!!! 书书书

誉誉誉誉
含含含含含含含含 衬衬 才才才 考考考考

勺勺勺勺勺勺勺勺勺勺勺 位位位位
翻翻翻翻翻翻翻翻翻翻翻

身身身身
身身身身身身身身身身身 奢奢奢奢

,,,,,,,, 宇宇宇宇 裕裕裕裕
柔柔柔柔柔柔柔柔柔柔柔柔柔柔

崎崎 {
礴礴
认认

士 。。 全 000 女 ... 势 ... 介 000 七 ... 女 ... 今 ... 全 ... 登 000

一一一一
、、 ,

一
、、 与. . . 、、 . 曰口、、 ‘. , 、、 ‘. 尸、、 ,

一
色色 与口. 、、 .

一
加加 .

如口、、

.琳



402 谢 秀 松 主 磊

或

。 D 户
, , ,

二
、 . , 。 ,

二
、 。 ,

二 。
, , . 、 。 ., ,

.

。
, ,

1 1 = 一下一
~

I L丑铸夕十 a )
“v “

十刀L即十
a )

叮”
‘

十七 吸Rg 十 a 少
一v ’,

十 乙 气叼十
a 少

’口口
’

艺 J O

+ F (、 + ·)
? 。。· + G (、 + ·

)
吕t, , 。·〕、一H 。

{:
(“。+ ·)一d 。

一D (1 一。,

!:
〔““。+ ·

,
‘
一 + J“ + ·,

一
L“ + 心

7

二
’

+ M (知 + a
)

, ”“I,

] d ,

式中系数月
,
B

,
C

,
E

,

F
,

G
,

H
,

I
,

J
,

L
,

M 见表1
.

(2
.

7 a
)

3
‘

最小势能原理的应用

(I ) 建立关于 。
(妇 的变系数常微分方程

设泛函11 中积分号内的函数为f勿
, 。 ,

v,
,

尹)
,

此函数对于
。‘. ,

(
, = 0 , 1 , 2 ) 是

, + 2 阶可微

的
,

泛函式 (2
.

7) 的欧拉
一
泊松方程是

一

旦左 _

口口

d 口f
d 夕 口口,

d
, af

d 夕
2 日v l, (2

.

8 )

将式 (2
.

7) 代入 (2
.

8)
,

于是欧拉
一泊松方程为

.

‘甸 + a ,
‘” (‘ ) + ‘s“(甸 + a )

’。 ‘, )
+

(
F 一B + 4汽G

C

+ 7 2 k
:

)(
“。+ a ) : 。·

十 7自
F 一 B + 4壳G

C
(为夕+ a )v , +

A 一 3左E + 2 1九
Z
F

_ .

1
_ , _ 、

「L + M
, ,

U l一 2 气i 一 拼) l一一牙犷一 吸叼」 L , 旧 沪

+ ·。
2

二 + 7 k

斗丝
〔、 + ·)一 + I一 3Jk + 2 1k

名

M

C

_ .

1 H q

勺 ~ 刃万

只要将上表中有关的系数代入式 (2
.

9)
,

可以看出
,

当梯形板中不包含自由边时
,

边第二个方括号中诸项的系数均为零
,

欧拉一泊松方程为

(2
.

9 )

式 中左

(ky + “,
‘““ ,

+ , 8“‘ky + a
,
‘” (“)

+

(
+ 7 *

一

全警
4
丝 (、 + ·)一 +

F 一B + 4 kG

C

+ 7 2 k
2

)(甸
+ a

)
’”‘

A 一 3kF + 2 1 k
z
F

C
H g

CD
(2

.

1 0)

今写出以下三种边 界情况的常微分方程
:

1 ) 两对边固支

(kg + a
)
‘。‘4 ,

+ zsk(甸 + a
)

3。侈, + (72吞
:
一 2 4) (甸 + a

)
, 。,

一 1 6 8几(甸 + a
)
。 ‘

+ 1 6 8 (左
艺
+ 3 )二 2 1

2 ) 两对边简支

卫
D

(2
.

1 1 )

(甸 + a
)
右。“, + z sk (甸 + a

)
3。‘3 , + (7 3

.

26 2 3寿
z
一 2 9

.

7 4 2 9) (甸 + a
)
忿。,

, ~ 、 , 。 L 3 . ‘ ~ . , 。 一 L 、 1 L
. _ 、 _ , , ‘

。 。 , , 。 _ . ‘
。 。

‘ ,

q

一 、万
·

l 乙吕“ 一 上J 石
·

上吕。 。“) 、“夕十 “ 少“ 一 t 怪o · 。乙乙 o 。 ~ 4 · U O 组。
~

刀尸 (2
.

1 2 )

3 ) 左边固支
,

右边自由 (取 拜二 0
.

3)

(勺+ a )
‘v (‘,

+ zs k(勺 + a
)
““‘吕,

+ (9 3
.

7 5 s 2 k
,
一 5

.

7 5 5 7) (甸 + a
)

2。 ,
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+ (1 5 2
.

3 0 7 7寿
2
一 4 0

.

5 )点(甸 + a
)
。 ,

+ (5 1
.

9 2 3 1 k‘+ 7
.

2 6 9 2吞2 + 1 2
.

4 6 1 5)
。

_ 。 户 , , 。 q

一 U . 0 1 沙乙一
.

于「 -
J少

(2
.

1 3)

一(鲁架)
”

一(宕瑞)(
一

豁器)
” 一 ’

·‘

一‘一
‘, (磷

石)
’

(豁器)
”

一

“‘” 一” (一
‘’‘一

2 , (飞石条万 )
’

(
,

韶矛)
”一’

”“’一 ”
‘一

‘’‘一
, , (一

3 , (飞击)
‘

(器韶
~

)
” 一‘

代入式 (2
.

n ) ~ (2
.

1 3) 相应的齐次式中
,

可得到上述三种边界情况的微分方程的特

征方程
,

并可求得特征根 (见表 2 )
.

由于特征根的性质与 掩值无关
,

此处取 掩二 1 (即 甲“

4 5
.

)
.

两 对 边 固 支 砂 + 12 ”3 + 6 . 2一 16 2 ”+ 6 7 2 = 0

。

轰二一 8
.

26 8 1士1
.

4 5 3 81

心~ 2
.

2 6al士2
.

0, 6 6 :

a t ~ 一8
.

26 8 1

刀: 二 1
.

4 5 3 8

a : 二2
.

2 6 8 1

口
: 二2

.

0 9 5 6

两 对 边 简 支 {
。4 + 12护 + 10

.

4 19 4 ”2一 16 3
.

4 839”一 14 6
.

3 2 2 6二 0

月i = 3
,

27 6 5

七~ 一 0
.

9 5 4 0

”. 二 一9
.

2 7 6 6

匆侣一 5
.

04 6 0

”‘+ 12价 + 44
.

9 7 2 5”. + 6 3
.

8 3 5 2” + Tl
.

6 5 3 8= 0

。

生二一 6
.

6 6 T了士1
.

3‘盯

ff
二二一 0

.

4 42 3士1
.

4 2 98

a l‘一 5
.

5 57 ?

口泣二 1
.

3 6 37

a : 二一 0
.

44 23

凡= 1
.

4 29 6

支支固简边边左右

由此可求出微分方程的齐次解f 当
-

两对边固支及左边固支右边自由时
,

齐次解为
v
(g )== e x p (a , t)(

c , e o s
刀

It+ c : sin刀
: t) + e x p (a : t)(c , e o s

刀
: t + c ‘sin

刀
. t)

两对边简支时
,

齐次解为
。
(梦)= c : e x P(

n , t) + c : e盆p (
n : t) + c 碑x p (

。st) + c 一e x p (。4t )

式 (2
.

1 1 )~ (2
.

1 3)的特解分别为
:

6一。
·

0 3 1 2 6

矛
b

一
0

·

0 2 7 7 8

会
, b

。
一 0

·

0 0 , 2 4。

于
三种边界情况下的位移方程为

1) 两对边固文
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切 (二
, 。)一

。
(二

, 。)
。
(, )一 : 二一 2二。(。+ ·

) + 、:

(。+ ·
)

2

」
l(

一

偿耗
一

)
“’

(一
s
,

: In

篆器
+ 。: s , n刀

, In

篆器)
+

(蛋路)
“’

(
。。。。
、

: In

斋路
+ c’ s , n刀

2
‘n

偌丰号
~

)

+ 。
·

。3 , , 5

去} (2
.

1 4)

2 ) 两对边简支

一
, ‘

二、

一
,

一
、 一 , 一、 一 , 一‘ 一

_ _
: ,

‘ . _ 、 . _ .

,
_ _ , _ 、 : ,

「
_

2 9 + a 、、
. _

了 夕+ a 、为

叨护沼少~ u 气涌 , y 少口 气g 少一 L劣
-

一 Z 涛 气夕宁 u j 申 从 g 宁 “) J I‘ t 吸气〔丁二厂 刀 甲吨 吸一兀不一二一 J
L 、 . , 厂 肠 工 、 甘 门~ “ ,

+ 一

(偿辛子)
“ + ·‘

(号器
一

)
”‘
一“

·

。2 7 7 8

去」 (2
.

15 )

3 ) 左边固支
,

右边 自由

。 (二
, 。)= 。(二

, 。)
。
(。)二 [二 ; 一 4二 ,

(。+ 。) + 。二 ,

(, + 。
)

,

〕「(凳牛孕、
a ,

(
c , c o s刀

, In登牛孚
L 、 U . 1. “ I 、 U 州r U

+ 一; n , 】,

俄)
+

概)
“’

(
。一刀

:
‘

张
+ 一“

: ‘

喘)
+ ”

·

0“‘2‘6

音
(2

.

1 6 )

(I ) 确定积分常数
c ‘

(i二 l , 2 , 3 , 4 )

为简单计
,

令式 (2
.

14 )~ (2
.

16) 中的
a , b.

1) 四边固支板

。 (二
, , )二

。(二
, 。)。 (。)= [二

‘
一 2 二,

(。+ 。
) + 二 ,

(。+ 。
)

, 」「爬契、
a ,

(
c , 。。 s刀

: In答毕一 “一 ’口 声 一 、 一 ’ 妙声 一 、沙 了 “一 “一 、廿
’

一少 ’ 一 “沙 ’ 一 产 “

L、b + a / 、
“ , ““’尸 , ‘“b + a

+ ·: 5 ;、
, 1

俄)
+

(粼)
“’

(一
夕

: ‘n

粼
+ c’。‘、‘n

粼)
+ 。

·

“3 *2 5

丹〕
(2

.

1 4 )

在 夕= 0 及 夕= b 两条边界上
,

边界条件为

田 (
二 , 。) } 二。

, 一0
一

口一 b
(2

.

1 7 )

日tD I
一二犷一

~

l 目 U
口夕 ! , · 0 , , 一 b

(2
.

1 8 )

由位移表达式 。 (x
,

刃 = t’( x ,

妇v( 刃可见
,

在y = O
, y = b两边界上

,

除x = 0 点外
,

对于任何气

都有 u(
二 ,

g) 今 O
,

于是位移边界条件式 (2
.

1 7) 变为

·
勿,
}

, _ 。
一。

·
(。)
}

, . 。 一。

(2
.

1 7a )

(2
.

z 7 b)

一
_

, _

_ a功 a“
, 、 . , 、

口v
.

_ 一
、 , _ _

_ 、 ,
_

. 、

久田寸
一

而
~

一 。『
”‘夕) 十 “‘x

, 夕)五不
,

很据式 ‘2
·

l了a )
, .

‘2
·

1 了”)
, 式 (2

.

1 5) 可改写成

(2
.

18 a
)
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(2
.

18 b)

徽
于是边 界条件式可具体化为

:

(合)a
‘。0 5

(,
】 ,

蜡)
一 +

份)
“’ S‘·

(刀
】 , n

音)
一 +

(合)
内一 s

(”
2
‘n

合)
。。

+

(含)
“’ S‘·

(“
:
‘n

合)
一 + ”

·

。“ 2 5

会
一”

, 。 。。 . 。 , q _
。

‘ 呀, r
.

‘8 ,
.

U
。

U O I 乙O we万闷 ee ~
U

』J

(合)
“’一‘

l
a ! 一 s

(,
, , n

合)
一刀】 5‘·

(厅
,

, ·

合))一(含)
“’一 ’

!
a , ·, 。

(“
,

, ·

告)
+ ”!

一(刀
, ‘

峙)}
。, +

(含)
“’一 ’

卜一(刀
: , ·

音)
一刀

2 5‘n

(刀
2
‘n

合)〕
c.

+

(合)
“’一 ‘

卜
5 ‘n

(
刀

:
, n

音)
+ 刀

: 。0 5

(,
2
‘n

音)」
·;
一 。

a , c , + 刀: c ,
+ a Zc : + 刀

: c 。= 0

将 a l ,

刀: ,

刀
: 代入上式

,

联立解得系数为
:

{
C I=

Q Z ,

一0
。。。 。 , , 尸 。 q

一 U U U U ‘百D D 一下污一
乙声

c :
二一 0

.

0 3 1 2 7 5 5 一牛
-

王少

一 o
·

0 0 0 , 2 “。

去
一 ”

·

0 3 3 8 5 5 9 6 一

矛

将
。.
代回位移方程

,

可求出四边固支板 A‘号
,

冬)点的
、

“
,

挠度为
:

。, 二。
.

。。3 4 5 5 2

粤』J
⋯⋯蟹摧燮燮

2 ) 四边简支板

。 (
* , 。)一

“
(二

, 。)
。
(。)一 [二

‘
一 Z x ,

(。+ 。
) + , (。+ 。

)
,

」「
。1

(笔契、
”, + 。爬牛任、

”’

L 、 LI , . “ I 、廿 , . U I

+ ·:

(誉丰艺)
”’ + 二

(艺李艺)
”‘
一”

·

”2 7“ 弓
一

} (2
.

1 5 )

在简支边界条件下
,

让应力边界条件在极值条件下近似地满足
,

为此将泛函式 (2
.

7 ) 进行变

分
,

其极值条件是
:

。

~ D 「气
, J .

_
_

.

一
、 , .

_

、 , , .

_
.

一
. 。

一
‘ , .

O j l =
一一二一

~

I L吸2月一 6 左七 + 4 2 左
‘
厂 j t匆 + a )

o v 十 (一 1 4 匀万 一 1 4匀厂 + 5 6 介
‘

行 ] (彻 + 口 }
o口 ,

乙 J0
- -

-

一+ (ZF 一 ZB + s寿G + 1 4 4 k
么
C) (甸 + a

)
7。,, + 3 6 kC (甸 + a )

. 。。
,

. _

。
, , . 、 。 , 、

ZH+ ZC (k。+ a
)
’v “ ,

一

分
q (甸 + a

)
‘]d “d ”

D
_ ,

_
.

_
‘ , . 、 _ ,

~ _
.

~
‘ _ .

+ 任‘{[ (E 一 7掩F )(甸 + a
)
“v + (ZB 一 F 一skG )(甸 + a )

, 。 ,
一 1 8 kc (知 + a )

. 口护

2
’ “ 、

一
’ 一 产 、 。

’

产
’

“一 - 一 ~ 了 、 口
’

一 工 ‘ “
’

一 ,’省
’
一工 -
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一 ZC (甸 + a
)
“。了s ,

]占口} ;

D
, , _

。
, ,

.

、 。 ,
.

。
, , . 、 。 , .

。
, ,

+ 一不丁一I L2 七 气匆 十 a厂 t, “

十LZ 气即 十 a )
’v

’

十 厂 L只y 十 a )
’

v JO U
r

贡石= u

Z

(2
.

19 )

欧拉一泊松方程式 (2
.

10 )可由上式第一大项得到
,

又因在边界上加 = 0,

无意义
,

于是可写出两个自然边界条件式 (令寿二 D

[ZC (甸 + a
)
艺“夕 + G (九夕+ a

)
“‘ + F v J名‘o

本问题的位移巳知边界条件为

式 (2
.

1的中第二大项

(2
.

2 0)

= O
, 一 0 , 口一 b

将 C
,

G 值代入后
,

相关的边界条件为
”
(。)1

,

一
”

·
‘。,

}
, . 。 一。

〔(。+ ·
)

2

二 + 。(。+ ·
)二〕

1
, _ 。

一。

〔(。+ ·
)

2

二 + 。(。 + ·。一〕

!
, _ 。 一。

(2
.

1 9 a )

(2
.

1 9 b)

(2
.

2 0 a
)

(2
.

2 0 b )

上四式可具体化为

。 。 。 , , ‘ q _
。

C l 州r ‘ , ,
.

C 3 州卜 C 西

一 U 一 U 乙“ 石 - 了下一 ~
U

一
一

上少

一

(音)
” ’

+ 一
(合)

”’ + 一

(音)
”’

+ 一

(含)
n4 一 。

.

0 2 7 7 8

号一
。

[。 ,
(
。, 一 1) + 。。: ]c , 、 〔n :

(
n :
一 1 ) + 。n :

〕e
:
+ 〔n

。

(
。3
一 z ) + g n : 〕c

。
+ [ n ‘

(
n ; 一 1) + 日n ‘]c’ = 0

卜(
·, 一 ‘, (音)

”’一 2 + ‘8 一

(晋)
”’一 ‘

]
一

小
(一

1) (合)
“一 2 + 1 8 , 2

(音)
”’一‘

〕
。:

+

卜
‘一

‘, (合)
”’一 2 + “ 一(合)

”’一 ‘
一

]
二 +

卜(一
‘, (合)

”‘一 2 + 1 8 ”‘

份)
”‘一 ’

l
。·

= O

将 nl
, ”: ,

、
, n ‘

代入
,

并联立求解
,

得系数
c ‘

为
:

‘ 、

_
。 。。

J , 。 。 尸 月

g
l ‘1

~ U
一

U U 4 1 0 0 O 弓一下下
. 一 -

{
一

“
-

.
_

_
。 。 。

‘
。 , , 。 , , q

t ‘8

~ U
一

U 乙 4 乙 1 ‘ 0 1 ‘一云气
一

丈夕

_

_
。 。。 。 。。 。 , , 。 q

U 空
一

U
。

U U V U U U 任 ‘O一于不一
上J

c ;
= 一 0

.

0 0 0 6 0 2 2 4 4 一

牛上声
将 c’ 代 回位移方程式 (2

.

15 )
,

可求出 四边 简 支 板 上

“

(昔
,

劲点
的挠度为

。 , 一。
.

。。7 6 9 2 2

黑Lj
3) 两相邻边固支

,

两相邻边自由的梯形板

。(x
, 。)= “。

, 。)
。
勿) = r二

;
一 4x , (。+ 。

) + 6二 ,

(。+ 。
)

,

j「(矍契、
a ,

(
c : 。。s

刀
: In笔牛粤

L 、口 , 电 U l 、 U . I. U
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+ ·: sin 口
: 1·

苦耗)
+

(默)
“’

(一
,

:
‘·

我
+ 一‘·刀

:
, ·

艺幸艺)
+ ”

·

。0 7 2 4 6

音〕
(2

.

1 6 )

在此种边界条件下
,

应力边界条件只能在极值条件下近似地满足
,

今将泛函式 (2
.

7a) 进行变

分
,

其极值条件是
:

。

~ D f
0 1 1 = — 扭

2 J {
: ZA 一 4 (1一 召)I 一 6妞 + 12“‘, 一召, J + 4 2 k

2
F 一 8 4 k

’

‘, 一 。, M 〕〔k。十
·

,
”·

+ 〔一 z 4 kB 一 Zsk (l一拼)L + 2 4铲一 2 5 (z 一拜)kM + 5 6寿
Z
G 〕(k夕+ a )

。。,

+ [ZF 一 4 (i 一拼)M 一 ZB 一 4 (1一 拼)L + s九G + 14 4左
Z
C」(k , + a )

7 v ,,

. 。 。 。。 , 。
_ . _ 、 , _

.,,
, .

_ 。 , 二
_

. _ 、 。 _ .

‘
、

ZH q ‘。
_

_

. _ 、 ;

1
, 一 _ , _

+ 3 6kC (kg + a
)
。v , , ,

+ ZC (甸 + a )
。。“ ,

一兰认
, 一

(甸 + a
)
”

卜d
v d y

, ”“州~ ,.
、

a , 。 少 一 ’ ‘ ~ ,’华
’ 一夕 一

D
、 份

’ 一少 J
-

一
沙

.

D
, ,

。
, _ 、 , _

,

一
_ , , _

+ 了左L乙 一 2 LI一娜) J 一 r(兑厂 + 1 4 兑吸1一 拼尸VI JL尺夕十 a )
’U

乙

+ 〔ZB + 4 (1 一“)乙一 F + 2 (1一 娜)M 一 skG 〕(寿夕+ a
)

7。,

一““C (甸 + ·
,

一
ZC (“。+ · ,

。·
⋯ ,“·

}
D

,

。
, ,

.

、 。

二 ~
, ,

二
。 ,

.

,

一
, _ 、 , , , , .

_

、 _ 、 。 ,

! ‘

十
- 一万一呢2 七 又匆一

a )
. 沙 ,,

十行毛勺 + a )
。 v

’

十 之厂 一 2 LI 一召)似 J t即十
a )

‘v 争口刀
‘

1 = 0
‘ 1 0

(2
.

2 1 )

欧拉一泊松方程式 (2
.

的可 由上式中第一大项得到
,

在固支边
,

边界条件为
:

。
(g )

, 。 。= 0

。,

(g )
, 一 。

= 0

或

(2
.

2 2 a
)

(2
.

2 2 b)

(合)
al
一(

, ,‘·

合)
· , +

传)
“’S ‘n

(刀
! , n

音)
·: +

(合)
”
一(刀

: 1·

音)
一

+

(合)
“’5‘·

(,
:
‘·

合)
一 + ”

·

0 0 , 2 ‘6

芳一
0

(2
.

2 2 e )

(合)
“’一 ’

[
· :

一(,
: 1·

合)
一刀

! S ; ·

(刀
, 1·

合)}
一 +

(合)
“’一 ‘

卜
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(刀
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合)
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,
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! 1·

合)〕
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l
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(合)
“’一 ‘

卜
5 1·

(,
:
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合)
+ , :

一(口
2
1·

合)〕
·‘一。

(2
.

2 2 d )

在自由边上
,

边界条件式可 由泛函变分极值条件式 (2
.

2 1) 得到
,

由于 d勺
一 。斧 。

,

d 。二
. 。粉 。

,

得到另外两个边界条件式

「
, L : ‘ _ _ ‘, 、 .

_ 。 , , . 、 , _

,, 1
, _ 。

二
, _ 、 r

0
. _ , _

! L吕夕十 a 一Z U
’ 一‘

十 甘召气R刀十 a 厂犷
’

一 下万 L艺刀十 4 以一拌)乙一厂 十 2 以 一召刀yI

‘ 乙、
户

_ ,

,
、 工 , , 、 , ,

1
,
。

_

八
、 , _ ,

。
. _

_

, , _ 、 , , 、

1

一 b “。 ) 吸“夕十 a ) U
’

十 下7 厂叹乙 一艺气1 一拼) J 一扭厂 十 1 4 尺Ll 一拌) 2YI ) v l 一 0
‘、沪 J g 一 b

(2
.

2 3a )
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一
~~ ‘一一一一~ 一~~ ~ 一~ ~ ~~ ~ 一

一
一一一- 一一本一一一~

一
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_

、 。 。
.

G
, , . 、 , .

1
,
。

_ , . 、 : , 、 _ _

1

以即 + a )
“口 ’’

+
一

瓦万一
吃即 十 a ) v

‘

十 下万 - 气厂 一 艺、l 一脚 Jyl 少口 !二 ==
L 石 、 沪 ‘、护 J g 一 0

(2
.

2 3 b )

令裔~ 1并将表中诸系数代入上二式
,

系数
c ‘

为
:

联立求解式 (2
.

2 2 e )
,

(2
.

2 2 d )
,

(2
.

2 3 a
)

,

(2
.

2 3 b )
,

得

c ,

一
0

.

0 0 0 0 7 7 45

丹
,

c :

一
0

.

o oZs3 seZ

芳
,

一
o

·

”0 0 ‘0 4 5 5

音

一
o

·

0 0 ‘6 0 82 5

音

将自代回原方程 (2
.

1 6)
,

可求出自由边交点B (2a
,

a) 的挠度
:

, a 一 0
.

2 0 ‘8

音
a ‘

)))))))
冲冲杖灯叁岌岌

三
、

结 束 语

对于矩形板
,

挠曲面方程较为简单
,

边界条件比较容易满足
,

但是对于杂形板
,

挠曲面

方程比前者复杂
,

边界条件的满足会困难得多
.

本文用康托洛维奇法对各种边界条件下的梯

形板弯曲问题的解所作的尝试
,

有助于研究杂形板弯曲问题
.

由于无法找到同类形板进行结果比较
,

本文只将结果与文献 〔1〕中相应边界条件下的矩

形板进行比较
,

证明所得结果是令人满意的
.

若考虑进一步提高精度
,

宜采用康氏位移函数的二级近似计算
,

对杂形板采用交替轮换

变量来提高精度将会更为困难
.

杂形板弯曲问题的研究
,

在理论上与实际上都有一定的价值
,

文献 【2〕指出
: ‘

用康托

洛维奇法解题 的算例
,

文献上发表的不多
” ,

作者愿为此添砖加瓦
。
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