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摘 要

本文研究当作用于板周的张力为零时
,

弹性柔韧板在各种支承条件下的非对称弯曲问题
.

一
、

引 言

正如钱伟长
f”在 1例 8年所指出的

,

如果我们求得了弯曲问题的薄膜解
,

则可以应用摄动

方法逐步地求出解的准确到任意阶小 量的渐近近似式
-

一 半解析解
.

作者在文 〔3」中曾应用

文 【幻 所提出的摄动方法
,

研究了弹性柔韧板在各种支承条件下的非对称弯曲问题
,

作出解

的渐近近似式
.

但是在文 〔s1 中
,

我们没有考虑作用于板周的张力取零值的情形
,

因为在这

些取零值的点上
,

解的渐近近似式将出现奇性
.

本文应用类似研 究 转 变 (tra n siti on ) 点问

题的方法“ , ,

研究了作用于板周的张力为零的情形
,

特别地对于周边固支的薄板
,

本文得到

了比 C py 6 IJI 二二 〔“’
得到的更精确的结果

.

作为一个典型的例子
,

我们仍考察文 〔3 」中所考虑的环形板和圆形板的非对 称 弯 曲 问

题
.

对于具有其它光滑周界的弹性柔韧板
,

或是以其它方式支承的柔韧板的弯曲问题
,

本方

法仍然适用
。

二
、

摄 动 方 法

采用文〔3] 中的记号
,

以 犷表示板中面上的点到环形 (或圆形) 板中心的距离
,

0 表示该

点的极角
,

人表示板的厚度
,

E 表示弹性模数
, p
是泊松比

.

我们知道板的挠度叨(:
,

的和应

力函数 F (;
,

0) 确定于下面著名的 vo
n K 打m 应n

方程
:
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其中 D =
E hs

12 (1一
v Z
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是板的弯曲刚度

,

和
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由于尚无法求其真实解
,

近来多采用摄动方法
‘“’一 ’“’在薄膜解的基础上求其渐近解

,

进 而 研

究薄板的各类弯曲问题
.

本文采用文 「2 〕的摄动方法
,

研究薄板在各种支承条件下的非对称

弯曲问题
。

先考察环形板的弯曲问题
.

设板的内缘的半径为
: 。 ,

外缘的半径为
r ,

.

如文〔3 〕一样地无
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,
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环形和圆形薄板在各种支承条件下的非对称弯曲问题 (I )
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(苦
, , :

1 口2 、1

十 一 ; 马 - ~
声

下 万亏 诊l
刀

一 O 口一 / 」
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。

月 一 O

(2
.

2 9 )

N

乙
。” ,

f
。 , , r

月一 0

。八p 一 Zp [名
: , 。+ 。
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。

3 0 )

在 (2
.

? 1 )一(2
.

3 0 )式中考察
己

a l
= 1

,

从 (2
.

2 1 ) 式知应取

的较低次幂项
,

从 (2
.

2 4 ) 和 (2
.

2 6 ) 式知应取
,

a . = 2

2
P== 飞产

O

又从 (2
.

2 1) 和 (2
.

2 2) 式的第二和第三大括号知应取

刀
l , 3 ,

刀
: = 4

因为
v 。

和 h
,

是 r ”b 邻域的边界层型函数
, 石。 和 h 是 r 二 1 邻域 的 边 界 层型 函 数

,

所 以

(2
.

2 1) 和 (2
.

2 2) 左端的最后一项渐近地为零
.

在 (2
.

2 1) ~ (2
.

3 0) 式中
,

逐次地比较
e 的

同次幂的系数
,

从 (2
.

2 1) 和 (2
.

2 2) 的第一大括号得到 tD 。

和 f
。

(n “ O
,

1
,

⋯
,

N ) 的递

推方程
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. +冬乙(。. , 。。)== o

‘

(2
。

3 1)

L(。
. ,

f
。

) + L (。
. ,

f
。

) == △2。卜 : 一 兄 L (。
, ,

f一
‘
)

(2
。

3 2 )

△:
f
。
+ L(tD 。, , 。
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. , 。卜 .

“
. 1

(称= 1
, 2 ,

⋯
,

N )

在上式以及以后各式中
,

都将负下标的量取作零
.
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又得到关于 。。 和 h
。 ,

‘ , 户少户 ,J ‘ ’‘ 。、, 。 ’“ o ,
一、

r ’ r :
I” 口占

:
‘

协

“
” 切 、 r

峪凡
’ J

’

~
,

~
’,

~ 护、 J

一
‘ , ”

‘

”
,

(, 二 0 , 1 ,

⋯
,

N )的递推方程
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环形和圆形薄板在各种支承条件下的非对称弯曲问题 (I)
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。
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。
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又从 (2
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环形和圆形薄板在各种支承条件下的非对称弯曲问题 (I)

将求得的 田 。,

f
。, v 。, 衫。 ,

h
。

和人
。

再代入方程 (2
.

3 2 ) (取 n = 丈) 和边界条件 (2
.
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,

(2
, 4 3 )

,

(2
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,

又得到关于 田 ,

和 f
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h
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⋯
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三
、

圆 形 薄 板

对于 圆形薄板
,

只需将内缘
r = b 上的边 界条件代替以圆心

r , O 上的条件
:

。
,

祭
,

告等
、

奋器
,

器
“ r 一 0 取“

、
作为一个例子

,

我们考察周边固支薄板的非对称弯曲问题
,

C p y 6 斑二 R
在文【5] 中曾作出

其准确到 O (砂鸿 ) 的渐近近似式
.

所对应的边值问题是
:
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器)l
r 一 :

一“‘夕’
( 3

。

2 )

( 3
。

3 )
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,
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则 (3
.

1 1) 式给出和文〔5〕一致的结果
.

从本例我们再一次看到应用两变量展开法构造 边 界

层项可以得到更精确的表达式
,

以及避免展开系数成幂级数的冗长计算
.

附注 : 从上面的讨论可以看出
,

本方法的核心在于找出偏导数借两变量占和口表示后
,

它们的关于。的

展开式
.

若这些展开式预先已经知道
,

则我们可以容易地求出微分算子的展开式
,

和得到关于w ” ,

了
” ,

如
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)的递推的边值问题
.

此外
,

在求边界层项时
,

我们也只需要解常微分方程
.
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