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摘要 :  将 Kantorovich定理推广到变分不等式,从而使得 Newton迭代的收敛性、问题解的存在唯

一性均可通过初始点处的可计算的条件来判断# 
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1  引言及问题提出

设 f : 8 A Rn y Rn ,变分不等式即是寻求向量 x
* I 8 满足

  ( y - x*
)
T
f ( x

*
) \ 0,   Py I 8# (1)

我们记条件(1)为 VI( 8 , f )# 对于变分不等式Newton迭代法产生向量序列 x
k 使得x

k+ 1是第

k 个线性化问题VI( 8, f k) 的解,其中

  f k( x) = f ( xk) + f c( xk) ( x - xk) ,

  ( f c( x ) ) ij = (5f i ( x) / 5xj )# 

正如我们熟知,如果初始点 x
0与(1) 的解 x

* 充分接近, 则Newton序列收敛到 x
*
; 进一步,如

果 f c在x
* 附近 Lipschitz连续,则 Newton序列平方收敛# 我们可以在文献中看到许多关于

求解变分不等式的 Newton迭代的局部或者全局的收敛性结果[1~ 5] ,这些结果本质上差异不

大,其条件很难验证,所以在实践中无法应用# 本文将 Kantorovich 定理[6]推广到变分不等式

上,结论的条件均可通过计算得到验证# 

2  理 论准 备

引理 1  令 B I Rn@ n 对称,则 B正定当且仅当存在对称正定矩阵A满足

  +A - B + < 1

+A
- 1 +

# (2)

如果 B
- 1存在,则

  +B
- 1 + [ +A

- 1 +
1 - +I - A

- 1
B +

[ +A
- 1 +

1 - +A
- 1+ +A - B+

# (3)
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注 1. 1  此处的矩阵范数从属于某个向量范数# 

证明  必要性是明显的, 我们证明充分性# 由于 A对称正定,设 K1 [ K2 [ , [ Kn 为其

特征值,显然 A
- 1 的特征值为 K- 11 \ K- 12 \ , \ K- 1n # 由条件(2)可得

  Q( A - B) [ +A - B+ < 1

+A
- 1 +

[ 1

Q( A- 1)
= K1,

此处 Q(#) 表示矩阵的谱半径,由 A - B对称可知

  | xT ( A - B) x | [ Q( A - B) xT
x,

故对于任意向量 x X 0有

  | xT ( A - B) x | < K1xT
x ,

所以 x
T
Bx > x

T
Ax - K1x

T
x \ 0, 充分性成立# 不等式(3)可由 Banach 引理直接得到[ 7]# 

引理 2[8]  令 8 A Rn 非空闭凸,若 f 在 8 中严格单调,则变分不等式VI( 8, f ) 最多有一

解,若 f 在 8 中连续且弹单调,则 VI( 8 , f ) 有唯一解# 

3  半局部收敛性分析

对于任意的实方阵 A ,记 �A = ( A + AT
) / 2,将 + # +2简记为 + # +,分别记 S( x , t ) 与

�S ( x, t ) 为在 + # +下,球心为 x I Rn,半径为 t \0的开球与闭球# 以下是本文的主要结论

# 

定理 1  令 f : 8 A Rn y Rn , 8 非空闭凸, x0 I 8 , f c( x0
) 正定, x

1
为子问题 VI( 8 , f

0
) 的唯一解, 满足

  + f c( x0
)
- 1 + [ B0, +x

1
- x

0 + [ G0# 

如果

  +f d( x) + [ C, Px I �S ( x0
, t ) , (4)

此处

  t \ t 0 =
1- 1- h0/ A
h0

G0,

且

  h0 = B0 CG0 [ A=
7- 33

4
U 0. 313 86, (5)

那么以 x
0 为起点, Newton 序列 x

m < �S ( x0
, t 0) 收敛到 VI( 8 , f ) 在 �S ( x0

, t 0) 中的一个解

x
* # 

注 3. 1  由于 f c( x0) 正定,故 f 0( x) 强单调[ 7] ,由引理 2 可知VI( 8 , f 0) 有唯一解,即 x1有定义# 

证明  如果 C= 0,那么对于任意的 x I �S ( x0
, t ) 有 f c( x) = f c( x0

) ,故由中值定理[ 7]

可知 f ( x ) = f 0( x) ,此时 x
1就是VI( 8 , f ) 的解, Newton迭代终止# 如果 x

1
= x

0
, 由于 x

1是

VI( 8 , f 0) 的解,故

  ( y - x0
)
T
f ( x

0
) = ( y - x

1
)
T
f ( x

0
) + f c( x0
) ( x

1
- x

0
) \ 0,   Py I 8,

这表明 x
0
就是VI( 8, f ) 的解,此时Newton迭代终止# 由于 B0 X 0,故不失一般性假定 h0 X

0# 我们分四步证明该定理# 

(a) 首先我们证明 x
2有定义# 由等价性
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  G0 [ t 0 Z 1 -
h0
A

[ 1- h0 Z h0 \ 2-
1
A
,

以及 2- 1/ A= (1- 33) / 4 < 0可知 G0 [ t 0成立, 故 x
1 I �S ( x0
, t 0)# 因为

  + f c( x1) - f c( x0
) + = +(f c( x1

) + f c( x1
)
T
) / 2- (f c( x0

) + f c( x0
)
T
) / 2+ [

    +( f c( x1
) - f c( x0
) + [ C+x

1
- x

0 + [
    CG0 = h0/ B0 [ A/ B0 < 1/ B0,

我们有

  + f c( x1
) - f c( x0
) + < 1/ + f c( x0

)
- 1+ ,

故由引理 1可知 f c( x1
) 正定,所以f c( x1

) 也正定# 由引理 2可知VI( 8 , f 1) 有唯一解,因此

x
2 有定义# 

(b) 我们估计 +x
2
- x

1 +并证明当 x
0 被 x

1 替换后,条件(5)仍旧成立# 由不等式(3)我

们得到

  + f c( x1
)
- 1 + [

B0
1 - B0 G0C
=

B0
1- h0
= B1# 

由于 x
1
, x

2 I 8 , x1是 VI( 8 , f 0) 的解, x2是VI( 8, f 1) 的解,所以

  ( x2
- x

1
)
T
f

0
( x

1
) = ( x

2
- x

1
)
T
f ( x

0
) + f c( x0
) ( x

1
- x

0
) \ 0,

  ( x1
- x

2
)
T
f

1
( x

2
) = ( x

1
- x

2
)
T
f ( x

1
) + f c( x1
) ( x

2
- x

2
) \ 0# 

将这两个不等式相加并整理, 我们得到

  ( x1
- x

2
)
T
f c( x0
) ( x

1
- x

2
) [

    ( x1
- x

2
)
T
f ( x

1
) - f ( x

0
) + f c( x1
) ( x

2
- x

1
) - f c( x0
) ( x

2
- x

0
) =

    ( x1
- x

2
)
T
( f c( x1
) - f c( x0) ) ( x2

- x
0
) -

    ( f ( x0) - f ( x1
) - f c( x1) ( x0 - x1

) ) [
    + x

1
- x

2 + +f c( x1
) - f c( x0
) + +x

2
- x

0 + +

    +f ( x0
) - f ( x

1
) - f c( x1
) ( x

0
- x

1
) + # 

因为 x
1 I �S ( x0
, t 0) , 故由 Taylor定理[ 7]我们知道

  +f ( x0
) - f ( x

1
) - f c( x1
) ( x

0
- x

1
) + [ C+ x

1
- x

0 +2
/ 2# 

由于

  ( x1
- x

2
)
T
f c( x0
) ( x

1
- x

2
) = ( x

1
- x

2
)
T
f c( x0
) ( x

1
- x

0
) \

    + x
1
- x

2 +2
/ +f c( x0
)
- 1+ \ +x

1
- x

2 +2
/ B0,

我们有

  +x
1
- x

2 +2
/ B0 [

    + x
1
- x

2 + C
2

+x
1
- x

0 +2
+ C+x

1
- x

0 ++ +x
2
- x

0 + =

    C+x
1
- x

2 + +x
1
- x

0 + 1
2

+ x
1
- x

0 + + + x
2
- x

0 + [

    C+x
1
- x

2 + +x
1
- x

0 + 1
2

+ x
1
- x

0 + + + x
2
- x

1 + + +x
1
- x

0 + [

    C+x
1
- x

2 + G0
3
2 G0+ +x

2
- x

1+ ,

整理得
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  +x
2
- x

1 + [
3h0G0

2(1 - h0)
= G1# 

注意到

  Q=
3

2(1 - A) =
1- A
A , R =

3

2(1- A)
2 =

1
A,

显然有 G1 [ Qh0G0# 因此由假设 h0 [ A我们可以得到

  h1 = B1G1C=
B0

1 - h0
3
2

h0G0
1 - h0

C=
3
2

h
2
0

(1- h0)
2 [ 3A

2

2( 1- A)
2 = A,

即当 x
0被替换成 x

1后, 条件(5)仍旧成立# 

(c) 在此我们证明 �S ( x1
, t 1) A �S ( x0

, t 0) ,这一事实将保证当 x
0 被替换成 x

1后,条件(4)

仍旧成立,此处

  t 1 =
1 - 1- h1/ A
h1

G1 =
2A- (2A- 3) h20- 4Ah0+ 2A

2Ah0
G0- G0# 

由于

  t 1 [ t 0- G0 Z
2A- (2A- 3) h20- 4Ah0+ 2A

2Ah0
G0 [

1 - 1- h0/ A
h0

G0 Z

    (2A- 3) h20 - 4Ah0+ 2A\ 2A- 2h0 Z

    ( 3- 2A) h20+ (4A- 2) h0 [ 0 Z

    0 [ h0 [ 2 - 4A
3 - 2A= A, (6)

故 t 1 [ t0- G0# 所以对于任意 x I �S ( x1
, t 1) 有

  +x - x
0 + [ + x - x

1+ + +x
1
- x

0 + [ t1+ G0 [ t 0

即�S ( x
1
, t 1) A �S ( x0

, t0)# 

(d) 我们证明 Newton序列收敛到VI( 8, f ) 的一个解,此解存在于 �S ( x0
, t 0)# 由数学归

纳法我们知道以 x
0 为初始点,Newton序列 x

m < �S ( x0
, t 0) 有定义,并满足

  Bm =
Bm- 1

1 - hm- 1
, Gm =

3
2

hm- 1Gm- 1
1- hm- 1
, hm =

3
2

h
2
m- 1

(1- hm- 1)
2 ,

此处 m = 1, 2, ,# 我们有 hm [ Rh
2
m- 1, 即 Rhm- 1 [ ( Rhm- 1) 2,这表明 Rhm [ ( Rh0) 2

m

,即

  hm [ 1
R
( Rh0)

2m# (7)

重复使用不等式 Gm [ Qhm- 1Gm- 1, 我们有

  Gm [ Qhm- 1Gm- 1 [ Q2hm- 1hm- 2Gm- 2 [ , [ Qmhm- 1hm- 2 ,h0G0# 

由(7)可得

  Gm [ Qmhm- 1hm- 2 ,h0G0 [ Qm

Rm
( Qhm- 1) ( Rhm- 2) ,( Rh0) G0 [

    Q
R

m

( Rh0)
2
m- 1

( Rh0)
2
m- 2

,( Rh0) G0 = Q
R

m

( Rh0)
2
m- 1

G0# (8)

由归纳法可知 �S ( xm , tm) A �S ( xm- 1, tm- 1) ,此处 m = 1, 2, ,,

  tm =
1- 1- hm / A
hm

Gm# 
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很明显 Pp I N , xm+ p I �S ( xm, tm) , 所以

  +x
m+ p
- x
m + [ tm =

1 - 1- hm / A
hm

Gm [
Gm
A

# 

故

  +x
m+ p
- x
m + [ 1

A
Q
R

m

( Rh0)
2
m
- 1G0# (9)

此处 Rh0 = h0/ A [ 1, Q/ R= 1 - A< 1,所以 x
m
是 Cauchy序列,其极限 x

*
包含于 �S ( x

m
,

tm) ,此处 m = 0, 1, ,# 由于

  ( y - xm+ 1) T f ( xm) + f c( xm) ( xm+ 1 - xm) \ 0, Py I 8 ,

且 f 与f c是连续的,故当 m y ] 时我们得到

  ( y - x*
)
T
f ( x

*
) \ 0,   Py I 8

即 x
* 为VI( 8, f ) 的解# t

关于 Newton迭代我们有以下进一步的结论# 

定理 2  如果定理 1的条件满足,则以任意的 y
0 I �S ( x0
, G0) H 8 为初始向量,Newton序

列 y
m 将收敛到 VI( 8 , f ) 在�S ( x0

, t
*
) H 8 中的解x

* # 

证明  由定理 3的证明部分(a)可知 f c( y0) 正定,所以子问题 VI( 8 , f̂
0
) 有唯一解,此处

  f̂ 0( x) = f ( y 0
) + f c( y 0
) ( x - y

0
)# 

令 y
1表示VI( 8, f̂ 0) 的唯一解,由于 y

1 I 8, 所以

  ( y1 - x1
)
T
f ( x

0
) + f c( x0
) ( x

1
- x

0
) \ 0,

  ( x1
- y

1
)
T
f ( y

0
) + f c( y 0
) ( y

1
- y

0
) \0# 

使用与定理1的证明部分( b)类似的方法可以得到

  ( y1 - x1
)
T
f c( x0
) ( y

1
- x

1
) [

    ( y 1
- x

1
)
T
f ( x

0
) - f ( y

0
) - f c( y0) ( x0

- y
0
) +

    ( f c( x0
) - f c( y0) ) ( y 1

- x
0
)

以及

  +y
1
- x

1 + [ 3
2

B0CG
2
0

1- B0CG0
= G1

即 y
1 I �S ( x1
, G1)# 由数学归纳法可知对于任意的 m = 0, 1,有 y

m I �S ( xm , Gm)# 不等式(8)

表明 Gm y 0, 此时显然有 y
m y x

* # t

由不等式( 9)我们立即得到以下的误差估计式# 

定理 3  如果定理 1的条件成立,则

  +x
m
- x

* + [ 1
A

Q
R

m

( Rh0)
2
m- 1

G0# 

证明  在式(9)中令 p y ] 即可得证# t

定理 4  如果定理1的条件成立, 且Newton 序列 x
m
的极限存在于开球S( x

0
, t 0) 中,则

x
* 是变分不等式VI( 8, f ) 在 S( x0

, t 0) 中的唯一解# 

证明  注意到

  + f c( x0
) - f c( y ) + [ C+y - x

0 + ,

以及

1186 关于变分不等式的 Kantorovich 定理



  Ct 0 =
1- 1 - h0/ A
h0

CG0 [
G0
B0A

[ 1
B0
,

故对于任意向量 y I S ( x0
, t 0) 我们有

  + f c( x0
) - f c( y ) + < Ct 0 [ 1

+ f c( x0
)
- 1 +

# 

由引理1可知 f c( y ) 正定,所以f 在S ( x0
, t 0) 中严格单调,故由引理2可知不等式在 S( x0

, t 0)

解唯一# 

定理 5  若定理 1的条件成立且 h0 < A, 则 x
*
是VI( 8, f ) 在 S( x

0
, t 0) 中的唯一解# 

证明  如果 h0 < A,则由等价关系(6) 可知 t 1 < t 0- G0以及 �S ( x1
, t 1) A S ( x0

, t0)# 由

  x
m
, x
m+ 1
, , < �S ( xm , tm)

可知 x
* I �S ( x1
, t 1) ,故 x

* I S( x0
, t 0) ,由定理4我们知道 x

* 是VI( 8, f ) 在S ( x0
, t0) 中的

唯一解# 

定理 6  如果定理1的条件成立且 h0< A,则以�S ( x
0
, G0) 中任意向量为初始点Newton序

列 y
m 平方收敛# 

证明  对于任意初始向量 y
0 I �S ( x0
, G0) , 由定理 2可知Newton序列 y

m
收敛到 VI( 8 ,

f ) 的解 x
* # 由于 x

* I 8 , y
m+ 1
是VI( 8, f̂

m
) 的解,此处

  f̂ m( x) = f ( ym) + f c( ym) ( x - ym)# 

所以

  ( ym+ 1 - x*
)
T
f ( x

*
) \ 0,

  ( x*
- y
m+ 1
)
T
f ( y
m
) + f c( ym) ( ym+ 1- ym) \ 0# 

将二式相加,使用与定理 1证明部分(b)类似的方法可以得到

  ( ym+ 1 - x*
)
T
f c( ym) ( ym+ 1- x*

) [
    ( ym+ 1- x*

)
T
f ( x

*
) - f ( y

m
) - f c( ym) ( x*

- y
m
) ,

所以

  +y
m+ 1
- x

* + [ + f c( ym)- 1 + C
2

+y
m
- x

* +2# 

如果 h0< A,由定理2的证明过程可以看出 y
m I �S (xm , tm) ,所以必存在常数M满足 + f c( ym)- 1 +

[ M# 设 K = CM/ 2, 我们有

  +y
m+ 1
- x

* + [ K +y
m
- x

* +2
,

即 Newton序列是平方收敛的# t

使用自动微分技术[9]与区间计算技术[10]本文所给出的收敛性条件可以完全通过计算得

到验证,所以在实践中易于使用# 由于非线性互补问题、广义互补问题、凸规划等问题均可归

结为变分不等式,故文中结论对于这些数学规划问题也是适用的# 
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Kantorovich Theorem for Variational Inequalities

WANG Zheng_yu1, 2,  SHEN Zu_he2

( 1. State Key Labor ator y for Novel Softwa r e Techn ology , Nanjing Univer sity ,

2. Depar tment of Mathema tics , Nan jin g Un iver sity , Nanjin g 210093, P . R . China )

Abstract: Kantorovich theorem was extended to variational inequalities by which the convergence of

Newton iteration, the existence and uniqueness of the solution of the problem can be tested via com-

putational conditions at the initial point.

Key words: variational inequality; Newton iteration; semilocal convergence; kantorovich theorem
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