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摘 要

根据二维线化理论讨论超声速薄饭的动力稳定性
,

导致一类新颖的数学 物 理 问额
:

非自共扼

V ol te r
ra 型四阶微分积分方程的复特征值问题

.

求得这一气动弹性系统的严格解
.

与其它近似分析对比
,

本法的临界曲线与实验 数 据 符合良

好
,

在低超声速范围不存在发散问题
.

此外
,

在数学物理实质方面
,

发现
:
( 1 ) 颤振频谱与固 有

频谱有互为间隔现象 ; ( 2 ) 临界 M ac h 数仃简并现象
.

指出本法可以推广应用于三维机翼模型和燃气轮中叶栅的超声速颤振问题
.

一
、

引 言

二维超声速流中薄叛的动力稳定性问题在气动弹性力学的数学理论中是个具有根本重要

性的问题
『’一“J

.

从气动弹性力学开始形成一门分支的时候
,

这一问题就引起了广泛的注意
.

但

是
,

直到现在
,

除了一些工程简化计算外
,

在数学方法和物理实质方面还有好些基本 问题需

要阐明
.

从力学观点而言
,

上述模型是最简单的模型
,

通过与实验结果对比可以验证气动力的理

论公式
.

由此可以建立二维以至三维的机翼简化模型
.

另一方面
,

从数学观点看来
,

这一模

型提出一类新型的特征值问题
.

由于气动力在超声速情况下的非局域性
,

由于气流和弹性体

的祸合振动效应
,

须要讨论一类微分积分方程的复特征值问题
.

但值得注意的是
: 在 S tur m

-

Li ou vi lle 问题中
,

本征值只是方程中一个简单乘子
; 而在超声速颤振问题中

,

它还 在 核 函

数的超越函数中出现
.

这种特征值的高度非线性只有通过对最终结果进行数值分 析 才 能 阐

明
.

上述非自共扼微分积分方程的复特征问题的严格解法首先由作者给出
〔心’.

为了进一步分

析这一气动弹性系统的动力学特征
,

本文采用另一种等价的方法
,

简称直接变换法
,

并对严

格解进行大量数值计算
.

所得的理论临界曲线和实验数据对比
,

符合较好
.

进一步发现这
、

一气动弹性系统在动力学上有两个基本特点
.

一是颤振频率和固有频率的

相互间隔现象
; 二是临界 Mac h 数的简并现象

.

这些特点是否为其它气动弹性 系统所共有
,

须要进一步探讨
。
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二
、

问 题 的 提 法

设有二维弹性薄扳
,

弦长 t
,

厚度 h
,

长度为无限
.

当这一薄扳在它的平面 上 (令为 x 召

平面 ) 以超声速 U 作平行移动
,

叛的上方 (二= 0+) 承受气流作用
,

下方的介质为真空
.

如

考虑机翼模型时
,

则饭的上下方均受气动力作用
.

给定薄扳的前缘和后缘 (分别记作 二 = 0, x = l) 的边界条件
.

对于蒙皮
,

可取 前 后缘

为固支条件
。

对于二维机翼模型
,

则取前后缘为自由支承条件
.

设此二维气流是可压缩的
、

无粘性的
.

扰动势 甲(x
,

习 可由线化方程决定
.

当薄饭除基本平移运动外
,

受到气流扰动作用产生微振。(x)
。

扳面邻域的气体介质相互

引起祸合振动
,

两者具有相同的振幅和频率
,

不然将产生空隙
.

由于藕合振动
,

薄叛与气流

之间将存在能量交换过程
.

当弹性体不断接受气流能量
,

则将引起动力失稳
; 当弹性体不断

对气流输送能量
,

则运动渐趋衰减
; 当弹性体与气流之间能量交换处于平衡时

,

则此藕合系

统处于临界态
.

如所周知
,

由于能量交换的存在
,

系统的动力学特征是在数学上不具备自共扼性
,

而是

具有非自共辘性
。

对这类非自共辆问题
,

一般的讨论着重于运 动 是 否 稳 定? 即
,

复 特 征

值 (e x p (。才)
, 。二 。a + 10 1) 的实部如取负值 。R < 0

,

则运动稳定
,

反之
,

如取正值 。a > 0
,

则运动为不稳定
。

因此
,

超声速薄饭颤振的运动方程
仁‘’(另一推导见下节)
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1) 如前
、

后缘固支

山 (0 )= 叨 ,

(0 )= 0
, 功 (l) = 叨

,

(l) = 0 (2
.

2 a )
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、
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由于超声速气动力的非定域性
,

因此出现微分积分算符
,

而且它是非自共扼的
.

由运动

方程 (2
.

1) 和边界条件(2
.

2a 或 b) 所构成的复特征值问题是类新型问题
,

其特点是 特 征值还

出现在气动力算符的核函数 K (二一占
;
动 中

,

这比 S tu r m
一

Li ou vi lle 问题复杂得多
.

’

文 [4
,

剑中给出严格解法
,

便于一般讨论
.

现在改进求解方法
,

更便于数值计算
.

再者
,

这

里对特征值分布进行分析
,

更能有助于阐明气动弹性系统的物理实质
.

由子通常计算常限子

工程需要
,

着重于求出临界曲线
,

本文对于频率的分布和临界 Mac h 数的简并
,

虽然是很初
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步的
,

但对说明问题的数学和物理本质是有一定意义的
.

将一个近代工程技术问题
,

一个数学物理中新颖 问题来分析
,

正是本文企图达到的目的
.

5 1

提炼成

三
、

直 接 变 换 法

对于气动弹性系统
,

利用直接变换法
,

讨论较简单
,

而且涉及问题本质
.

它的具体步骤

如下
:

_ 。一
了 _ _

_

首先列出气动弹性系统的完整运动方程组和全部定解条件
,

其中未知函数是平叛的

振幅 叨 (劝 和气流的扰动势 甲(x
,

习
.

b
.

对上述完整方程组和定解条件进行积分变换
,

进一步将映象方程 相 消
,

求 幼 (s )和

币(;
,

0) 含初参数的表式
.

利用反演定理得 切 (劝 表式
.

d
.

由定解条件得到特征方程
,

表示为二阶行列式形式
.

e .
、

决定扰动势 沪 (二
,

习和作用于平扳表面的气动力(见【4〕
,

f
.

计算特征值
,

并作出临界曲线
。

9
.

与实验对比并讨论力学意义
.

现按上述步骤逐一讨论如下
。

气动
一弹性系统的完整方程组和定解条件
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(n ) 二维超声速气流的扰动方程
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(i ii ) 系统振动的相容条件
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因此气弹系统的运动规律由上述方程组和定解条件 (1~ iii )来决定
,

纲参量 f
, a ,

人
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一

亡「1 M
.

.

、

材
‘

布吸
-不了

-

一万
~

一户
厂

找
,

P 一
t \ Jyl -

J l 、

M

M + l

割线的两端为(: “ 一阳)
:

河
有士r

,
,

环
口 书声 一面下一下一今户

ZVj 凡
十 L
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、 、

一
,

一
,

一
,

一
,

- 一
,

一一一
一

,
一

*
一

仁
、 、

~
二

一一 。 r, o M 、l 口M 、1
,
‘

, _

压惑 根据解称延伯佩埋
,

叹象爪 \s) 阴半但文 长e

L、
“十丽干r八

,

气十而二丁夕」 户 ”

,
, _

_
. _

, ‘

_
、
_

_ ‘ 。M _ 。M
,

。 ~
, , 、
一

, 。

~ 一
’

的正规域是沿支点
.

粉竿专和
一

器半了作割线后的平面
. ‘ “

叼‘刀
‘

格肠
, 目
人几 M + 1 “H

M 一 1 ’r 口 J

砂
,
曰 H 沙 ’

四
’

再则
,

上式中假设刀 (s) 的零点都是一阶
: , ; : , s : ,

⋯
,

高阶零点讨论也类似
.

零 点 个

数为有限个
,

即不大于 1 0
,

这是由于方程

1 o M 、/
.

o M 、
, , , ,

叹
S +

、

瑟幸r)气
s + 甫士了)(

S‘ + f
s ,
+ a 。“

)
’
一“

“

(“+ 。)
‘

一”

的 10 个根一般不是平均分布在两个分支上
.

五
、

特 征 方 程

蒙皮颤振

取前
、

后缘为固支条件

。 (0 ) ~ 0 , 山 ,

(0 ) ~

。 (1 )二 0 , 山 ,

(1 ) =

由前缘条件得

, (劣 )二切
I,

(0 )C
:

(工) + 叨“
‘

(0 )乙
3

(x )

根据后缘条件得到特征方程
‘几

I 亡
,

(1) 乙
:

(1 ) !
(5

.

1 )
雪鉴(1) 亡; (1 )

因此颤振相似律为

。 (f
, 。 ,

几
,

M
; 。) = 乙

:

(1 )乙互(1 )一鱿 (1 )亡
:

(1) ~ q
,

二维机翼

前
、

后缘满足自由边界条件 (气动力乘以 2 )

田 I’ (0) = 0 , 切 , , , (0 ) ~ 0

。 ,,

(1) = 0 , 山” ‘

(1 ) = 0

2.

‘O
矛.、.件L

故得特征方程
-

‘ 、
、

日 (f
, 。 ,

几
,

M
; 。) == 乙g (1)雪飞

“

(1 )一‘
,

(1)乙丫(1 )二 0 -

六
、

稳 定 边 界 曲 线 卜之

计算数据
一

_ 一

i

取海平面上空气 (温度 15 ℃)
「

认

, ~ 2
.

4 , v ‘0
.

3 ,

凡 ~ 1
.

2 9 3 x lo
一 “g /

e m
3 ,

P一~ 1 0 1 4 只 lo . dy n
/
。m 生,

侃二 7
.

息嵘/ e m
3 ,

c . _
、

/一黑一
, P 价 气l 一 梦一

,

= 5吐5 0 m /
s e e ,

E = 2 x 10 ‘2 d y n / e m ‘
、

为了阐明问题的实质
,

并与现有蒙皮颤振的买验数据比较
〔“‘,

略去气动加热效应
,

不考
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\ ~ _
1 1

。 .

2 1
。

3
一J ~ 动门 , ~ 一 , 一~ - ‘- - - ~ ~ . ~ ~ ~ ‘~

1
.

4 1
。

5 1
。

6

图 1 稳定边界曲线

, 坑M
.
曲线上部是稳定区

,

下部是不稳定区
.

参阅 F如g 〔3」)
1

.
2

—
Fu n g

:

活塞理论和 G a le r k in 法计算曲线
3

—
M cC ra e :

简化附面层的计算曲线

4

—
Fu n g 一L o ck :

实验曲线
5

—本法的计算曲线
(件

:

作为设计的简化公式本文曲线可表为占
, 二 1了

.

了河
, 一 6

.

4 2材
, , 一 5

.

7 (2
.

2 < 材 < 1
.

7 、 (占二 I/ 10 0几))

虑叛平面的压力作用
.

按本文理论计算
,

得到稳定边界曲线 (M
劳
~ d勺

,

如图 1
。

又
,

对于不同临界 Mac h 数
,

得到颇振频率曲线 (。
补
~ d气 M勺

,

如图 2 所示
.

由图 1 可见
,

在现有实验数据范围内
,

按二维线化理论而建立的上述模型具有一定的适

用性
.

与其它近似分析相比较
,

气动力的近似公式 (活塞理论) 和计算的近似方 法 (G al e : k in

法)引起误差较大
.

二维近似附面层计算比其它方案有改进
,

但在 1 < M < 1
.

2 区域
,

曲线有

显然继续上翘趋势 (当 M 渐减时 )
,

即趋向发散
.

另一方面
,

和实验数据比较
,

进一步改善

附面层计算 (本身已很复杂) 才有可能改善发散趋势
,

而应用二维势流
,

可以较简便地解决

发散问题
。
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七
、

颤振频谱的间隔性和临界Mac h 数的简并性

A
.

颤振频谱的间隔性

由图 2 可见
: 一阶颤振频率 。亨在一阶和二阶固有频率 口

, ,

口
:

之间 ,
而且

, 。甲曲线在

口
,

曲线和 口
:

曲线之间
, 它与 口

:

曲线较为贴近
,

并与 口
:

曲线保持同一趋势
.

这一点在力学上是可以理解的
.

弹性体在真空中的固有频率
,

在超声速气流中的颤振频

率
,

其差别在于气流使弹性体增加
“

等价质量
” .

计算结果表明
:

高阶颤振频率与固有频率之间存在互为间隔的现象
:

口
,

< 。 1

< 口
:

< 。2

< 口
:

< a, :

⋯

严格讨论在数学上归结为如下问题
,

试证比较定理
:

1
.

真空中固有振动问题

运动方程
:

边界条件
:

特征值序列
:

2
.

气流中颤振运动问题

运动方程
:

边界条件

豁
+ 。。么、一。

, 一。
, ‘处 田一

斋
一。

O< 口
、

< 口
2

< ⋯

会
+ 。。之二一、尸、。 (二) , 。 ,

‘一 O , ‘处 山一

会
一。
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特征值序列
: 0< 。:

< 叭< ⋯

求证
: o< 口 , < 叭 < 。z’’

·

< 口
,

< 听< 口、
l

< ⋯ 产 :

这和 S tu r m 一L io u v ille 问题中 H a u p t 定理有些类似 (参见 C o u r a n t u n d H ilbe r t ,
19 2 4

,

PP
.

33 8 ,

36 6 )
.

但是颤振问题的特点在于方程为四阶
,

有四个边界条件
,

右端 几尸于助 研 含

微分积分算符
,

而且特征值还在核函数中出现
。

这些都比 S tur m
一

Li 娜vi lle 问题复 杂得多
,

须 另行讨论
.

B
.

临界 M a c h数简并现象

由图 2 可见
,

一个颤振频率有两个不同的临界 M a
比 数与它对应

.

如 。共 = 1 时
,

有 M
资

= 1
.

0 2 和 5
.

5 相对应
。

这与简单设想相反
,

频率曲线并不构成封闭迥线 (不论是开或闭 的)
,

而是 M
肠 = 1

.

01 ~

1
.

5 的频率支与 M
肠 = 1

.

5 ~ 15 的频率支在 M
关 = 1

.

5 处互相叠合
,

而趋向相反
.

或者 说
,

开

迥线退化为一条曲线
.

(自然
,

对于较高 Mac h 数
,

线化理论不成立
,

这里只作为延伸结果来

讨论 )
.

简并现象在物理中早有讨论
,

而在 (气动弹性)力学似未曾提到
.

再者
,

这里只就计算结

果来分析简并现象
,

一般性证明数学上困难较大
。

八
、

讨 论

A
.

木文的二维线化理论与实验数据符合较好
.

不但如此
,

根据计算结 果所得的频谱间

隔现象和临界 Mac h 数简并现象在理论上也是 自洽的
.

一

乒 本文方法可以推广应用于三维机翼问题和燃气轮机中叶栅问题
‘。’

·

对于三维机翼
,

需

要计及超声速边缘效应
;
对于叶栅问题

,

需要考虑前缘 M ac h 锥的超声速效 应
.

关于气动力

原则上都已有阐明
。

由此所形成的微分积分方程属于本文所讨论 的类型
,

完全 可 按 本法讨

论
.
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