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周期裂纹削弱的无限长板条的应力分析
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摘要:  作出了周期裂纹削弱的无限长板条的应力分析# 假设这些裂纹均在水平位置, 又板条承

受 y 方向的拉伸力p# 此时边值问题归结为一个复杂混合边值问题# 发现,对此问题言, 特征展开

变分原理方法 ( eigenfunction expansion variational method,简称为 EEVM)是非常有效的# 研究了

裂纹端的应力强度因子和 T_应力# 从拉伸力作用下的弹性变形考虑, 开裂板条可等价于一不开

裂的正交异性板条# 还分析了等价正交异性板条的弹性性质# 最后给出了算例和数值结果# 
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引   言

诸如混凝土和岩石那样的材料常常含有许多裂纹# 从而, 众多研究者研究了多裂纹问

题
[1~ 3]# 平面弹性中的双周期裂纹问题就是其中的一个特殊问题, 此问题被许多研究者研

究[4~ 6]# 过去的研究局限于应力强度因子的计算# 此外, 不同研究结果是相互矛盾的# 对于

开裂板条情况, 过去的研究仅局限于几条裂纹的情况
[ 7]# 近来, 含夹杂物和微裂纹固体的刚度

得到研究[ 8]# 此外, 含多裂纹固体的有效弹性模量也做了研究[ 9]# 

文中, 研究了周期裂纹削弱的板条# 假设这些裂纹均在水平位置,又板条承受 y 方向的拉

伸力 p (图 1)# 此时,可从开裂板条中割出一个矩形单元# 从载荷和几何形状的对称条件考

虑,此边界值问题定可归化为一个复杂混合边值问题# 

此外,研究者发现,特征展开变分原理方法是一个求解此问题的有效方法# 例如, 混合边

界条件下的和不同质材料的裂纹问题均可由此法解决
[ 10, 11]# 一般说, 在断裂力学中, 特征展

开变分原理方法要比边界配置法为好# 相关理由为,此法和边界配置方案无关又具有物理意

义[10, 11]# 除此之外,若利用特征展开变分原理方法, T _应力也可以同时求得# 这个目标是无

法用通常的奇异积分方程方法得到的, 因为此法只能得到裂纹端的应力强度因子# 近来,开裂

物体的有效弹性模量已成为固体力学中的重要课题[9]# 在本文中,在求解边界值问题后,开裂

物体的边界位移甚易得到# 从而, 平均应变也可得到# 此时,开裂板条可等价于一不开裂的正
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交异性板条# 最后, 文中得出了数值结果,用来说明裂纹几何参数对于应力强度因子和有效弹

性模量的影响# 

1  周期裂纹削弱的无限长板条的分析

下列分析依赖于平面弹性力学的复变函数方法[12] # 在此法中, 应力分量 ( Rx , Ry , Rxy) ,位

移( u, v) 和合力函数( X , Y ) 可通过二个复位函数 <( z ) , X( z ) 来表示,具体式子如下

  Rx + Ry = 4Re<c( z ) ,

  Ry - iRxy = <c( z ) + ( z - �z ) <d( z ) + Xc(�z ) , (1)

  f = - Y + iX = <( z ) + ( z - �z ) <c( z ) + X(�z ) , (2)

  2G( u + iv) = J<( z ) + ( z - �z ) <c( z ) + X(�z ) , (3)

式中 G 是剪切弹性模量,平面应力时取 J= (3 - M) / (1+ M) , 为 Poission比# 

在以下分析中, 带周期裂纹的无限长板条如图 1所示, 又远处承受拉伸 Ry = p# 相应的

弹性常数记为M0, G0, E 0( E0 = 2G0(1+ M0) )# 在文中,我们取为M0= 0. 3# 在分析时,可从板

条上切割下一矩形开裂单元(图1)# 显然,矩形开裂单元的边界条件如下

  v = �v = ? v b , Rxy = 0   (- b [ x [ b , y = ? h) , (4a)

  Rx = 0, Rxy = 0   ( x = ? b, - h [ y [ h) , (4b)

式(4a)中, v b 为一待定值,它决定于下列条件

  Q
b

0
Ry ( x , h )dx = bp , (5)

从式( 4a)可见,式(4a)所示的是一个复杂混合边界条件,正因为式(4a)中既有位移边界条件也

有力的边界条件# 

( a) 带周期裂纹的无限长板条      ( b) 一个带裂纹单元      

图  1

为了求解问题, 引入下列复位函数[ 10]

  <( z ) = 6
2M

k= 1

Xk<
( k )

( z ) , X( z ) = 6
2M

k= 1

X kX
( k)

( z ) , (6)

其中
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<( k )

( z ) = X( k)
( z ) = z

2
- a

2
z
2k- 2   (1 [ k [ M) ,

<( k )
( z ) = - X( k)

( z ) = z
2( k- M)- 1    ( M + 1 [ k [ 2M)# 

(7)

今指出,所引用的复位函数恒满足裂纹表面自由条件[10]# 在式(6), (7)中, 2M 是特征展开式

中截取的项数# 

在简单混合边界条件时[ 10] ,决定 Xk( k = 1, 2, ,, 2M) 的方程为

  6
2M

k= 1
AmkX k = Bm   ( m = 1, 2, ,, 2M) , (8)

其中

  A mk = A km = QC
p

R( k )
ij nju

( m)
i ds - QC

u

R( m)
ij nju

( k )
i ds   ( k , m = 1, 2, ,, 2M) , (9)

  Bm = QC
p

�p iu
( m)
i ds - QC

u

R( m)
ij nj�u ids   ( m = 1, 2, ,, 2M ) , (10)

又其中 R( k )
ij , u

( k)
i 代表第 k 项展开式中的应力和位移, �p i 表示作用于Cp 部分边界上的作用力,

�u i 表示作用于Cu 部分边界上的位移# 

在下面,用特征展开变分原理方法来解决上述边界值问题[ 10]# 在目前情况下(图 1) ,边界

/ AC0属于复杂混合边界# 此时, 在式(9) 中推求沿边界/ AC0 的积分时, 对于力型边界条件

( (4a) 中的 Rx y = 0) 选用/ Cp 0型积分, 对于位移型边界条件( (4a) 中的 v = �v = ? v b) 选用/ Cu0

型积分# 从而, 我们最后得到

  A mk = A km = QAC
[ R( k )

xy u
( m)

- R( m)
y v

( k )
] dx +

     QBC
[ R( k )

x u
( m) R( k )

x y u
( m)

] dy   ( k , m = 1, 2, ,, 2M) , (11)

  Bm = - QAC
R(m )

y �v dx   ( m = 1, 2, ,, 2M )# (12)

在(11), (12)中, 例如, A C表示积分沿着图1中的AC线段进行, R(m )
y 代表第m项展开式中的应

力 Ry , �v 是沿着AC线段给定的位移,如式(4a)中所示# 事实上,我们是先在条件( 4b) 和条件 v

= �v = ? 1, Rxy = 0 (- b [ x [ b, y = ? h ) 求解问题, 然后 vb 可从式(5)定出# 

方程(8)求解后, 应力强度因子和 T_应力可从下式定出[10, 13]

表 1 开裂板条问题中的无因次应力强度因子 A 1 ( h/ b , a/ b) (见图 1 和式(15) )

a /
b

h / b

A 1 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0.5 0. 6 0. 7 0. 8

0. 4 0. 966 0.900 0.854 0. 848 0. 886 0. 986 1. 170 1. 527

0. 6 0. 993 0.978 0.970 0. 986 1. 038 1. 145 1. 338 1. 688

0. 8 1. 001 1.007 1.024 1. 061 1. 128 1. 243 1. 433 1. 762

1. 0 1. 005 1.019 1.048 1. 095 1. 171 1. 288 1. 472 1. 783

1. 5 1. 006 1.025 1.059 1. 111 1. 190 1. 308 1. 483 1. 802

2. 0 1. 006 1.024 1.058 1. 106 1. 180 1. 289 1. 459 1. 757

    K 1 = 2(2P)
1/ 2 lim

z y a
z - a<( z ) 或 K 1 = 2(Pa)

1/ 2 6
2M

k= 1
Xka

2k- 2# (13)

  T = 4XM+ 1# (14)
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当采用 M = 8时,应力强度因子和 T _应力的计算结果表示为

  K 1 = A 1( h / b, a/ b) p (Pa)
1/ 2

, (15)

  T = - B1( h/ b , a/ b)
1

1- ( a/ b )
p# (16)

计算得到的 A 1( h/ b, a/ b) 和 B1( h/ b , a/ b ) 值列出在表 1和表 2中# 

  表2 开裂板条问题中的无因次 T 应力B1( h/ b , a/ b ) (见图 1 和式(16) )

a
/ b

h / b

B1 0. 1 0. 2 0. 3 0. 4 0.5 0. 6 0. 7 0. 8

0. 4 0. 846 0.636 0.435 0. 278 0. 199 0. 090 0. 044 0. 018

0. 6 0. 883 0.745 0.602 0. 468 0. 352 0. 255 0. 176 0. 112

0. 8 0. 897 0.788 0.680 0. 575 0. 477 0. 385 0. 298 0. 212

1. 0 0. 902 0.809 0.719 0. 633 0. 548 0. 464 0. 375 0. 275

1. 5 0. 906 0.823 0.746 0. 671 0. 598 0. 518 0. 425 0. 324

2. 0 0. 906 0.822 0.746 0. 668 0. 592 0. 510 0. 416 0. 309

  显然, 从 y 方向的位移影响,开裂板条可模拟为一无裂纹的正交异性板条# 熟知, 正交异

性材料的物理方程为
[14]

  Ex =
1

E1
Rx -

M21
E 2
Ry , Ey = -

M12
E1
Rx +

1
E2
Ry , Cx y =

1
G12

Rxy# (17)

式(17)中的诸值之间还存在一个关系式

  ( E1M21) / ( E2M12) = 1# (18)

为了得到等效弹性常数, 今引入一个特解

  Rx = 1, Ry = 0, Ex =
1

E0
, Ey = -

M0
E0

# (19)

式(19)代入式(17),可得

  E1 = E0, C12 = M0# (20)

其次,从上述数值解,可得另一种特解

  Rx = 0, Ry , av = p , Ex , av =
uav

b
, Ey , av =

v b

h
, (21)

 图 2  无因次弹性常数 C1_a/ b 图

( C1 = E2/ E0 )

式中下标/ av0表示相应量在某些边界上的平均

值,又 uav定义为

  uav =
1
hQ

h

0
u( b, y )dy# (22)

类同,式(21)代入式(17)后,可得

  E2 =
h

v b
p , M21 = -

hu av

bv b
# (23)

很明显, 从式 (20), ( 23)得到的 E1, M12, E2,

M12不一定精确地满足关系式(18)# 事实上,在本

文中 关 于 h / b 和 a/ b 的 取 值 范 围 内,

( E 1M21) / ( E2M12) 的值在 0. 998 7到 1. 001 3之间

变化# 这就说明,所作的假定符合实际情况# 

计算得到的 E2 表示为
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  E2 = C1( h/ b , a/ b ) E 0# (24)

相应的无因次 C1( h/ a, a/ b ) 值表示在图 2中 # 从图 2可见, 在所作研究范围内 C1( h/ b ,

a / b) 的值均小于单位值# 

2  结   论

对于开裂板条言,诸多感兴趣的量,如应力强度因子, T_应力和等效弹性模量均可由特征

展开变原理方法得到# 从而, 特征展开变原理方法提供了对带周期裂纹开裂板条的一个有效

解法# 

上面的分析表明,一开裂板条可等效于一无裂纹的正交异性板条# 这一结论有助于估量

连续物体的损伤# 又从以上分析可知, 若裂纹愈长, 应力强度因子和弹性模量所受的影响愈

大# 作为对比, 引用 2个例子如下,

例1  当 h/ b = 1. 0 a/ b = 0. 1时, 有K 1 = 1. 005 p (Pa)
1/ 2

, E2 = 0. 985 E0# 

例2  当 h/ b = 1. 0 a/ b = 0. 6时, 有K 1 = 1. 228 p (Pa)
1/ 2

, E2 = 0. 583 E0# 

由此可见,在 h/ b = 1. 0时,当 a / b = 0. 1变到 a/ b = 0. 6时, E2 值有大幅度下降# 
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Stress Analysis for an Infinite Strip

Weakned by Periodic Cracks

CHEN Yi_zhou

( 1. Division of En gin eer ing Mechanics , Jian gsu Un iver sity

Zhenjian g , Jian gsu 212013, P . R . China )

Abstract: Stress analysis for an infinite strip weakened by periodic cracks is studied. The cracks

were assumed in a horizontal position, and the strip is applied by tension / p 0 in y_direction. The

boundary value problem can be reduced into a complex mixed one. It is found that the EEVM ( eigen-

function expansion variational method) is efficient to solve the problem. The stress intensity factor at

the crack tip and the T_stress were evaluated. From the deformation response under tension the

cracked strip can be equivalent to an orthotropic strip without cracks. The elastic properties in the e-

quivalent orthotropic strip were also investigated. Finally, numerical examples and results were given.

Key words: eigenfunction expansion variational method; periodic crack; stress intensity factor; T_

stress

1194 陈    宜    周


