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摘 要

本文建议了一个角应变的新定义
。

这个新定义和线应变的定义相类似
,

也是一种变化率 (角位

移的变化率)
.

文中证明了这一新定义与原有定义是一致的
,

但在几何解释上却更为方便
.

文中还

和用新的角应变定义证明了转轴公式
,

组成了应变张量和证明了剪切虎克定律
.

一
、

引 言

在固体力学中对线应变和角应变早有现成的定义
.

但对比一下就可发现
,

线应变的定义

是一种
“

变化率
” ,

而角应变的定义却是一个特定大小的角度 (直角) 在变形后的改变量
,

不

是一种
“

变化率
” ,

两者似乎不够谐调
.

特另lJ是在一个锐角边界附近
,

在域内不能 取 一 个 直

角
,

那么在这里角应变在几何上又代表什么呢 ? 于是可以想到
,

能不能和线应变类比
,

给角

应变下一种能代表
“

变化率
”

的定义呢 ? 本文即提出一种以
“

变化率
”

表达的角应变的新定

义
,

并证明这种新定义和原有定义在表达上是一致的
,

而在几何解释上却更为方便
。

二
、

在平面上线素的角位移

设在平面二一y上有线素AB
,

其长为d : ,

与“轴夹角为0
.

A
,

B坐标分别为(二
,

功及 (二 + d 二
,

y + d功 (图 1)
.

当A
,

B分别有位移
u , ”及 u + d “

, v + d y 时
,

线素月刀发生角位移
.

设此时

月刀与二轴的夹角为氏
,

则有 口

‘ _ 。
_ d 夕

L匕 U
一一〕二

一

U 汤
(2

.

1)

tg sx =
d g + d y

d x + d “
(2

.

2 )
铎

我们定义线素A B 的角位移沪为

沪= 口一 0
:

(2
.

3 )

规定当0减小时叻为正
,

即规定砂以顺时针转动为正
。

由 (2
.

3 )
,

我们有

x+a

图 1

薛大为推荐
.
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tg o一 tg口
一
_ d , ;d , 一 (It

,
d 戈

~
t g 叹口一

口口 ~ 万几一正二i丁二西一一
~

不五二下二兀丙功石几
-

又兀丁了二元不花厂下 气乙
。

任 ,
J . 了

.

L匕U L匕U I 、“ 八 门一 “ “产“ 汤 可
.

、“ 夕门一 “ “ ) L ‘y

面和 d 二
,

d 夕相较为小量
,

且 砂本身为小量
,

故在 (2
.

4 ) 中略去高次小量

tg加

在小变形时
,

得
:

d g d u

d 名

d 戈

d 习
du一ds

功幻 tg功岛
d ud 夕一 d v d %

d ‘
2

d “
.

月
d 口

。

= 一了一
~ S l ll U 一一万

.

一C O S U

口召 a 占
(2

.

5 )

d 幼
, .

日“
,

口幼
, 。

.

口u
, 。

。

3 “= 一 二 尸 O X 十 一了
一

一口刀= 一二一甲- 口 S C O S 口十
、

二 一一口 S S in 口

d 工 d y
一

d 劣 d 夕
(2

.

6 )

己口
, .

日t)
,

口口
, 。 口刀

a U = 一二二尸 a 劣十
~ 二二介 Q g 二 一刃二 ~ a s c o s口十一 二了产 a s s in 口

o 涌 o y o 汤 o y

(2
.

7 )

以 (2
.

6 )
,

(2
.

7 )代入 (2
.

5 )整理即得
:

a“
.

2 。 日刀
, 。

.

了 口“ 口v 、
.

梦一 吮二了 s i n 。
一

一又万厂C o s 一 口一卜灭二一 一 一二二一 夕5 1 11 口 C O S 口

o y o 人 \ O 垅 O 夕 /
(2

.

8 )

(2
.

5) 式即为位移
u , 。及方位角e与角位移沪的关系式

.

三
、

用角位移的变化率定义角应变

设在平面
二一g 上有线素A B及A C

,

与二轴的夹角分别为0及e十△以图 2 )
.

并设在变形后A B

及A C的角位移分别为功及 功十 △沪
,

则月刀与A C夹角的改

变将为 △沪 (以夹角减小为正)
.

我们可以定义A B与A C 夹角的平均角应变 (即每单

位夹角产生的夹角改变) 为

!
1
一.

0.l)将AB
_ △叻

S a V
~ 一了下产

凸口

现使AC的方位无限趋近于月刀
,

即△0、O
,

则 氛

趋向于一个固定的极限
,

我们即定义此极限为线素

的角应变
,

以君表之
.

即
图 2

卜
_

、 , _ △功 _ d砂
g 一 器鱿几卯

一
一习百一 (3

.

2 )

以 (2
.

8) 式代入 (3
.

2 )式即得
:

二

d班 了 口u 日tI 、
.

_ 。
.

了 O“ av 、
白= 一不下一 = l

~
~

又 丁 , -t- 一二尸户 1 S ln 艺口 一 I to 万气, 一
一叹厂一 ~

ICO S Z 廿
u U \ 0 9 0 劣 , 、 口汗 口夕 /

(3
.

3 )

日u
.

口v
, 、 、

: :

曰
一

石万
-

十花汪
一

分别足“
, “ , , 入 , (入

,
是按原有定义在A点 翔方向的。

一
、、

了(3
.

3) 式中的

角应变
,

即过A点与劣 , 夕轴平行的两线素所夹直角的改变)
,

故可写为

古= 夕
二 , sin 2 0 + (

君,

一。,
)
e o s 2 0 (3

.

4 )
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四
、

角应变乙的几个性质

从 (3
.

3) 或 (3
.

4) 式出发
,

我们可以导出睿的如下性质
:

性质 1 平行于戈轴的线素的角应变氛等于二向线应变减去g 向线应变
。

即

省
二
= ‘二一 : , (4

.

r)

证 , 在 (3
.

4 )式中令0 = O
,

即得 (4
.

1) 式
。

推论 任意方向a 的线素的角应变省
。

等于 a方向的线应变减去与a垂直的方向a, 的线应变
.

即

舀
。
= B a

一s a ,

(4
.

2 )

证
: 因坐标轴方向可以任意选定

,

不影响 (3
.

4) 式的成立
.

故可选a方向为二轴
,

则丫方向

为夕轴
,

应用 (4
.

1)式
,

即得(4
.

2 )
。

性质 2 平分 , , , 方向的分角线的角应变即等于原来定义的角应变 入
, 。

件一入
, 一

斋
证

:
在 (3

.

3 )
,

(3
.

4 )式中令 0一
专

,

日口

日劣
(4

.

3 )

即得 (4
.

3)式
。

我们还可以验证由角应变雪产生的夹角改变在平行二轴及平行 y 轴方向所夹的直角内的积

累即等于人
, .

直角改变一

{贡
: ““一 , 一

疗
S ‘一0d “+ (

一
)

疗一
2 0d “

一
性质 3 两互相垂直方向线素的角应变等值反号

.

即

匀+ 粤~ 一如
Z

(4
.

4 )

这一性质也可称为剪应变互等定理
。

证
:
在 (3

.

4 )式中以 。+ 要代替 。得
‘

省”+

号一
护· , s‘n “0一 (

‘

一
‘,
)
“o “ Z e= 一‘,

性质 4 雪的极值方位与 舀= o 的 方位相差粤角
.

任

证
: 欲求 占的极值方位

,

须将 (3
.

4 )式对 e 求导
,

并使之等于 0.

斋
一 2 ,

一
2 “一 2 (

一
)s‘n Z“一。

设 雪的极值方位与 二 轴的夹角为 00
,

则有

2 , 二 , 。0 5 2 0
。
一 2 (。

二
一。 ,

)s in 2 0
。

= 0

再 以 。= 0
。

士平代入 (3
.

4 ) 式得
一 “

一 4 ”
‘ 、 、

一
’ - , 一 、 ‘

,

省。
。士 二 24= 士 [ , 二 , e o s 2 0

。
一 (e

二
一。,

)
s in 2 0

。

]

由(4
.

5 )式知 (4
.

6) 式之右方为 O,

即

省e0 土
二
/4 = 0

即证明了性质 4
,

(4
.

5 )

(4
.

6 )
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极值方位 0
。

可由 (4
.

5) 式求得

tg 2 0
0

二
夕二 ,

己二一召即

一重到
生

占e _ 。 (4
.

7)

五
、

三维问题中一点的应变分量

选直角坐标系 二 : ,

凡
,

凡
,

各点平行于 为 轴的位移分量 表 为
。, (i 二 1, 2 ,

3) ‘ 又在 为为

平面内作 x ‘, 二 , 正方向分角线
a ,

(i
,

j
,

寿= 1
,
2

, 3 ; i钾j, 寿今‘
,

k粉 j) (图 3)
,

则 点。 处的变

形状态可用下面的三个线应变分量及三个角应变分量来描写
:

平行于 劣‘轴的线应变
e。 (i = 1

, 2 , , 3 )
,

分角线 a 。在 二‘二, 平面内的角应变 晶
。

(寿二 1
, 2 ,

3)
.

各应变分量与位移分量间的几何方程为
:

、

日u ,

君l
=

~二一了二一

Q 劣-

= 鱼互

口义 :

=
、

夕卫里
x a 3

(5
.

1)

一

会
十

会
一

会
+

会 (5
.

2)

a1处

仁亡�‘自

肠一Xa一口
十

赵一X口一日
一一a

亡亡一

(5
.

1) 式可由线应变定义得到
,

(5
.

2 )式由 (4
.

3 ) 式应用于不同坐标面得到
。

现在来推导这些应变分量的转轴公式 一 设转轴前后 的坐标系分别 为 二‘ (i = 1
, 2 ,

3)
,

协

(P= 1
, 2 ,

3) 如图 4 所示
。

令轴 x ‘

和 g ,

的夹角余弦为 八
, 。

又设 岁
, 为在 如夕

,

坐标面 内 夕。,

F ,

正方向的分角线
,

刀二为 刀
,

正向及 , 。

负向的分角线 仕
, 。, r ~ 1 , 2 , 3 , 。今 r ,

户今 a , P今 r )
,

显然 刀
,
和凡 是互相垂直的

.

现在要求用 二‘坐标系内的应变分量来表示 夕,

坐标系内的应变

分量
8 , 及 匀

, .
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由一般弹性力学书中的推导可得线应变的转轴公式

”一‘,

合
+ ‘,

。

会
十‘, ,

器
+ ‘, ‘

城会
+

会)

J- 川 (塑红 山卫鱼
一

、二 I ] (
~

鱼生 一卫竺三、
”

3犷 ‘,
、口劣

: ‘

口劣 ;
/

‘
” 户

’
Zp

灭口劣
; ‘

口劣 :

/ (5
.

3 )

以 (6
.

1 )
,

(5
.

2 )代入即得
e , = 。:

I圣
,
+ 。:

l羞, + 。3
1圣。+ 占

a :
l

, 。
l
: ,
+ 右

。:
13夕

, , + 雪a
3
1
;

J
Zb

为了求角应变的转轴公式
,

我们先沿 刀
,

及 凡 上各取一单 位 向 量
,

(5
,

4)

它 们 在 夕。 及 夕
,

上

工L , 。 二 , , 、 ,
. , 、 ,

了 1 1 、~ 了 1 1 、

阴吏之澎分万lJ刀卜丁气于 , 一宁节
二

夕反吸一一7气于 , 一7 气矛 , ,

、 八了 乙 户J 乙 / \ 八了 Z 八了 Z ,

为

故刀
,
及凡 在 二‘坐 标系内的方 向余弦分别

对刀
, ,

对 口二
,

一

六 (l
‘。+ “

·

,

一

六
“
‘

一“
。
, } (5

.

5)

(i= 1 , 2
,

3 ; p
,

q
, r = 1

,

2
,

3 ; q 今 r ,
p 钾 q ,

p 今 r)

由角应变的性质 1【(4
.

2 )式〕知

睿。
。

“。a 。

一 。。; (5
.

6)

分另11以 刀
, 及凡 代替 (5

.

连) 式中的 P
,

则式中的 I。, 应分别换为 l牛
,

及 l飞
,

(i= 1
, 2 , 3)

,

于是

可得

省。
。
= 。、(11:一l了落) +

。: (l二呈一I叱二) +
。,

(l二毛一l雪二)

+ 占
a :

(l妄, l二
,
一l飞

,
l竺户+ 言。 (l二, I呈, 一19声二

,
)

+ 雪
a J

(11
,
l三

,
一l丫

,
l飞, ) (5

.

7 )

以 (5
.

5) 代入 (5
.

7)
,

整理即得

舀, ,

~ 2 。 ,
l

, 。
l

, ,

+ 2 己: l
: 。
l
: ,

+ 2 0 5
1
3 0
1
3 ,

+ 占
a ,

(I
: 。
1
8 ,

+ l
, 。1

2 r

) + 与
a ,

(1
3 0
1

: ,

+ l
, 。1

8 ,

)

+ 舀
a 3

(l
, 。
l
: ,

+ l
: 。
l

, ,

)

(P
,

Q
, r “ 1

,

2 , 3 ; q 钾 r ,
P 斧 g ,

P 斗r) (5
.

5 )

(5
.

8、式即为角应变的转轴公式
.

若令
r价 (i

舀a
。

/ 2

二j二 l
, 2 ,

3)

(‘
,

j
,

k二 1
, 2 , 3 ; i钾j

,
儿斗 i ,

吞今 j)
(5

.

9)

则 (5
.

6 )
,

(5
.

8) 可统一写为
e。

一
e ‘, l‘。l, · (i

,

j
, 。, r = 1

, 2 , 3 ) (5
.

1 0)

因而 匀 , 即组成应变张量 (二阶张量).

由上可见
,

在三维问题中一点处的变形状态可以由该点处沿坐标轴的三个线应变和该点

处三个坐标面上坐标轴分角线在坐标面内的角应变来决定
.

这正和物体上一点附近的刚休位

移可以通过该点的沿坐标轴的三个线位移和三个坐标面上坐标轴分角线在坐标面内的角位移

米」苗写有着很好的对应
.
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六
、

剪 切 虎 克 定 律

现在来研究角应变和剪应力的关系
,

即剪切虎克定律
.

图 5 (a) 所示为 戈二 : 坐 标面
,

其

上 a ,

和 叫 分别是 戈 x :

正向分角线及 二 :

正向和 二 、

负向分角线
。

设有剪应力分量 al
:

作 用在

以 二 ; 轴为法线及以 二: 轴为法线的面上如图 5 (b)
,

现由图 5 (b) 中截 出 叽
,

川 方 向 的 单 元

体
,

其上作用有主应力 a ,
= al

Z , a 3
= 一。

1:

〔图 5 (c) 〕
.

由广义虎克定律得
’

\

.

刁、口

义工

1一11勺口llJ日1111111]川se八�;lwe
..J

‘

b

:
J

‘
‘月曰」

写.1

lee
...百

、

⋯
’‘ / / /

盆

\
. _

1
.

_

/
\

肇三
-

(a )

二
,

/
/

‘

\\ 。 3
* 一 , 比 / /

( e )

。·3
一

普
(a

l
一。a ,

, 一

令
“+ “,

ea ; 一

奋(as
一。口

!
)

一令
( , + 川

式中E 为弹性模量
, 拜为波松比

.

由 (4
.

2 ) 式可得

(6
,

1)

(6
.

2 )

: a
3
一 。·3

一。口 ; 一

鲁
(‘+ # , 一

令 (6
.

3)

式中 G =
E

2 (1 + 拼) 为剪
切弹性模量

.

对其他分量也同理可证
,

故有

“a
。

一

令
(‘

,

,
,

“一 ,
,

2
,

3 ; ‘专 ,
,

“”‘
,

““j) ( 6
.

4)

或
。! , 一

器
“

,
, 一 ‘, 2 , 3 ; , 斗 ,

(6
.

5 )

即剪切虎克定律
.

七
、

比功的计算及广义应力

在图 5所示单元体上当有应变产生时
, 二 , :

产生的比功为

。 1 :
== 。 te a ,

+ a : 。。二= a : :
(e

a 3
一 。a

二) = a 、:
言

a 3
= Za 、: 。、:

故与角应变晶
3
相对应的广义应力即是 a l : .

对其他分量可以类推
,

变分量均用应力张量丙
, 及应变张量匀

,
表示时

,

单元体的比功为

。 = a 。, 。‘, (i
,

j= 1
, 2 , 3)

( 7
.

1)

因而可知
,

应力分量及应

(7
.

2 )
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八
、

结 语

从以上分析可以看到
,

用角位移的变化率来定义角应变有如下优点
:

(1) 定义 以导数形式表示
,

和线应变完全对应
,

且几何概念清晰
.

在锐角边界也有明确

的几何意义
.

(2 ) 建立了占
。

与‘和
。。 ,

之间的关系 【(4
.

2 ) 式 ]
,

使角应变与线应变之间有了比较简单的

联系
.

利用这种关系可以比较简捷地推导出角应变的转轴公式及剪切虎克定律
。

(3 ) 因新定义的角应变省与原定义的角应变 ?实际上是一致的 (性质2 )
,

所以 v具有的一切

性质对占无条件成立
.

(4 ) 对物体在一点附近刚体位移的描写和变形状态的描写形式可以很好地对应
。
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[ 4〕T im o sh e o k o ,

5
.

a n d J
.

N
.

G o o d ie r ,

T h e o 川 o j E la s t‘c ‘r,
,

(195 1)
。

[ 5」W a o g C hi一eh
,

A PPI‘e d E la s t‘c ‘tg
,

(19 53)
。

Su g g e stio n o f a N e w D e fin itio n o f A n g u la r Stra in

Y a n Z o n g 一d a

(T ia o j‘” U 。‘。e rs it梦
,

T ‘a”j泣n)

Ab st r扭e t

A n ew d e fin ition o f a n

妙la r st r a in 15 p ut fo r w a r d in t五15 p a p e r
.

A n a lo g ou s t o the d e -

fi 且it io n o f lin e a r st ra in
, a o g u la r st r a io 1 5 a ls o d ef泳d a s a r a te o f e五a n g e (Of a n g u la r

d isp la e e m e n t)
.

It 15 v e rifie d tha t the
n ew d e fin it io n 15 e q u iv a le n t to the o ri g in a l

,

b u t it

15 m o r e e o n v e n ie n t fo r g e o m e t rie a l in t e rp re ta tio n s
.

U si n g t五15 n ew d e fin itio n w e d educe
the t ra 刀 s fo rm a tio n fo rm u la s fo r th e ro ta tio n o f e o o rd in at e a x e s , e r ee t t五e s trai

n te 皿s o r

a n d v e rify the H o o k e , 5 law fo r s h e a rin g
.


