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摘 要

本文是〔1〕文的一个发展
.

考虑如下的随机方程
:

玄(t ) + 2刀才(t )
、

+ 。若z (f )二 (a
。+ 。 : z (,”

·

I (t ) + 。 ,

激励I (t )和响应Z (O都是随机过程
,

并设它们相互独立
.

如〔11
,

设 I (才)二
。

(t )I
’

(t )
,

a( O是已知的时间函数
,

I
’

(O是平稳随机过程
.

本文考虑了以上随机方程的谱分解形式
,

数值求

解方法以及一些特殊情况的解式
.

一
、

随机参变振动方程及谱分解

(l.l)

在随机振动中常常会遇到如下形式的方程
:

玄(t) + 2刀户(t) + 。若z (t) = (a
、 + a ,

z (t))I(t) + 。

例如见〔2〕
.

在 (1
.

1) 式中
:
刀

, 。。 , a。 , a ,

和c
都是常数

,

I( t) 是激励
,

可以表示为
:

I (t) = a (t)I
。

(t)

a( t) 是已知的时间函数
,
I

。

(t) 是平稳随机过程
,

且有
:

E [1
.

(t)〕= 0
,
E [ (1

.

(t))
“

] = 。努
。

(1
.

2 )

(1
.

3 )

E 表示取 期望 值
,

岭
.

表示过程I
’

的均方值
.

2 (t )是响应的随机过程
.

今设 I
‘

(t) 和 Z (t) 相

互独立
,

例如当1
.

(t) 是白噪声过程时
,

则1
.

(t) 和Z (t) 确实是相互独立的
,

例如见【3 ]
.

这时

有
:

E [Z (t)I (t)〕= E [ a (t)Z (t)1
.

(t) ] =
a
(t)E [Z (t)〕E [I

。

(t)〕= 0 (1
.

连)

将 (1
.

1) 式进行谱分解得
:

(一。
“+ 2刀‘。 + 。孟)艺(。) =

a 。了(。) + a ,

艺(。)
, 了(。) + 。占(。)

~ a 。。(。)
. 了

’

(。) + a :“(。) . 了
’

(。)二艺(。 ) +
。占(。) (2

.

5 )

由于E 【I
’

(O」= O
,

得
:

E l了
’

(。) 1= 0
。

E [ a(。) . 了
’

(。) 1= 三(。) , E 〔了
’

(。) 1 = 0 1

E [ 三(。 ) , 了
‘

(。) . 艺(。) z= “(。) , 刃 [了
‘

(。)〕。 E [玄(。)] = o J (1
·

6 )

对 (1
.

5 )式取期望值
,

且用 (1
.

6 )式得
:

一

(。孟+ 2刀i。一。
2

)矛(。) =
。占(。)

份 钱伟长推荐
。
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或
: 牙‘。, 一 E 〔玄‘“, , 一

会
““,

“ (, )一E 〔Z (, )〕一

I
‘(。)一 p (‘。 , )“ -

(1
.

7 )
l

,

J
·

一叫
令

: y 二z 一2
,
Z 二Y + 牙

E 【Y〕= E 【Z 一Z 」= O

将 (1
.

8) 式代入 (1
.

1) 式得
:

犷(t) + 2刀亡(r) + 。忿犷 (r)二 (6
。
+ ‘: y (t) )了(月

(1
.

8)

(1
.

9 )

, .

口 一C ,

0 0

= a 。十一 r 万一
.

, 0 1

= 口i

Q, 6 } (1
.

10 )

(1
.

1 0) 式的谱分解式是
:

(。孟+ 2刀i。一。
2

)夕(。) = ‘
。

了(。) + ‘
,

护(。)
.
了(。)

== ‘
。丘(。) . 了

’

(。) + b
: a(。 )

. 了
’

(。)
.
夕(。) (1

.

1 1 )

令
: H 间 =

一

,

一
二

奈, 一
,

Q, 石十 乙P 不。一Q,
-

(1
.

12 )

将 (1
.

1 2 )式代入 (1
.

1 1 )式得
:

夕(。) = 6
。

万(。) [ d (。)
,
了

’

(。) ] + b
l

万 (。) [舀(。)
,
了

’

(。)
,
夕(。) ]

在 (1
.

1 3) 式中分别令。 = 。
, , 口: ,

所得两式相乘得
:

夕(。
:

)夕(。
:

)= 6若[万(。
;

) (三(。 , ) ,
了

’

(。
:

))〕[万 (。
2

)(a(。
2

)。了
‘

(。
: )) ]

+ b
o
b : [H (。

;

) (‘(。
:

)二了
‘

(。
;
) ] [万 (。

:

) (压(。
:

)
。了

’

(。
2

)
,
夕(。

:

川
+ 6

0
6

,

[万(。 :
)(‘(。

: ) . 了
‘

(。
a))〕[万 (。

;

)(‘(。
,

)二了
’

(。
,

) , 夕(口
;

川
+ b }[H (。

;

)(‘(。
1) , 了

’

(。
,

)
.
夕(。

;

)) ] [万 (。
2

) (‘(。
:

) . 了
’

(。 : ) . 夕(。
: )) ]

b若[H (。
: )(‘(。 : ) , 了

‘

(。
:

) ) ] [万(。
:

) (‘(。
:

)二了
’

(。
2

)) ]

(1
.

1 3)

(1
.

1 4 )

一“:H (。 ! )H (。
2

)

仃
了“。

3

, 了
’

‘。
‘

, “‘。
!

一 ,“。2

一
, d O

3
d 。‘

由于1
.

(t )是平稳过程
,

它的谱量适合正交增量关系
,

即有
‘” :

E [了
’

(。 )r
‘

(。
,
) ] = S , ·

(。)占(。 + 。
,

)

这里S , 。

(动是1
.

的功率谱函数
,
占是 D ira c函数

,

则有
:

E {6 言[万(。
;

)(‘(。
,

) , r
’

(。
;

))〕[万 (。
:

) (‘(。
:

) ,
r

‘

(。
:

)) ]}

(1
.

15 )

一“:H (。
!

)H (。
2

)

{
S ! 。 ‘。

3

, “‘。
!

一
,“。2

+ 。3 , d 。
,

注意
:
在以上各式及以下各式中积分都是从一 co 到co 进行

,

为书写简
.

单
,

号
。

今有
:

‘全[万 (。
,

) (‘(。
:

)二r
’

(。
:

) ,
犷(。

:

)) ] [厅 (。
:

)(‘(。
:

) ,
r

’

(。
:

)二犷(。
:
)) ]

(1
.

16 )

我们略去了这些符

一”:

丁{仃
犷(。

5

, r
’

‘。
3

一
, “。 !

一
,犷‘。

。

, r
’

‘。

一
,“叭

一。
4

)H (。
: )H (0,

2 )d o 3d o
4
d o

s
d o

6

将上式求期望值
,

应用统计规律(1
.

15) 式可得
:

E 谧吞圣[万 (。
、

) (; (。
;

) ,
r

。

(。
:

) ,
犷(。

:

)) ] [万 (。
:

) (: (。
2

) ,
r

o

(。办
,
犷(。

:

))〕}

一”:H (。
!

)H (。
2

)
{{{

E 〔犷(。
。,犷‘。

。, 〕S J 。

‘。布, “‘。
!

一
+ ”4 , “。

:

+ 。。一。‘)d 。、d 。。d 口。 (1
.

1 7 )
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对 (1
.

14 )式求期望值
,

应用 (1
.

16 )
、

(1
.

1 7 )式
,

注意到 (1
.

14 )式右方第二
、

三项的期望 值 为

零
,

可得
:

E 〔犷(。
:
)犷(。

:
)〕一“:H (。

!

) H (。

小
。

‘。
3

)‘(。
1

一
)“。2

+ 。
3

, d O
3

+ ”:H (。
1

)H (。
2

)

丁丁丁
E 〔犷(。

5

)犷(。
。)〕S ! 。

(。
·

)‘(。
!

一
+ 心)‘(。

:
+ 。

。
一。

4

)d 。
‘
d 。

。
d 。

。

(1
.

1 8 )

或写成等价形式
:

E 〔犷(。
1
)犷(。

2

)〕一b :H (。
1

)H
· (。

2

)
{
S 了。

(。
3
)‘(。

:

一)‘
·
(。

2

一。吕
)d O

3

+ b : “ (。 ! )H
· (。

么

)
丁II

E 〔犷(。
。

)犷
·
(。

。
)〕S

了。

(。‘
)“(。

1

一
+ 。

4

)言
釜 (。

:
一。

。
+ 。‘)d o 4d o j o 6

根据谱分解变换原理可得
:

(1
.

19 )

E LY (‘, Y’“, , 一

J{
E

一b‘
工
}

[Y (。 1
)Y

铸
(。

:
)〕

e x p (i(。
: 一。

:

)t)面
1

面
:

“(‘
, 。 , ,

2
5 了。

(。, d 。 + “:

妙
(‘

,

、一, b
·
“

,

、

一。
。

)s , 。

(。
‘

)百 [夕(。
。

)犷
,
(。

。
)〕‘叭d 。。‘0 。

这里
: ”(, , 。)一

丁
H (。

,

,“。 ,

一,
。X p (‘。

, ‘, d 。
‘

如果在随机方程中
,

激励I( t) 的系数是常数时
,

即可设b
。
= 1 ,

b ; = 。
,

(1
.

20 )式化为
:

E 〔Y (‘, Y
· (‘, , 一

I
,“(‘

, 。 , !
“
S J 。

(。, d 。

在一般情况下
,

需要先对 E 〔犷(。
,

)犷(。
:
) ]求解

,

然后代入 (1
.

20 )式求E 〔Y (t) Y ,

(t) 〕
.

(1
.

2 0)

(1
.

2 1)

(1
.

2 2 )

二
、

E [亨(0 1)亨(。 2)〕的求解方法

当S , 。 (。)
,
石(。)可以看作。的任意函数时

,
E [Y (。

:

)Y (。
2

) ]可从 (2
.

15 )式求解
.

(1
.

1 5 )

式实际上是E 〔犷(。
:

)犷(。
:

)〕的积分方程
.

求解可按两种方式进行
:
第一种是用离散 F o u r ie r

变换方法
,

它的谱分解是按照一组离散谱
,

相应于 (1
.

1 5) 式 可 以 得到一组有 关 E 〔Y (叨)

犷(。户〕的线性联立方程
,

由此得到一组E 〔犷(叭)犷(。刀〕的解
,

采用离散F。u r ie r
变换方法求

解线性随机参变振动问题
,

在本文中不拟作详细讨论
.

第二种是对积分方程 (1
.

18) 式进行求

解
.

以下将参考F re d hol m 〔“求解方法写出解的形式
。

在(1
.

1 5) 式中令
:

百[犷(。
:

)r (。
:

)〕= 。(。
: , 。 :

) (2
.

za )

b :H (。
1

)H (。

小
。

(。3 )‘(。 飞

一
, ‘(。

2
+ 。 3

, d o
3
一 f‘。

! , “ :

,

“:H (。
1

)H (。么)

{
S 才

。

(。
·

)‘(。
1

一 : + 。
‘

,“。2
+ 。“
一

, d 。咭一K ‘。
1 , 。2 ;。 ,

(2
.

lb)

, 。签) (2
.

le )

可将(1
.

1 8) 式改写为
:

·
‘。

! , 。恶

, 一 f(。
! , 。恶

) +

JJx
(。

1 , 。 : ; 。 :
, 。: ,

·
‘。 :

, 。 ; )d 。 : d 。 : (2
.

2 )

上式是V ol te rra 的二独立变量情况下的第二类积分方程
.

按照F re dh of m 方法
,

令
:

。一卜丁扒
‘。

! , O, :
,“。

!d 。 :
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K (。
; , 。 : ; 。 ; , 。2

)

K (。
: , 。‘ ; 。 ; , 。 :

)

K (。
1 , 。 : ;。 , , 。2

)

K (。
3 , 。‘ ;。 , , 。 :

)

K (。
。 , 。 6 ;。 : , 。 :

)

K (。 : , 。 : ; 。 : , 。-

K (。 : , 。‘ ; 。。 , 。‘{1
‘。 1‘。2““

3
己叭

K (。
: , 。 : , 。: , 。4

) K (。
: , 0 : ;。。 , 。6)

K (。
3 , 。‘ ; 。 : , 。4

) K (。
3 , 。‘ ;。。 , 。 6

)

K (。
。 , 。。; 。 : , 。4

) K (。
。 , 。。 ; o, 。 , 。6)

d 。 : d o Zd o sd 。一d o sd 。。

+ 二
’ ‘ . ’

。(。 : , 。 : ;。。 , 。‘)一、(。
: , 。 : ; 。3 , 。4

卜丁I!
K (。

: , 。 2 ; 。 : , 。4

) K (。
、 , 。 : ;。。 , 。6

K (。
。 , 。。 ; 。 : , 。 ;

) K (。
。 ,
。。 : 。。 , 。a

(2
.

3 )

}{
“。‘d “’

口口Q)K (。 : , 。 : ;。 : , 。4

) K (。
, , 。 : ; 。。 , 。6

) K (。
; , 。 : ;。 , ,

1
’

「「「「
. 卜

—
1 1 1 1

2 ! J J J J
K (。

。 , 。 。: 。。 , 。4

)

K (。
, , 。。 ;。 : , 。4

)

K (。
。 , 。。 ;。。 , 。6

) K (。
。 , 。。 ;。 , , d o J 。减口

, d o
s

K (。
, , 。。; 。。, 。。

) K (。
, , 。。; 。 , , 。 8

+
. .

⋯
’

(2
.

4)

则
。(。

: , 。 :

)的解可以写为
:

·‘。
1 , 。2

卜 , (。
! , 。 2

) +

封J,
(。

3 , 。4

)D (。 ! , 。: ; 。3 ,

、)d。
名
d o

4

(2
.

5)

对于实际问题当采用以上公式时一般需要采用数值积分
。

三
、

某 些 特 殊 情 况

〔例 l] 考虑如 (1
.

1) 式所示的振动方程
,

假定激励 I (t) 是 平稳过程且为白噪声过程
,

即有
:

苏(。) , d (。) (3
.

1)

S , o

(。)= S , o
·

(3
.

2 )

首先假设I (t) 是平稳过程
,

则 (3
.

1) 式成立
.

将 (3
.

1) 式代入 (1
.

的式得
:

万 [犷(。
:

)犷
, (。

:

)〕= 6若万(。
,

)万
,
(。

:

)s , 。

(。
: )占(。

;
一。

:

)

+ b ;H (。
!

)H
· (。

2

)
丁
E 〔犷(。

! + 。
4

)犷
!
(。

2
+ 。

4

)〕S 才。

(。
;

)d 。
‘

(3
.

3 )

此时Y (t) 也是平稳过程
,

其谱量y (动具有正交增量性质
,

即有
:

百 [犷(。)犷
, (。

‘

)J~ s :
(。)d (。一。

‘

)

将 (3
.

刃式代入 (3
.

3 )式得
:

(3
.

4)

S ·
(。)一“:H (。)H · (。)S

了。 (。) + ”:H (。)H
·
(。)
介

· (。 + 。
,

)S
! 。

(。
,

)d 。
,

(3
·

5 )

(3
.

5) 式是S ; (动 的第二类积分方程
,

可用F re dhol m 方法求解
.

如果 I( t) 还是白噪声过程
,

则 (3
.

2 )式成立
,

(3
.

3 )式成为
:

S ·‘。, 一“‘H ‘。, H
· (。, S

! 。 (。) + “‘H ‘。)H
· ‘。) S 了。

(。)

工
S ·
(。

,

)d 。
,

= (b若+ b la ; )H 佃)H
釜 (。)S

, o

将(3
.

6 )式对。积分得
:

(3
.

6 )

a 圣= (。若+ 。受。 ; )s
, 。

仿(。)二
。
(。 )J。 == 二票下

一s , 。

(。: + 。:。

J J Z P 。石
,

一
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由此求得
:

。 , = 一里竺鱼址一
2户。孟一二b ls : o (3

.

7 )

代入 (3
.

6) 式可用以求S ;
(动

。

〔例 2 ] 考虑如下随机振动方程
:

玄(t) + 2刀玄(t) + 。 若z (t) == 了(t) 1

(t> 0 ,
X (0) = X (0)二 0 ) J

其中随机过程Y (t) 的均值为零
,

可以表示为下式
,

其中Y
。

(t) 是平稳过程
。

(3
.

8 )

Y 。, 一 ““, ‘
’

“,
, ·“, 一

{:: :里: (3
.

9 )

采用文献 [ 1 〕及本文方法求解此问题
.

从 (3
.

的式可见
a
(t) 是H e a vi s id e 函数

,

它的谱分

解式可以写成如下极限形式
:

1
, . 『

ro e x p (io t)
,

a 气【) =
一二 , 甲

,

11 m l 一亡卜亡了—
口口

艺兀 护- ) O J 二 丫一
多口

(3
.

1 0 )

即有
:

: (。) = l; m 二

一典一二
,

: (。
,
一。)一 lim

7 we 知 0 2 兀 、了一
; 口) , ~

) o

1
2 二 [ , + i(。

, 二。jl (3
.

1 1)

根据 [ 1 ]文 (1
.

2 0b )式
,

即 :

“(,
, 。)一
I
H ‘。

,

)“。
,
一。, eX p “。

‘
t) “

‘

(3
.

12 )

将(3
.

1 1)式代入 (3
.

12 )式得
:

b(t
, 。) = lim

1 f H (。
产
)

J
一

万万
.

」歹石了石花石犷
eX p L, 口

’

r) “。
’

im
一

上 (
~
) 0 2 兀 J 一。

, 2
+ 2刀公由

尸
+ 。孟

1
, . , 、 , ,

于⋯石
~

面
,

= 面
一 e x p 气,。

’

r) a o,
‘

(3
·

l”,

在 (3
.

1 3) 式的被积式中
,

分母具有如下的根
:

。 ,
= 刀i + 。

c r ,

刀i一。
。r , 下i + o,

这里
: 。cr = 甲

、

研
~

刁
r

被积式的留数为
:

(3
.

14 a )

(3
.

14 b)

叹p ((i。一 , )t)
一 [。 + i夕一 (刀i + 。

。 r

) ] [。 + i
卜 (刀i一。

。 r

) ] i

+
一

一详燕惑卑些‘奥红一一 乙田o r 气P ‘
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